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Ubungsblatt 2: Topologische Riume

— Abgabe zum 18.4.2008 —

Aufgabe 2.1: Quotiententopologie. 10 Punkte

Sei (X, O) ein topologischer Raum, Y eine Menge und f : X — Y eine surjektive Abbildung.
a) Beweisen Sie, daB Oy = {V € Y | f~1(V) € O} eine Topologie auf Y definiert.

b) Sei weiterhin f offen (beziiglich O und Oy). Beweisen Sie:
i) Wenn (X, O) eine abzéhlbare Basis hat, so auch (Y, Oy).

ii) (Y,0Oy) ist Hausdorff, falls die Menge D := {(x,y) | f(z) = f(y)} abgeschlossen ist beziiglich der
Produkttopologie von X x X.

Beide Beweise wurden in der Vorlesung angedeutet. Schreiben Sie sie nochmal genau auf.
c) Sei (Z,07z) ein weiterer topologischer Raum und h : (Y,Oy) — (Z,Oz) eine beliebige Abbildung. Zeigen

Sie, dafl h genau dann stetig ist, wenn die Komposition h o f stetig ist.

Aufgabe 2.2: Projektive Riaume. 10 Punkte

Sei K = R oder K = C und sei K"*! der entsprechende reelle oder komplexe Vektorraum, versehen mit der
metrischen Standardtopologie. Auf K™ \ {0} betrachtet man die Aquivalenzrelation

r~y <= INeK: z=\y.

Bezeichne [z] := {y € K"*1\ {0} | y ~ 2} die Aquivalenzklasse eines Punktes z € K"*!\ {0}. Dann sind der
reell- (K = R) und komplex- (K = C) projektive Raum gegeben durch

KP™ := {[z] | € K"*'\ {0}}
zusammen mit der kanonischen Projektion
K"\ {0} — KP"

a) Zeigen Sie mit Hilfe der ersten Aufgabe, dafl die projektiven Rdume KP™ eine abzihlbare Basis haben
und Hausdorff sind.

b) Fiir i = 0,...,n betrachten wir die folgende Mengen U; in KP™:
U, :={[z] e KP" | z = (x0,21,...,2,) mit z; # 0}.
Zeigen Sie, dafl die U;’s offen in KP" sind und dafl die Abbildungen
v U — K"
1

[(1’07...,5En)] = ;(1’0»'~~a$i717$i+1w~~,xn)
%

wohl-definierte Homdomorphismen sind.

20 Punkte
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