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Übungsblatt 10: Levi-Civita Zusammenhang
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Aufgabe 10.1: Lokale orthonormale Rahmen. 4 Punkte

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, daß es um jeden Punkt p ∈ M einen lokalen
orthonormalen Rahmen gibt, d.h. es existiert eine Umgebung U von p und Vektorfelder E1, . . . En ∈ X(U), so
daß für alle q ∈ U die Vektoren (E1(q), . . . , En(q)) eine Basis für TqM bilden mit g(Ei, Ej) ≡ εiδij mit εi = ±1.

Aufgabe 10.2: Killingvektorfelder und Divergenz. 6 Punkte

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n mit Levi-Civita-Zusammenhang ∇g und
sei X ∈ X(M) ein glattes Vektorfeld.

a) Zeigen Sie, daß X genau dann ein Killingvektorfeld ist, wenn die Abbildung

X(M)× X(M) → C∞(M)
(U, V ) 7→ g(∇UX, V )

ein schiefsymmetrisches (2, 0)-Tensorfeld ist.

b) Die Divergenz von X, div(X), ist eine Funktion auf M , definiert durch

M 3 p 7→ div(X)(p) :=
n∑

i=1

εigp(∇g
ei

X, ei),

für (e1, . . . , en) eine orthonormale Basis in TpM , d.h. eine Basis mit gp(ei, ej) = εiδij . Wegen Aufgabe
10.1 ist div(X) eine glatte Funktion. Zeigen Sie, daß LXg = 2

ndiv(X)g, falls X ein konformes Vektorfeld
ist.

Aufgabe 10.3: Die Volumenform. 10 Punkte

Sei (M, g) ein Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Zusammenhang ∇ und Volumenform ωg.

a) Zeigen Sie, daß ∇ωg = 0. (Der lokale orthonormale Rahmen aus Aufgabe 10.1 ist dabei hilfreich.)

b) Sei ∇̃ ein torsionsfreier Zusammenhang auf M der Folgendes erfüllt:

i) ∇̃ωg = 0 und

ii) es existiert eine 1-Form, d.h. ein glattes (1, 0)-Tensorfeld, θ, so daß (∇̃Xg)(Y, Z) = g(X, Y )θ(Z) +
g(X, Z)θ(Y ).

Beweisen Sie, daß unter diesen Voraussetzungen ∇̃metrisch ist, d.h. gleich dem Levi-Civita Zusammenhang
ist. (Hinweis: Schreiben Sie ∇̃ = ∇+ φ für einen (2, 1)-tensor φ und werten Sie dann i) und ii) aus.)

20 Punkte

1 von 1


