Komplexe Integration Beispiele zur komplexen Integration

Komplexe Kurvenintegrale

Komplexe Integration analog zu Kurvenintegralen:

Sei ¢ : [a, b] — D C R" ein stiickweiser C'~Weg, f : D — R und
F: D — R" gegeben. Dann hatten wir in Analysis Il/Ill die beiden
Kurvenintegrale 1. und 2. Art

b

/f(x)ds:/f(c(t))HéH dt  bzw. /F(x)dx_j(F(c(t)),é(t))dt

Cc a C

Definition
Sei D C C ein Gebiet, f : D — C stetig und c : [a, b] — D ein stiickweiser
C'-Weg. Dann ist

b

/f(z) dz:/f(c(t))é(t) dt

Cc a

das komplexe Integral von f(z) langs der Kurve c.
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Komplexe Integration Beispiele zur komplexen Integration

Eigenschaften der komplexen Integration

1) Der Wert des komplexen Integrals ist unabhangig von der
Parametrisierung der Kurve.
2) Bei Anderung der Durchlaufrichtung gilt

/f(z)dz:—/f(z)dz

—C C

Hier ist (—c)(t) = c(b+t(a— b)), 0 <t < 1.
3) Linearitat

/(af(z)Jrﬁg(z))dZ:oz/f(z)dz+ﬁ/g(z)dz (a, 8 € C)

C Cc

4) Additivitat bzgl. des Integrationsweges:

/ f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz

cte C1 oy}
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Komplexe Integration Beispiele zur komplexen Integration

Eigenschaften der komplexen Integration Il

5) Es gilt die Abschatzung

b

/f(z)dz < sup |f(2)- /|é(t)|dt
zGB”d(c) .

N———

C
Bogenlange L(c)
Beweis

Man berechnet direkt

b
/ fz)dz| = / F(c(t)é(t) dt
C a
b b
< [ Il de < su (7(c@)]- [ le()] de
a<t<bp
a a
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Komplexe Integratlon Beispiele zur komplexen Integratlon

Komplexe Integration — Beispiele

Beispiel
Sei f(z) = z und c(t) = ret mit 0 < t < 2. Dann gilt
2w
%zdz = /reit- <rieit> dt
c 0
2
= ir2/e2it dt
0
2w
= ir /(cos(2t) + i sin(2t)) dt
0
27 27
_ —r2/sin(2t))dt+ir2/cos(2t))dt
0 0
= 0.
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Komplexe Integration

Beispiele zur komplexen Integration

Komplexe Integration — Beispiele |l

Beispiel
Sei f(z) =z und c(t) = re't mit 0 < t < 2. Dann gilt
21
]{ z—/re it- rie' dt:irz/dt:r2-27ri.
0
Beispiel
Sei f(z) = 1/z und c(t) = ret mit 0 < t < 27. Dann gilt
Z 1
j{—dz:fidz:—z zdz = 2mi.
z F4 r
C C C
Beispiel

Es gilt mit c(t) = zg + ret, 0 < t < 27 die Beziehung

(z— 20)" dz = 2mwi : firn= -1
700 %= 0 ¢ firnez\ {-1)
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Komplexe Integration

Beispiele zur komplexen Integration

Komplexe Integration — Beispiele Il

Beispiel (Fortsetzung)

27 27
j{(z —20)"dz = / (reit)n - (rie™) dt = ir"t? / (1)t gt
c 0 0

. 2
_ ol _/sin((n+1)t))dt+i0/

0
B 2wi : firn= -1
B 0 : firneZz\{-1}

Nur fiir n = —1 verschwindet das Integral nicht und es gilt

1
j{ dz = 2mi.
Z — 2]

Cc

Frage: Woran liegt das?
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Komplexe Integration Beispiele zur komplexen Integration

Integration von Reihen

Satz
Ist f(z) = Y_ fx(z) eine Reihe stetiger Funktionen, die auf dem Gebiet
k=0

D c C gleichmaBig konvergiert, und ist c : [a, b] — D ein stiickweiser

Cl-Weg, so gilt
/f(z) dz = Z/fk(z) dz.
k=07

C

Beweis

Da die Reihe stetiger Funktionen gleichmaBig konvergiert, ist auch die
Grenzfunktion f(z) stetig und daher auch integrierbar und

/f(z) dZé/fk(Z) dz:/Rn(z) dz.

c —Vc c
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Komplexe Integration  Beispiele zur komplexen Integration

Integration von Reihen Il

Beweis (Fortsetzung)

GleichmaBige Konvergenz bedeutet:

Ve>0:3dN(e) : Vn>N,ze D : |R)(2)| <e.
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Komplexe Integration Beispiele zur komplexen Integration

Komplexe Integrale

Beweis
Aus der gleichmaBigen Konvergenz folgt sofort

/R,,(z) dz| < & L(c)

und damit

lim /Rn(z) dz = 0.

n—oo
C

Beispiel
Sei c(t) = re't, 0 < t < 27 und |z| > r. Dann gilt:

d
j{ z dz = 0.
Z — 2

|z|=r

Beachte: Der Punkt z liegt auBerhalb des Kreises c(t).
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Komplexe Integration Beispiele zur komplexen Integration

Komplexe Integrale

Beispiel (Fortsetzung)

Man berechnet unter Verwendung der geometrischen Reihe:

dz 1
= —— = —z°d
e e R B L

|z|=r |z|=r IZI—r B

denn es gilt
z

20

< 1.

Aufgrund der gleichmiaBigen Konvergenz gilt

Z—loj{i—z dz—z k+1 ]{z dz=20

k—0 “0

|z|=r |z|=r

da man Integration und Summation vertauschen kann.
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Komplexe Integration Beispiele zur komplexen Integration

Beispiel zur Vorbereitung der Laurent—Reihe

Beispiel (Vorgriff auf die Laurent—Reihe)

Eine Reihe der Form

fz)= ) alz—2)= > alz—z) + _Z a(z — z9)k
k=0

k=—o0
7 N 7
VO

analog zur Taylor—Reihe  negative Potenzen

nennt man eine Laurent—Reihe. Sie konvergiert lokal gleichmaBig und
absolut in einem Kreisring

0< R <|z— 2| < Ro.

Fiir Ry <r < Ry und c(t) = z9 + re, 0 < t < 27 gilt daher

[©.@)

]{ f(z)dz = g ak j{ (z—z)Kdz=2mia_1.
_ k=—o0 _
|z—zp|=r |z—zop|=r
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Komplexe Integration Der Cauchysche Hauptsatz

Cauchyscher Integralsatz

Wir hatten im Abschnitt 3.1 mit der Kurve c(t) = zg 4+ re’t, 0 < t < 27

die Aussage
2mwi o firn= -1
j{(z —29)"dz =
0 : firneZ\{-1}

C
Frage: Wann verschwindet das Integral liber geschlossene Kurven?

Satz (Cauchyscher Integralsatz)

Ist G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, f : G — C eine
holomorphe Funktion und c : [a, b] — G eine geschlossene stiickweise

Cl—Kurve, so gilt stets
]{ f(z) dz = 0.

Cc
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Komplexe Integration Der Cauchysche Hauptsatz

Zum Cauchyschen Integralsatz

Bemerkung
Alle drei (fett gedruckten) Voraussetzungen sind notwendig:

1) Die Funktion f(z) = z ist nicht holomorph und es gilt:
7{ zdz # 0.
|z|=1

2) Das Gebiet G = {z € C : z # 0} ist nicht einfach
zusammenhangend und es gilt:

1
j{ —dz # 0.
z
|z|=1
3) Die Kurve c ist nicht geschlossen und es gilt:
/zdz £0, c(t)y=el*t o<t <2m

C
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Komplexe Integration Der Cauchysche Hauptsatz

Beweis des Cauchyschen Integralsatzes

Bewels
Wir setzen c(t) = (x(t),y(t))T und f(x,y) = u(x,y) +iv(x,y):
b b
%f(z)dz = /(u>'<— vj/)dt+i/(uy+v>'<)dt
. z{(_u\/)dx—i—if(Z)dx.

Bei beiden Vektorfelder (u,—v)T und (v, u)" ist wegen der CR-DGL’s die
Integrabilitatsbedingung erfiillt:

u v
rot(_v>:uy+vX:O, rot( u)zvy—uX:O.

Daher existiert ein Potential und beide Integrale sind wegen der
geschlossenen Kurve c identisch gleich Null. [
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Komplexe Integration Der Cauchysche Hauptsatz

Wegunahangige Integrale

Korollar
Ist G C C einfach zusammenhingend, f(z) holomorph auf G und
c1, ¢ [a,b] — G, so folgt aus c1(a) = c2(a) und c1(b) = ca(b)

/ f(z)dz = / f(z) dz

1 (o]

d.h. das Integral [ f(z) dz ist wegunabhingig.
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Komplexe Integration Der Cauchysche Hauptsatz

Stammfunktionen

Satz (Existenz einer Stammfunktion)

Sei G C C, f(z) holomorph auf G, zy € G ein fester Punkt und setze fiir
ze G

mit einer beliebigen stiickweisen C 1_Kurve, die zy und z verbindet. Dann
ist F(z) eine Stammfunktion von f(z), d.h. es gilt
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Komplexe Integration Der Cauchysche Hauptsatz

Stammfunktion 1l

Beweis
Es gilt

F(z+h)—F(z) 1 B
P = E/f(f)dﬁ—

Daraus folgt

1
Flzth) = F2) ¢ ::Q/U@+H0—ﬂﬂﬁ#
0
< sup |f(z+th)—f(z)]—0
t€[0,1]
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Komplexe Integration Der Cauchysche Hauptsatz

Stammfunktionen I

Korollar
Ist f(z) auf einem einfach zusammenhingenden Gebiet G holomorph und

F(z) eine Stammfunktion von f(z), so gilt fiir alle stiickweisen C1—Kurven
c:lab] — G
/aawzF@w»—ﬂq@)

C

Beispiel
Wir betrachten mit a,b € R, a, bc_)>+l_0bdas Integral
dz
z2’
a—ib

Die Funktion f(z) = 1/z2 ist holomorph auf dem einfach
zusammenhangenden Gebiet G mit
G=C\{xeR: x<0}.
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Komplexe Integration Der Cauchysche Hauptsatz
Wegunabhangigkeit

Damit ist obenstehendes Integral wegunabhangig.

Beachte: Das Gebiet G ist gerade die komplexe Ebene ohne die negative
reelle Achse.

Integration:  Wir setzen c(t) =a+it, —b <t < b und erhalten

b

dz I 1 P
2 = |Gt T o
z (a+it) a+it|_,
C —b
1 1 2ib
 a—ib a+ib a2+ b2
Stammfunktion:
a+ib .
/ dz ( 1) aHb b
2\, — 21 K2
L7 z)laip @ +Db
a—ib
Reiner Lauterbach (Universitit Hamburg) Komplexe Funktionen SS 2006 107 / 185
I’\omplexe Integratlon Der Lauchysche Hauptsatz
Homotopie
Definition

Sei G C C ein Gebiet, c, ¢ : [a, b] — G zwei geschlossene Wege (Kurven)
in G. Man nennt ¢ und ¢ homotop, falls eine stetige Abbildung
® : [a, b] x [0,1] — G existiert mit

®(t,0) = c(t), P(t,1)=2¢(t) Vte]ab]
d(a,s) = c(a), d(b,s)=c(b) Vsel0,1]

Ein Weg heiBt nullhomotop wenn er zum konstanten Weg homotop ist,
d.h. wenn man den Weg stetig zum Punkt zusammenziehen kann.
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Komplexe Integration Der Cauchysche Hauptsatz

Nullhomotope Wege

Bemerkung

Anstelle des einfachen Zusammenhangs geniigt es, im Cauchyschen
Integralsatz zu fordern, dass ¢ nullhomotop ist.

Folgerung aus dem Cauchyschen Integralsatz:
Sei f(z) holomorph auf einem Gebiet G. Dann gilt fiir zwei geschlossene

Wege c und ¢:

c,¢ homotop = ]{f(z) dz:j[f(z) dz.

Cc

Reiner Lauterbach (Universitit Hamburg) Komplexe Funktionen SS 2006 109 / 185

Komplexe Integration Der Cauchysche Hauptsatz

Homotopie im Beispiel

Beispiel
Fiir jede einfach geschlossene Kurve ¢, die den Punkt zy € C (einmal) im
positiven Sinn umlauft, gilt
d
j{ SR 271 .
Z — 2

C

Denn c(t) ist homotop zu &(t) = z + €', 0 < t < 27.

Definition
Fiir eine geschlossene, stiickweise C1-Kurve c : [a, b] — C\ {z} heiBt

Uml(c,z) = 1_7{ az

2wl | z— 29

C

die Umlaufzahl von ¢ beziiglich des Punktes z.

Die Umlaufzahl ist stets eine ganze Zahl und gibt an, wie oft der Weg ¢
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Komplexe Integration Die Lauchysche Integraltormel, laylor—Entwicklung

Cauchysche Integralformel

Satz (Cauchysche Integralformel)

Sei f(z) holomorph auf einem Gebiet G, zy € G und c : [a,b] — G \ {z}
ein zum Punkt zg homotoper Weg, der zyg im positiven Sinn einmal

umlauft. Dann gilt
1 f
flzo) = — 7{ (2) ,

Z — 2]

Beweis
Der Weg ¢ 14Bt sich innerhalb von G \ {zy} auf einen Kreis
ke(t) = zg + re't, 0 < t < 27 zusammenziehen. Daher gilt

27 .
f(z f(z f(zo + re). .
(z) dz = (2) dz = ( - )/re’t dt.
Z— 20 Z— 2 re!
c ke 0
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Komplexe Integration Die Cauchysche Integraltormel, laylor—Entwickiung

Cauchysche Integralformel — Beweis

Beweis
f f i it
]{ (2) dz = 7{ (2) dz :/ (20 +.tre )I'I’e"lt dt
Z— 2 Z— 2 re!
c ky 0
2
= //f(zo + re't) dt
0

Im Grenzfall r — O erhalten wir offensichtlich die Beziehung
27

/'/ f(zo + re't) dt — 2mif (zo).
0

Da das Integral 55 LZ)O dz aber unabhingig von r ist, folgt

Z—Z

‘ f(2)

V4 .

dz = 27if(zp).
Z — 2
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