Die VVarmelertungsgleichung Die Fundamentallosung

Losungsdarstellung

Weitere Losungsdarstellungen mit Hilfe der Fundamentallosung:

1. Das inhomogene Anfangswertproblem mit homogenen
Anfangsbedingungen

ur —Au=1f inR" x (0,00)
u=0 auf R"x {t =0}

besitzt die Losung
t
ox,t) = [ [otx—y.t=)(y.5)dyas
0 Rn

_ x—y|?

t
1 Ix—y|*
= / “t=s) f(y, s)dyds
4r(t — "/2/e
| (=)

]Rn
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Losungsdarstellung ||

2. Duhamel’sches Prinzip:

Die Funktion u(x,t;s) = [ ®(x —y,t — s)f(y, s)dy |ost das Problem

Rn
{ ur(-;s) —Au(-;s) = 0 in R" x (s,00)
u(-;s) = f(-;s) auf R” x {t =s}

Man erhalt dann die Losung der inhomogenen Gleichung durch
Integration liber s:
t

u(x, t) = / u(x, t;s) ds
0

3. Das inhomogene Anfangswertproblem mit allgemeinen
Anfangsbedingungen u(x,0) = g(x) besitzt die Lésung

n
Reiner Lauterbach (Universitit Hamburg) Differentialgleichungen Il SS 2006 113 / 183

u(x, 1) = / O(x — y, )g(y)dy + / / O(x —y,t — s)F(y, s)dyds
0 Rn



Die VVarmelertungsgleichung tigenschatten von Losungen der VVarmeleitungsgleichung

Eigenschaften

Analog zur Laplacegleichung erfiillen auch Losungen der
Warmeleitungsgleichung Mittelwertformeln, die allerdings weniger
anschaulich sind:

Sei U C R" offen und beschrankt, T > 0 fest. Dann nennt man die Menge
Ur=Ux (0, T]

den parabolischen Zylinder und
Mr=Ur\Ur

den parabolischen Rand.
Fiir festes x € R"”, t € R und r > 0 sei die Menge E(x, t; r) gegeben durch
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Heat Ball
Bemerkung

1. Der Rand von E(x,t; r) ist gerade eine Hohenlinie der
Fundamentallésung ®(x —y, t — s).
2. Man nennt die Menge E(x, t; r) auch Warmekugel (heat ball).

Mit Hilfe von E(x, t; r) erhdlt man folgende Mittelwerteigenschaft:

Satz
Ist u € C2(Ut) eine Lésung der Wirmeleitungsgleichung, so gilt

u(x, t) = ! / %u(y,s)dyds

fiir jede Menge E(x,t;r) C Ur.
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Die VVarmelertungsgleichung tigenschatten von Losungen der VVarmeleitungsgleichung

Maximumprinizpien

Aus der Mittelwerteigenschaft kann man folgende Maximumprinzipien
herleiten.

Satz

Sei u € C2(Ur)N C(UTt) eine Lésung der Wirmeleitungsgleichung in Ut.
Dann gilt

1. Das Maximum von u(x, t) liegt stets auf dem parabolischen Rand,
d.h.

max u(x,t) = max u(x,t)
(X,t)EUT (x,t)elrr

2. Ist U zusammenhangend und existiert ein Punkt (xg, tg) € Ur mit

u(xp, tp) = max  u(x,t)
(x,t)EUT

so folgt, dass u auf Uto konstant ist.
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Eindeutigkeit

Satz
Das Anfangsrandwertproblem

ur—Au=fF inUr
u=g aufly

auf dem beschrankten Gebiet U mit stetigen Funktionen f und g besitzt
maximal eine Lésung u € C2(Ut) N C(UT).

Beweis

Sind u und Ui zwei Lésungen, so I6sen die beiden Funktionen

wy/p = F(u — @) die homogene Warmeleitungsgleichung mit homogenen
Randbedingungen. Nach dem Maximumprinzip gilt dann, dass wy >
identisch verschwinden, d.h. wir haben u = 0.
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| osbarkeit des Ganzraumproblems

Satz
Das Anfangsrandwertproblem

up—Au=1Ff inR"x(0,T)
u=g aufR" x {t =0}

auf dem Ganzraum R" mit stetigen Funktionen f und g besitzt unter der
zusatzlichen Wachstumsbedingung

u(x, t)] < Ae? (A,a>0)

maximal eine Lésung u € C2(R" x (0, T)) NC(R" x [0, T]).
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Unendlich viele Losungen

Beispiel
In der Tat kann man zeigen, dass fiir das Cauchy—Problem

up =Au inR"x(0,7)
u=0 auf R"” x {t =0}

unendlich viele Losungen existieren. Nur die Nulllosung erfiillt die
angegebene Wachstumsbedingung; alle anderen Losungen wachsen rapide
an.

Reiner Lauterbach (Universitit Hamburg) Differentialgleichungen Il SS 2006 119 / 183



Die Wellengleichung

Wellengleichung

In diesem Kapitel untersuchen wir die Wellengleichung
ugp — Au=20

sowie die inhomogene Wellengleichung der Form
usgp — NAu= 1

in Verbindung mit geeigneten Anfangs— und Randbedingungen. Hier
bezeichnet t > 0 die Zeitvariable und x € Q, Q2 C R" offen, die
Ortsvariable.

Wir suchen also eine Funktion u: Q x [0,00) — R, u = u(x, t), wobei der
Laplace—Operator auf die Ortsvariable x = (x, ..., x,) wirkt. Fiir die

inhomogene Gleichung bezeichnet die rechte Seite eine gegebene Funktion
f:Qx][0,00) — R.
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Direkte Losungsmethoden

Wir untersuchen zunichst eine direkte Methode zur Losung des
eindimensionalen Anfangswertproblems

Ut — Uxxy =0 in R x [0, 00)
u=g,us=h auf R x {t =0}

wobei g, h vorgegebene Anfangsbedingungen sind.
Beobachtung:

Die Differentialgleichung 3Bt auf folgende Weise faktorisieren: es gilt

O ON(L 9N e — =0
at “ox) \at ox /)" T T BT

Setzen wir nun

v(x,t) = (% — 8%) u(x, t),
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Transportgleichung

so erhalten wir eine Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten:
ve(x, t) + vi(x,t) =0,
Die Losung dieser Gleichung lautet
v(x,t) = a(x — t)
und erfiillt die Anfangsbedingung
v(x,0) = a(x).

Wegen
0 0

v(x, t) = (a — 5) u(x, t)

ist u(x, t) demnach die Lésung der inhomogenen Transportgleichung

ur — uy = a(x — t).
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Losung der Gleichung

Nach den Methoden aus Kapitel 2 erhalten wir
t
u(x.t) = /a(x+ (t— s)— s)ds + u(x + t,0)
0

X+t
1
— E/a(y)dy—l—u(x—i—t,O)

X—t

X+t
= % / a(y)dy + g(x+1t)

x—t
Diese Lésung soll nun noch die Anfangsbedingung
Ut(X7O) - h(X)

erfiillen.
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Die Vvellengleichung Die Formel von d Alembert

Losung des Anfangswertproblems

Man berechnet

(a(x +t)+alx —t)) +g'(x+1)

N| —

us(x, t) =

und damit

Also folgt

X+t
1
ulx,t) = 3 / (h(y) — &'(y)) dy + g(x + t)
xX—t
X+t
1 1 1
= 5 | hy)dy — sex+t)+5e(x—t) +g(x+1)
xX—t
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Formel von d'Alembert
Wir erhalten aus der Beziehung

x+t

u(x,t) = % / h(y)dy — %g(x +t)+ %g(x —t)+ g(x+t)
demnach
1 1 X+t
(i t) = 5 (x4 1)+ g~ )+ 5 [ hy)dy,

Diese Darstellung nennt man die Formel von d’Alembert.
Bemerkung

Damit diese Lésung u(x, t) tatsachlich eine differenzierbare Lésung der

Wellengleichung ist, miissen wir beziiglich der Anfangsbedingungen
fordern:

g e C’(R) und he CYR).
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