Definition
1. Das Randwertproblem

—Au=f inU
u=g aufoU

nennt man das Dirichlet—Problem der Poissongleichung
(bzw. der Laplacegleichung, falls f = 0).
2. Das Randwertproblem

—Au=f inU
%:g auf OU

nennt man das Neumann—Problem der Poissongleichung
(bzw. der Laplacegleichung, falls f = 0).
Hierbei bezeichnet n die duBere Normale an OU.
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Die Laplacegleichung Die Greensche Funktion

Losung von Randwertaufgaben

Proposition
Sei u € C?(U), U C R" offen. Dann gilt fiir alle Punkte x € U die
Beziehung

) = [ (S -500)~u() 50 (y=20)dS(y) ~ [ (y—x)Au(y)dy.

ou U

Die Funktion ® bezeichnet dabei wieder die Fundamentallosung der
Laplacegleichung.

Beweis

Greensche Formeln aus der Analysis Ill. Anwendung auf
Randwertprobleme der Laplace— und Poissongleichung:

Wir kénnen im Prinzip die Losung an jedem Punkt berechnen, aber
bendtigen dazu Randdaten sowohl fiir u als auch die Ableitung

du/on. [
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Definition
Sei U C R" offen und ®*(y) die Lésung des Dirichlet—Problems

AP = 0 in U
¢ = &(y—x) auf U

Dann ist die Greensche Funktion auf U gegeben durch

G(xy) =@y —x) = ®y) (xycU x#y).
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Die Laplacegleichung Die Greensche Funktion

Losung der Poissongleichung

Satz
Sei u € C?(U) eine Lésung des Dirichlet—Problems der Poissongleichung.
Dann 1aBt sich u in der Form

o) = [ )5 (xy)d5) + [ F1)Gxy)dy (xe V)

ou U

darstellen.
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Beweis
Nach obiger Proposition hatten wir die Lésungsdarstellung

) = [ (S -5 0)— s 5 (v =) dS(y) — [ O(y—x)Au(y)dy.

ou U
Das Problem dabei war, dass uns beim Dirichlet—Problem die Randdaten

von Qu/on nicht bekannt sind.
Nach den Greenschen Formeln gilt aber

- [ wsutydy = [ uly) D) - ) S 1))

U ou
und daher
N « 0P~
® (y) ( )dS(y) = [ ®*(y)Auly)dy + [ u(y)— ~(y)dS(y).
ou U ou
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Die Laplaceglelchung Die Greensche Funktion
Losungsdarstellung — Beweis ||
Beweis
Aus der Randbedingung ®*(y) = ®(y — x) folgt
ou } O
Py = x)(y) 5 ()d5(y) = [ ®*(y)Auly)dy + [ uly)—-(y)dS(y).

ou U ou
Wir erhalten damit:

i) = [ {8y =052 — uln) 5y —x))d5) — [ Sly = )8u(y)
U

- y 0P (y) 9P(y —x)
= /U(y)( n T on )JdS(y)

ou ~

+/ (P (y) — —x)) Au(y)dy.
U —G(xy)
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1. Die Greensche Funktion G(x,y) ist bis auf den Punkt y = x
harmonisch in y,
2. G(x,y) erfiillt homogene Randbedingungen, d.h.

G(x,y)=0 VyedU, xe U,

3. die Greensche Funktion ist eindeutig bestimmt,
4. die Greensche Funktion ist symmetrisch, d.h.

G(x,y) = G(y,x)

Beispiel
1. Die Greensche Funktion fiir den Halbraum
RY = {x=(x1,...,x1)" : xs > 0},

2. die Greensche Funktion fiir die Einheitskugel B(0, 1).
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Die Laplacegleichung Die Greensche Funktion

Greensche Funktion im Halbraum

Allgemein ist die Greensche Funktion gegeben durch
G(x,y) = (y — x) — *(y).

Dabei ist ®(x,y) die Fundamentallésung und ®*(y) die Lésung von

AP* = 0 in R
= &(y—x) auf {x=(x1,...,xy)" : x, =0}
Fiir einen Punkt x = (x1,...,Xp) € R/ definieren wir die Reflektion an der

Ebene OR! mittels

X= (X1, s Xn-1, —Xn)-

Betrachtet man nun die Funktion

P (y) =P(y —%X) =P(y1 — X1, .-, ¥n—1 — Xn—1,¥n + Xn) (x,y € RL).
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Dann ist ®*(y) harmonisch auf dem ganzem Halbraum R/ und auf dem
Rand gilt:

(Dx(y) — CD(y - i) — (D(Y1 — X1y---yYn—-1 — Xn—laxn)
= O(y1 — X1, Yn-1— Xn-1, —Xn) = P(y — x),

da die Fundamentalldsung nur von |y — x| abhangt.
Also [6st die Funktion ®*(y) = ®(y — X) das Randwertproblem

{Ad)x = 0 in RY
& = d(y—x) auf{y=(y1,...,¥n)" : ya =0}

und die Greensche Funktion fiir den Halbraum Ri lautet

Glx,y) = d(y—x)—d(y—%)  (x,y R, x#£y).
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Die Laplacegleichung Die Greensche Funktion

Greensche Funktion

Man berechnet nun

Sey) = gy =R - gy R

und damit gilt fiir y € OR’

0G 0G —2X, 1
%(X,y) - _a—(x7Y) -

Yn na(n) [x —y["
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Definition
Die Funktion

2Xp 1
na(n) |x —y|"

K(X,_)/): (xERl,yE@Ri)

nennt man auch den Poissonkern von Ri.
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Die Laplacegleichung Die Greensche Funktion

Dirichletproblem

Satz (Dirichlet—Problem fiir die Laplacegleichung)
Die Lésung des Randwertproblems
Au = 0 in R}
u = g auf {x=(x1,...,xn)" : x, =0}
ist gegeben durch die Poissonsche Integralformel
2Xn

na(n) J [x—yl|"
OR"

Insbesondere ist die Lésung u(x) wegen

/ K(x,y)dy =1

OR"

beschrankt, falls g beschrankt ist. Man kann weiter zeigen, dass die

Losung sogar unendlich oft differenzierbar ist.
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Ty § W Wl § N e §F % § ATVl Wil wEesd i a § l—uululvu\—vu\uovl .—r\V, .n./

Fir x € R"\ {0}, bezeichnet der Punkt

. X
X=—=
|2

den dualen Punkt von x beziiglich 9B(0, 1).
Damit ist die Losung des Korrekturproblems

AP = 0 in B%(0,1) = {x e R"| |x| <1}
¢ = &(y—x) auf 9B(0,1)

gegeben durch
®*(y) = ®(Ix|(y — %))

und wir erhalten folgende Greensche Funktion fiir die Einheitskugel:

G(x,y) = ®(y —x) — (|x|(y = %)) (x,y € B(0,1),x #y).
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Die Laplacegleichung Die Greensche Funktion

Dirichletproblem auf der Kugel

Satz (Dirichlet—Problem fiir die Laplacegleichung)

Die Losung des Randwertproblems

Au = 0 in {x=(x1,....,xs)" : x| <1}
u = g auf {x=(x,....,x))" : |x| =1}

ist gegeben durch die Poissonsche Integralformel

L1 KE [ sl
" ety [ oy

Der Poissonkern fiir die Einheitskugel lautet demnach

1—|x]? 1
na(n) |x —y|"

K(x,y) = (x| <1,ly] =1).
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Bemerkung

Mit Hilfe der Transformation i(x) = u(rx) kann man leicht eine
Darstellung fiir die Kugel {x € R" : |x| < r} ableiten.
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Die Vvarmeleritungsgleichung

Explizite Losungen der Warmeleitungsgleichung

Wir suchen explizite Losungen der Warmeleitungsgleichung
U — AXU.

Hier ist t > 0 die Zeitvariable und x € U, U C R" offen, die
Ortsvariable.
Anfangswertproblem: (Cauchy—Problem)

Sei U =R"

ug = Au in R"x (0, T]
u = g auf R"x {t=0}

Anfangs—Randwertproblem:
Sei U C R"” beschrankt:

uy = Au in Ur=Ux (0, T]
u = g auf T+ =U7r\Ut
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Gegeben sei das eindimensionale Anfangs—Randwertproblem

u(x,0) = uo(x) : 0<x<mn
u(0,t) = a(t), u(m,t)=>b(t) : 0<t<T
Wir suchen eine Losung mittels des Produktansatzes:
u(x, t) = p(x) - q(t).
Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung ergibt
p(x)4(t) = a(t)p"(x)
und damit die Beziehung

q(t) _ p'(x)
q(t)  p(x)

(p(x) # 0, q(t) # 0).
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Die Vvarmeleitungsgleichung Losungen mittels FProduktansatzen

Produktansatz |l

In der Gleichung

(p(x) # 0, q(t) # 0)

steht

1. auf der linken Seite ein Term, der nur von t abhangt,
2. auf der rechten Seite ein Term, der nur von x abhangt.

Daraus folgt

o _ P
)~ p) Ot

Wir erhalten also die beiden gewdhnlichen Differentialgleichungen

g(t)+0q(t)=0 und p"(x) + d p(x) = 0.
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Die allgemeine Losung der Gleichung g(t) + 0 g(t) = 0 ist gegeben durch

g(t) = co e Ot

Die Lésung der Gleichung p”(x) + ¢ p(x) = 0 hangt entscheidend von der
Konstanten ¢ ab:

1. Fiir 6 = 0 lautet die allgemeine Losung
p(x) = c1x +
2. Fiir 6 < 0 lautet die allgemeine Losung
p(x) = cle_\/mx + cpeV Il
3. Fiir 6 > 0 lautet die allgemeine Losung

p(x) = c1 sin(Véx) + ¢ cos(Vdx)
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Die Vvarmeleritungsgleichung Losungen mittels Produktansatzen

Produktansatz IV

Ohne Beriicksichtigung der vorgegebenen Anfangs— und Randbedingungen
erhalten wir liber den Produktansatz folgende Lésungsklassen:

—5t.(

u(x,t) = cpe c1x + )

u(x,t) = cpe %t (cre” VIO 4 eVIox)

u(x,t) = coe %t (cysin(Vox) + ¢ cos(Vox)).
Die vorgegebenen Anfangs— und Randbedingungen lauten

u(x,0) = up(x), u(0,t) = a(t), u(m, t) = b(t).

Fazit:

Die Parametermenge {cp, c1, c2,d} kann i.A. nicht gegebene Funktionen
up(x), a(t) und b(t) beschreiben.

Der Produktansatz liefert nur bei speziellen Anfangs— und

Randbedingungen eine explizite Losung.
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Beispiel
Gegeben sei das eindimensionale Anfangs—Randwertproblem

Ur =  Uxy  0<x<m,0<t< T
u(x,0) = sinx  0<x<m

u(0,t) = 0, u(m,t)=0 : 0<t<T

Aufgrund der vorgegebenen Randbedingungen fallen grundsatzlich die
ersten beiden Losungsklassen aus. Es bleibt also

u(x,t) = co et - (e sin(Vx) + ¢ cos(Vdx)).
Wegen der Vorgabe u(x,0) = sin x erhalten wir die Losung

u(x,t) = e fsinx.
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Superpositionsprinzip
Jede Losung der Form
u(x,t) = bre Ktsin(kx) (k€ Z)

erfiillt die homogenen Randbedingungen (0, t) = u(, t) = 0.
Eine Uberlagerung

u(x,t) = Z bke_k2tsin(kx)
k=1
ergibt die Anfangsbedingung
u(x,0) = Z by sin(kx).
k=1

Fiir eine gegebene Anfangsbedingung ug(x) ist die rechte Seite eine
Entwicklung in eine Fourier—Reihe, d.h.

up(x) = Z by sin(kx).
k=1
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Definition
Die Funktion

1 —ﬁ n
O(x,t) = 4 Gy ¢ (XERNLE>0)
0 (x e R" t <0)

heiBt Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.

Insbesondere ist die Fundamentallosung normiert, d.h. fiir alle t > 0 gilt:

/CD(X, t)dx =1

Rn

Bemerkung
Die Fundamentallésung besitzt fiir t = 0 und x = 0 eine Singularitat.
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Die Vvarmeleritungsgleichung Die Fundamentallosung

Cauchy — Problem

Mit Hilfe von ®(x, t) lasst sich fiir das Cauchy—Problem

up —Au =0 inR" x(0,00)
u=g auf R" x {0}

eine Losungsdarstellung wieder in der Form eines Faltungsintegral angeben:

u(x.t) = / O(x — y, t)g(y)dy

Rn

B 1 eyl J
= o2 ) € g(y)dy
Rn

Herleitung der Fundamentalldsung (nur fiir x € R):
st u(x, t) eine Lésung von uy = Auw, so ist u(Ax, A\%t) fiir alle A € R
ebenfalls eine Losung der Warmeleitungsgleichung.
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Ansatz:
Wir suchen daher eine spezielle Losung in der Form

u(x,t) = ;Tv <ﬁ) :

Man berechnet nun

us(x,t) = —%t_3/2 v — )2—< 32 2y
ug(x,t) = Y2720
U (x, 1) = 732"

Daraus folgt

1 X
—-3/2 —2 / —-3/2 "
ut—uXX:——-t3/-v——-t V32—,
2 2
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Die Vvarmeleritungsgleichung Die Fundamentallosung

Spezielle Losung |

Wir erhalten also mit r = x/+/t die Gleichung zweiter Ordnung
1 r

§v+§v'+v'/:O.

Umschreiben ergibt

1 1
V)Y +=z(v)=0 = v’+§rv:c€R

2
Nehmen wir nun folgende Grenzbeziehungen an
lim v(r) = lim v/(r)=0
r—o0 r—o0

so folgt ¢ = 0 und die Gleichung lautet
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1
v = v = v(r) = be /4.
Eine explizite Losung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung ist
damit
1 >
d(x, t) = e 4.

Vart
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