Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Korrekt gestellte Frobleme

Existenz und stetige Abhangigkeit

Beispiel (Fortsetzung)
Die eindeutig bestimmte Losung ist (Formel von d’Alembert):

X—+ct

u(x,t) = %(uo(x — ct) + up(x + ct)) + 2—1C / vo(€) d€.

X—ct

Stetige Abhangigkeit von den Anfangsdaten:
Sei ii(x, t) die Losung zu den Anfangsdaten (g, V). Dann gilt:

i(x, t) — u(x,t) = %(ao(x ~ct) — ug(x — ct)> + %(ao(x +ct) — uo(x 4
xX—+ct
N CGEG)ES
X—ct
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Korrekt gestellte Frobleme

Anfangswertaufgabe fiir die Laplacegleichung

Beispiel (Hadamard)

Das Anfangswertproblem fiir die zweidimensionale Laplacegleichung

U + Uy, =0  in R x [0, 00)
u=up,u, =vg aufRx{y =0}

ist ein nicht korrekt gestelltes elliptisches Problem. Setzen wir
up(x) = vp(x) = 0, so ist die eindeutig bestimmte Losung gegeben durch

u(x,y) =0.

Lauten die Anfangsdaten dagegen

ug(x) =0, vJ(x)= —sin(nx), neN
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Korrekt gestellte Frobleme
Keine stetige Abhangigkeit

Beispiel (Fortsetzung)

so ist die eindeutig bestimme Lésung zu den Anfangsdaten (ug, v§)

1
u"(x,y) = — sin(nx) sinh(ny).
n
Nun gilt
lim uy = ug lim vy = w.
n—aoo n—aoo

Vergleicht man aber beide Losungen, so ergibt sich wegen

lim ks sinh(ny) = oo (y >0)

n—oo n2
das Grenzverhalten

lim u"(x,y) # u(x,y)

n—oo
d.h. die Losung hangt nicht stetig von den Anfangsdaten ab.
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Korrekt gestellte Frobleme

Randwertaufgabe fiir die Laplacegleichung

Beispiel
Das Randwertproblem fiir die zweidimensionale Laplacegleichung

U + Uy =0 in {(x,y) €ER? : x> +y? < 1}
u=g auf {(x,y) €R? : x2 +y? =1}

ist ein korrekt gestelltes elliptisches Problem.
Die eindeutig bestimmte Losung ist durch die

Poissonsche Integralformel

gegeben:

1—x*—y? g(2)
—= d
X2+y2:1
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Die Laplacegleichung

Laplacegleichung

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit der Laplacegleichung

Au =0, u=u(x), x e D CR" offen

und der zugehodrigen Poissongleichung

—Au="f

mit vorgegebener rechten Seite f = f(x).
Definition

Eine C2—Funktion u = u(x), die die Laplacegleichung erfiillt, d.h. fiir die
gilt

Au =0,

nennt man eine harmonische Funktion.
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Die Laplacegleichung Die Fundamentallosung

Fundamentallosung

Wir versuchen zunichst, eine explizite Losung der Laplacegleichung zu

berechnen, mit Hilfe der wir weitere Lésungsdarstellungen ableiten kénnen.
Beobachtung:

Der Laplaceoperator A ist invariant gegeniiber Rotationen in R”
Losungsansatz:

u(x) = v(r), r=x| =0+ xR

n

Man rechnet leicht nach:

8[’_1 2_1/2 o i
8XI_—§(X1+"'+Xn) 2X:—7 (x #0)

und damit gilt fir i =1,...,n:

2 2
Uy, = v'(r)ﬁ, Usx; = v''(r) X—’2 + v/(r) (— — X—’) :
r
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Die Laplacegleichung Die Fundamentallosung

Fundamentallosung Il

Wir erhalten also

—1
Au=V"(r)+ !

v(r)

und mit Au = 0 ergibt sich die gewdhnliche Differentialgleichung
—1
V() +

r
Setzen wir w = v/ #£ 0, so l6st w die lineare Differentialgleichung

v/(r) = 0.

, n—1
w = — w.
r

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist gegeben durch
o

W(I’) - rn—1

mit einer Konstanten o € R. Fiir v(r) gilt demnach
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Die Laplacegleichung

Fundamentallosung Il

Die Fundamentallosung

Die Gleichung fiir v konnen wir integrieren und bekommen damit eine
Losung in der Form

—blogr+c (n
vir)=93 b
pn—2

mit den beiden Konstanten b und c.

+c (n>3)

Definition
Die Funktion
L log x| (n=2)
27 & -
1 .
n >
oz KT (023)

d(x) =

definiert fiir x € R”, x # 0, nennt man die Fundamentallésung der

Laplacegleichung. Die Konstante a(n) bezeichnet dabei das Volumen der
Einheitskugel im R".
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Die Laplacegleichung Die Fundamentallosung

Losung der Poissongleichung

Bemerkung
Die Fundamentallésung ist fiir alle x # 0 eine harmonische Funktion.

Beispiel
Fiir x € R3 gilt vol (K1(0)) = a(3) = 47/3 und damit ist die
Fundamentallosung gegeben durch

1 1
P(x) = — —.
Am [|x|

Satz (Darstellung der Lésung der Poissongleichung)

Die Lésung der Poissongleichung
—Au=1f inR"

ist gegeben durch

u(x) = / O(x — y)f(y) dy.

RN
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Die Laplacegleichung  Eigenschaften harmonischer Funktionen

Mittelwerteigenschaft

Eine besondere Eigenschaft harmonischer Funktionen ist, dass der
Funktionswert an einer Stelle x stets gleich dem Mittelwert von u iiber
eine Kugel mit Mittelpunkt x bzw. der zugehdrigen Sphare um x ist.

Satz
Sei U C R" eine offene Menge. Ist u € C?(U) harmonisch, dann gilt

u(x):/ udS:/ udy
0B(x,r) B(x,r)

fiir jede Kugel B(x,r) C U.

Notation:
Bei Mittelungen iiber die Kugel oder die Sphare schreiben wir

/”':vol(Bl(x,r» /
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Die Laplacegleichung Eigenschatten harmonischer Funktionen

Beweis der Mittelwerteigenschaft

Beweis
Wir definieren die Funktion ¢(r) durch

o(r) = /8 o ) ES(y) = / u(x + rz) dS(z).

9B(0,1)
Dann gilt
¢'(r) = / Du(x + rz) - zdS(z)
9B(0,1)

und mit Hilfe der Greenschen Formeln erhalten wir

/ o y Y- X
§(r) = /a o D) T as(y

r

r
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Die Laplacegleichung Eigenschaften harmonischer Funktionen

Beweis der Mittelwerteigenschaft |l

Beweis
Damit ist ¢ konstant und es gilt

o) = lim o) = fim | o 20 9509) = )

t—0 t—0

Unter Verwendung von Polarkoordinaten erhalten wir schlieBlich

r

/udy:/ /udS ds

B(x,r) 0 0B(x,s)

= u(x)/noz(n)s”_lds:a(n)r”u(x)
0

Damit ergibt sich gerade die Mittelwertformel
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Die Laplaceglelchung tlgenscharten harmonischer Funktionen
Mittelwerteigenschaft und harmonische Funktionen

Es gilt auch folgende Umkehrung

Satz
Fiir die Funktion u € C?(U) gelte

u(x) = / udS
0B(x,r)

fiir jede Kugel B(x,r) C U, dann ist u harmonisch.

Beweis
Ist Au # 0, so existiert eine Kugel B(x,r) C U, sodass Au > 0 innerhalb
von B(x, r) gilt. Wir wissen aber, dass

r
/
0=d() =" [ Auly)dy>0
NJB(xr)
was zu einem Widerspruch fiihrt. Also ist u harmonisch. [
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Die Laplacegleichung Eigenschaften harmonischer Funktionen

Maximumprinzip

Satz
Sei u € C?(U)N C(U) harmonisch in U. Dann gilt:

1. Maximumprinzip

ma X) = ma X
erX U( ) Xeaﬁ U( )

2. Starkes Maximumprinzip
Ist U zusammenhangend und existiert ein Punkt xo € U mit

u(xp) = max u(x)
xeU

so folgt, dass u auf U konstant ist.
Beweis

Verwende auf geeignete Weise die Mittelwerteigenschaft harmonischer
Funktionen.
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Die Laplacegleichung Eigenschatten harmonischer Funktionen

Eindeutige Losung der Randwertaufgabe

Satz
Sei g € C(OU), f € C(U). Dann existiert hochstens eine Losung
uc C3(U)N C(U) des Randwertproblems

—Au = f inU
u = g aufoU

Beweis
Seien uy und uy zwei Lésungen. Dann I6st w = +(u; — up) das
Randwertproblem

—Au = 0 inU
u = 0 aufoU

Aus dem Maximumprinzip folgt dann
W::|:(U1—U2):0
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Die Laplacegleichung Eigenschaften harmonischer Funktionen

Eigenschaften harmonischer Funktionen

1. Erfillt eine stetige Funktion u € C(U) auf einer offenen Menge
U C R” fiir jede Kugel B(x,r) C U die Mittelwerteigenschaft, so
ist u unendlich oft differenzierbar, d.h. u € C*(U).

2. Satz von Liouville
Die Funktion u : R" — R sei harmonisch und beschrinkt. Dann folgt
bereits, dass u auf ganz R"” konstant ist.

3. Beschrankte Losungen der Poissongleichung:
Sei f € C2(R"), n > 3. Dann hat jede beschrinkte Losung der
Poissongleichung —Au=f in R” die Form

u(x) = / O(x — y)f(y)dy + C

Rn

mit einer Konstanten C.
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