Fartielle Differentialgleichungen L. Urdnung Skalare Erhaltungsgleichungen

Verdiinnungswelle

Satz
Fiir uy < u, ist die Verdiinnungswelle gegeben durch
([  x < f'(u))t

u(x,t) =< g(x/t)  f(u)t<x<f(u)t

LU . x> f'(u,)t

eine Integrallosung des Riemannproblems. Insbesondere ist die
Verdiinnungswelle eine stetige Funktion.

Beweis
Stetigkeit der Verdiinnungswelle: Die kritischen Punkte liegen bei

x=Ff(u)t und x=f"(u)t

Hier gilt
f! up)t _
g (PU) = et = () 17 w) = o
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Fartielle Differentialgleichungen 1. Urdnung Skalare Erhaltungsgleichungen

Stetigkeit der Verdiinnungswelle

sowie

g (f’(ur)t

t

):amw»=wr%ﬂw»=w

Weiter ist die Verdiinnungswelle konstant fiir x < f’(u;) t und x > f'(u,) t
und l6st daher die vorgegebene Erhaltungsgleichung.
Fiir '(u))t < x < f'(u,)t berechnet man

X
ug = —pg’(x/t)

g'(x/t)

t

flu)x = flg(x/t))x = f(g(x/t))

= &'(x/1)

Daraus folgt, dass g(x/t) ebenfalls die Gleichung u; + f(u)x = 0 lost.
Mit der Stetigkeit folgt daraus, dass die Verdiinnungswelle tatsachlich eine
Integrallosung ist.
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Partielle Difterentialgleichungen L. Urdnung Skalare kErhaltungsgleichungen

Nichteindeutigkeit der Integrallosung

Problem: Integrallésungen sind nicht eindeutig!
Beispiel
Wir betrachten wieder die Burgers Gleichung mit der Anfangsbedingung
(x) = 0 : x<0
VI=11 : x>0

Dann erhalten wir zum Beispiel die beiden Integrallésungen

0 : x<0
0 @ x<t/2
= - = : < <
u1(x, t) { 1 x> )2 up(x, t) X]/-t 2;);_ t

Die erste Losung reprasentiert eine StoBwelle, die zweite eine
Verdiinnungswelle.

Reiner Lauterbach (Universitit Hamburg) Differentialgleichungen 1l SS 2006 49 / 183

Fartielle Differentialgleichungen 1. Urdnung Skalare Erhaltungsgleichungen

Physikalische Selektion

Welche der beiden ist die physikalisch richtige Losung?

Man bendétigt eine Zusatzbedingung, die die physikalisch richtige
Integrallosung aussucht.

Definition

Eine Integrallosung heiBt Entropielosung, falls die Lésung die folgende
Entropiebedingung (Lax—Oleinik—Bedingung) erfiillt:

4 C >0, sodass fiiralle x e R, t >0, z > 0 gilt

u(t,x +2z) —u(t,x) < %z.

Satz

Erfiillt eine Integrallosung die oben angegebene Entropiebedingung, so ist
diese Losung eindeutig, d.h. Entropielosungen sind eindeutige Losungen.
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung KIlassitikation der Gleichungen Z. Urdnung

Lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

Definition
Eine lineare PDE 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben durch
n n
Z ajjUx;x; + Z biuyx, + fu=g.
ij=1 i=1
Dabei sind die Terme aj;, b;, f und g Funktionen von x = (xg, ... xn) T
Den ersten Term nennt man den Hauptteil der PDE. Weiter gelte oBdA
ajj(x) = aji(x), i, j=1,...,n.

Spezialfall:
Gilt ajj = const., i,j = 1,...,n, so |aBt sich die PDE auch in folgender
Matrixschreibweise darstellen:

(VIAV)u+ (b*VIu+fu=g

mit der symmetrischen Matrix A = (ajj)i j=1,....n-
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Normaltormen linearer Gleichungen 2. Urdnung

Symmetrische Matrizen
Gegeben sei die Differentialgleichung (in Matrixschreibweise)

(VIAV)u+ (b*VIu+fu=g

mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (ajj)i j=1,....n-
Lineare Algebra: Hauptachsentransformation
Jede reelle, symmetrische Matrix A ist diagonalisierbar. Weiter gilt

D =S"!AS

wobei S als eine orthogonale Matrix gewahlt werden kann.

Bemerkung
Eine reelle Matrix S heiBt orthogonal, falls gilt:

S l—-sT,
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Normaltormen linearer Gleichungen 2. OUrdnung

Ansatz zur Herleitung von Normalformen
Verwende die Koordinatentransformation
x = Sy & y=S"x

und setze
i(y) == u(Sy).
Mit u(x) = &(ST x) folgt

Ox; dy; 0x;
oy, :
Wegen —— = s;; gilt
aX,'
n ~
(9u Z (9u
— = Sij A —-
Ox;  “— 70y
j=1
Reiner Lauterbach (Universitit Hamburg) Differentialgleichungen 1l SS 2006
Fartielle Ditterentialgleichungen 2. Urdnung  INormalformen linearer Gleichungen 2. Urdnung

Koordinatentransformation
Die letzte Beziehung bedeutet aber gerade:

Vi u(x) =S V,u(S"x)
oder in formaler Schreibweise
Vx=8V,.
Transponieren wir diese Beziehung, so folgt
vVi=(6v,) =v /ST

Ergebnis:
Lost u die Gleichung

(VIAV)u+ (b*VIu+ fu=g
so erhalten wir fir o die PDE

(VISTAS V)i + (b'S V)i + fii = &.
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Normaltormen linearer Gleichungen 2. OUrdnung

Diagonalform

Definition
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung

(VIAV)u+ (b*VIu+fu=g

mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (ajj)i j=1,....n-

Dann ist die zugehorige Diagonalform der PDE gegeben durch
(VIDV)ia+ ((STh) V)i + fi=g
mit der Diagonalmatrix
D=STAS, S’sS=1.
Dabei ist b(y) := b(Sy) und

Fly):=f(Sy)  &(y):=g(Sy).
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Normaltormen linearer Gleichungen 2. Urdnung

Diagonalform im Beispiel

Beispiel
Wir betrachten den Fall von zwei unabhangigen Variablen:
82U+ 0%u N 0%u ‘s 82u+
all—- +a s
Hox2 " P\ Oxdxy | Ox0xa) | TP 0x2

ou ou

bl(X17X2)a—1 + 132(><1,X2)8X2

Mit p := S”b lautet die Diagonalform
0% 0210 ou o -

~

A A — +fl=g
18y2+ 282+P18y +p2(9y2 u

+f(X17X2)U — g(X17X2)-
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Beachte: Die Transformation auf Diagonalform ist keineswegs eindeutig,

allerdings sind die beiden Koeffizienten des Hauptterms gerade die
Eigenwerte der Ausgangsmatrix A.
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Normaltormen linearer Gleichungen 2. OUrdnung

Klassifikation der PDE 2. Ordnung

Definition
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung

(VIAV)u+ (b'Vu+fu=g

mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (a;j)i j=1,....n-

1) Sind samtliche Eigenwerte von A von Null verschieden und besitzen
sie einheitliche Vorzeichen, so nennt man die Gleichung elliptisch.

2) Sind samtliche Eigenwerte von A von Null verschieden, wobei ein
Eigenwert ein anderes Vorzeichen als die iibrigen n — 1 Eigenwerte
besitzt, so nennt man die Gleichung hyperbolisch.

3) Ist mindestens ein Eigenwert von A gleich Null, so nennt man die
Gleichung parabolisch.
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Normaltormen linearer Gleichungen 2. Urdnung

Klassifikation in zwei Variablen
Beispiel

Wir betrachten wiederum den Fall von zwei unabhangigen Variablen:

0%u 0% u 0%u 0%u
ail + a12 + azo

6—X12 O0x20x1 - 0x10X 0—X22 i
ou ou
bl(Xl,Xz)a—X1 + b2(X1’X2)8—><2 + f(x1,x)u = g(x1,x).

Dann ist die Diagonalform gegeben durch:
0%t 0%t o Ot

M +Xrms+Pi— t P +fI=8
oy " oy Mon T oy g
Die partielle Differentialgleichung heiBt

1) elliptisch, falls \; - Ap > 0 ist.
2) hyperbolisch, falls \; - A\p < 0 ist.
3) parabolisch, falls A\; - Ao = 0 ist.
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Fartielle Difrerentialgleichungen 2. Urdnung Normaltormen linearer Gleichungen 2. OUrdnung

Nichtkonstante Koeffizienten

Bemerkung

Die Typeneinteilung 148t sich auf Falle mit nichtkonstanter
Koeffizientenmatrix A erweitern: die Gleichung

YlUxx — Uxy — Uyx + Xy, =0
hat die Koeffizientenmatrix
[y -1
A ( o ) |
Die Diskriminante D lautet daher
D=1-—xy.

Die Gleichung ist also parabolisch auf der Hyperbel xy = 1, elliptisch in
den beiden konvexen Bereichen xy > 1 und hyperbolisch im
zusammenhangenden Bereich xy < 1.
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Normaltormen linearer Gleichungen 2. Urdnung

Typeneinteilung — Warum?

Beispiel
Die Tricomi—Gleichung

k()/)uxx — Uy, = g(Xa)/)

ist elliptisch fiir k(y) < 0, hyperbolisch fiir k(y) > 0 und parabolisch
fir k(y) = 0.

Zentrale Frage:
Wieso macht man eine solche Typeneinteilung?
Zentrale Antwort:

Jede Typenklasse hat charakteristisches Losungsverhalten!
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Normaltormen linearer Gleichungen 2. OUrdnung

Normalformen partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung

Definition

1) Die Normalform einer elliptischen Differentialgleichung in n
Variablen x = (xg,...,x,)" ist

n
Au—i—Zb;uX,.—i—fu:g
i=1

2) Die Normalform einer hyperbolischen Differentialgleichung in (n+ 1)
Variablen (x,t) = (x1,...,xn, t)7 ist

n
utt—Au—l—Zb;uX,—l—fu:g
i=1

Hierbei bezeichnet A den Laplace—Operator beziiglich x.
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Normaltormen linearer Gleichungen 2. Urdnung

Normalformen partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung
|

Definition (Fortsetzung)

3) Die Normalform einer parabolischen Differentialgleichung in (n + 1)
Variablen (x, t) = (x1,...,Xn, t) 7 ist

n—1
Au + byuy +Zb,-ux, +fu=g
i=1

wobei A wiederum den Laplace—Operator beziiglich x bezeichnet.
Klassische Beispiele:
1) Elliptische Laplacegleichung
Au =0,
2) Hyperbolische Wellengleichung
ugr — Au =0,
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Fartielle Difrerentialgleichungen 2. Urdnung Korrekt gestellte Frobleme

Korrekt gestellte Probleme

Definition

Ein korrekt gestelltes Problem besteht aus einer in einem Gebiet
definierten partiellen Differentialgleichung zusammen mit einer gewissen
Menge von Anfangs— und/oder Randbedingungen, so dass die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind:

1) Existenz:
Es existiert wenigstens eine Losung, die alle Bedingungen erfiillt.

2) Eindeutigkeit:
Die Losung ist eindeutig.

3) Stabilitat:
Die Losung hangt stetig von den Anfangs— bzw. Randbedingungen
ab, d.h. geringfiigige Anderungen in den Daten ergeben geringfiigige
Anderungen in der Losung.
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Fartielle Differentialgleichungen 2. Urdnung Korrekt gestellte Frobleme

Eindimensionale Wellengleichung

Beispiel
Das Anfangswertproblem fiir die eindimensionale Wellengleichung

Utt—UXXZO in R x [0,00)
u=up,ur =vy auf R x {t=0}

ist ein korrekt gestelltes hyperbolisches Problem.

Physikalische Motivation:

Die Wellengleichung beschreibt das dynamische Verhalten einer
eingespannten Saite, die zur Zeit t =0

1) um die Funktion up(x) ausgelenkt ist und
2) sich mit der Geschwindigkeit vp(x) bewegt.
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