Fartielle Differentialgleichungen L. Urdnung Antangswertprobleme bel Gleichungen 1. Urdnung

Singularitaten der Losung

Zur Zeit t = 1 laufen unendlich viele Kurven durch den Punkt x = 1, d.h.
im Punkt (x,t) = (1,1) ist die Losung nicht mehr eindeutig. In der Tat

existiert die (klassische) Losung der Burgers Gleichung mit der

angegebenen Anfangsbedingung nur lokal in der Zeit fiir 0 < t < 1. Fiir

t € [0,1) ist die Losung gegeben durch

1 o x <t
u(x,t) =< (1—-x)/(1—t) : 0<t<x<l1
0 o x>1

Das zugehdrige Bild der Losung fiir verschiedene t € [0,1):
u(t,x)

wachsendest -> 1

\
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Das Cauchy Problem

Das Cauchy—Problem

ur + f(u)x =0 inR x(0,00)
u = up auf R x {t = 0}

hat im Allgemeinen keine globale Losung.
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Burgers Gleichung aus dem letzten Abschnitt mit der Anfangsbedingung

1 ; x <0
upx) =< 1—-x : 0<x<1
0 ; x>1

besitzt nur auf dem Zeitintervall [0, t) die Losung

1 Cox <t
u(x,t) = (l—x)/(l—t) C 0<t<x«l1l
0 x> 1
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Funktionen mit kompaktem Trager

Definition
(a) Der Trager einer Funktion f : R” — R ist die Menge

{XER”

f(x) o}.

(b) Ist der Trager einer Funktion kompakt, so sprechen wir von einer
Funktion mit kompakten Trager.

Bemerkung

Es gibt (viele) differenzierbare, ja sogar unendlich oft differenzierbare

Funktionen mit kompakten Trager. Diese spielen in der modernen Theorie
und Numerik partieller Differentialgleichungen eine entscheidende Rolle.
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Was passiert flir t > 17

Sei v : R x [0,00) — R eine differenzierbare Funktion mit kompaktem
Trager. Multiplizieren wir uy + f(u)x = 0 mit v und integrieren iiber
R X [0, 00), so erhalten wir

0 = // (ur + f(u)x) vdxdt
0 —o0

(©.9)

- //thdth—/Uo( //f VXdth.
0 —oo 0 —oo

— 0

Mit der Anfangsbedingung u(x,0) = ug(x) ergibt sich

oo o0 oo
/ / uvy + f(u)vy) dxdt + / o(x)v(x,0)dx = 0.
0 —oo —00
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Testfunktionen und schwache Losungen

Definition
Eine differenzierbare Funktion v : R x [0,00) — R mit kompaktem Trager
nennt man auch eine Testfunktion.

Definition
Eine Funktion u € L*°(R x [0, 00)) nennt man eine Integrallésung oder
schwache Lo6sung, falls die Beziehung

/ / uvy + f(u)vy) dxdt + / up(x)v(x,0)dx =0
0 —o0 —00

fur alle Testfunktionen v erflllt ist.

Bemerkung

Eine Integrallésung muB keine differenzierbare Funktion sein, sondern
kann sogar Sprungstellen besitzen.
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Das Riemann Problem

Definition
Das Anfangswertproblem

ur + f(u)x =0 in R x(0,00)
u = ug auf R x {t = 0}

mit der unstetigen Anfangsbedingung

uy - x<0
to(x) = u : x>0

nennt man ein Riemannproblem fiir skalare Erhaltungsgleichungen.
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Riemann Problem fiir die Burgers Gleichung

Beispiel
Ein Riemannproblem fiir die Burgers Gleichung lautet

us + uuxy =0 in R x (0, 00)
u = ug auf R x {t =0}

mit der unstetigen Anfangsbedingung

vo(x) = u : x<0
=Y u : x>0
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Integrallosungen fiir die Burgers Gleichung

Was sind in diesem Fall die Integrallosungen?

1) StoBwellenlosung bei der Burgers Gleichung:
Fir u; # u, lautet die Integrallosung

: <
u(X,t):{ul XS

u : x>s

t)
t)
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Dabei bezeichnet die Funktion s(t) die Lage der StoBfront, d.h. der

Unstetigkeitsstelle oder Sprungstelle,
Die StoBfront bewegt sich mit der Geschwindigkeit $(t) wobei

_ [l () — (ur)

C[u] u—

5(t)

und s(0) = 0O ist.

Diese Beziehung nennt man die Rankine—Hugoniot Bedingung.
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Integrallosungen fiir die Burgers Gleichung |

2) Verdiinnungswelle bei der Burgers Gleichung
Fir u; > u, lautet eine Integrallosung

'u/ : x<ut
X
u(x,t) =< - wt<x<ut
| ur X>ut

Man beachte, dass die Losung u(x, t) eine stetige Funktion ist.
Die Losung ist an den beiden Punkten x = u;t und x = u, t aber
nicht differenzierbar und daher nur eine Integrallosung.

Bemerkung

Fiir uy > u, stellt sich die Frage welche der Lésungen (StoBwelle oder
Verdiinnungswelle) physikalisch von Bedeutung ist. Es wird sich zeigen,
dass nur die Verdiinnungswelle relevant ist.

Reiner Lauterbach (Universitit Hamburg) Differentialgleichungen 1l SS 2006 39 /183

Fartielle Differentialgleichungen 1. Urdnung Skalare Erhaltungsgleichungen

StoBwellen

Definition (StoBwellenldsung)

Eine StoBwellenlésung u ist eine Integrallosung der Erhaltungsgleichung
us + f(u)x =0,

wenn eine sogenannte StoBfront x = s(t), s € C! existiert, sodass u
jeweils fiir x < s(t) und x > s(t) eine klassische Losung der PDE ist und u
bei x = s(t) eine Sprungstelle mit Sprunghdhe

[u](t) = u(t, s(t)") — u(t,s(t)7)

besitzt. Die GroBe 5(t) nennt man die StoBgeschwindigkeit.
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Rankine-Hugoniot-Bedingung

Satz

Ist x = s(t) die StoBfront einer StoBwellenlésung von u; + f(u)x = 0, so
gilt fiir die StoBgeschwindigkeit s die Rankine—Hugoniot Bedingung

o I fluls(t)”, 8) = fu(s(t), )
[u] u(s(t)=,t) —u(s(t)*,t)

Beweis
Eine Integrallosung erfiillt die Beziehung

¢ [ e ) = rlute 1) a0
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Herleitung der Rankine—-Hugoniot Bedingung

Beweis (Fortsetzung)
Wiéhlen wir x; < s(t) < xa so folgt:

(1) .
% / U(gp t)dé= + / U(g, t)dé= = f(U(Xl, t)) _ f(U(XQ, t))
X1 s(t)

Da u(x, t) fiir x < s(t) und x > s(t) nach Definition eine differenzierbare
Losung ist, konnen wir unter den beiden Integralen ableiten:

s(t) X2

[ Sagrsusto 0+ [ Slac—suso) 0+ k- =0
ot ot

x (1)
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Herleitung der Rankine—Hugoniot Bedingung

Beweis (Fortsetzung)

s(t)
/@dgjtsu t)+/ —dé —su(s(t)T,t)+Hh - =0
X1 s(t)
mit
fl_f( (X17 )) f2_f( (X27 ))

Im Grenzfall x; — s(t)~ und xo — s(t)* verschwinden die Integrale und

wir erhalten

su(s(t)™,t) = su(s(t)", 1) = f(u(s(t)7)) — F(ul(s(t)")).

Dies ist aber gerade die Rankine—Hugoniot Bedingung in der Form
Gl
[u] 0
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S =
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StoBwellen fiir die Burgers Gleichung

Beispiel
Wir betrachten die Burgers Gleichung mit der unstetigen

Anfangsbedingung
u  x<0

UO(X):{ u : x>0

und u; > u,. Die Rankine-Hugoniot Bedingung lautet

w2 (w—u)te) 1
T ow—u 2uw—uw) _2(/+r)-

Damit lautet die StoBwellenlosung dieses Problems
u o x < 3(w+u)t

u(x,t) = | 1
ur o x> 5w Fu)t
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Verdiinnungswelle

Wir betrachten das Riemannproblem

ur + f(u)x =0 in R x(0,00)
u = ug auf R x {t = 0}

mit der unstetigen Anfangsbedingung

to(x) = uy - x<0
=Y u, ¢ x>0

wobei nun gilt: u; < u,.

Zusatzlich nehmen wir an, dass f € C2(R) und f” > 0 gilt, d.h. die
Flussfunktion ist strikt konvex.

SchlieBlich setzen wir noch

g = ()L
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Verdiinnungswelle |

Nach Annahme ist die Flussfunktion f strikt konvex, d.h. f’ ist streng
monoton wachsend. Also gilt:

uy<u = f(uy)<f(u).
Es gibt daher genau zwei Typen von Charakteristiken, namlich
x(t) =xo+ f(u)t und x(t)=x0+ f(u,)t.

Diese beiden Kurvenscharen fiillen nicht die ganzen Raum R x R aus! Es
entsteht ein Bereich €2, der nicht durchlaufen wird:

Q:={(x,t) eRxRy : fl(u)t<x<f(u)}

In €2 liefert die Methode der Charakteristiken keine Werte und wir kénnen
im Prinzip die Losung auf €2 mit einer beliebigen Funktion definieren.
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