Fourier IViethoden bel partiellen Ditrerentialgleichungen Fourier—Iviethoden fur die Vvarmeleitungsgleichung

Inhomogene Randwerte

Bis jetzt:
Anfangsrandwertprobleme mit homogenen Randbedingungen, d.h.
Ur — Uy = f(x,t) . 0<x</l,0<t<T
u(x,0) = g(x) . 0<x</{

u(0,t) = w(l,t)=0 : 0<t<T

Was passiert
1. bei (einseitig Neumannschen) Randbedingungen der Form

ou
0,t) =0, —(,t)=0
u(0,8) =0, Z(6,1) =0,
2. bei periodischen Randbedingungen der Form
ou 0

u(0.t) = u(t,t),  5-(0.t) = a—i(e, t)

Wie sehen die entsprechenden Fourier—Methoden aus?
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Fourier IViethoden bel partiellen Ditrerentialgleichungen Fourier—IViethoden tur die VWarmeleitungsgleichung

Inhomogene Randwerte Il

Wir betrachten zunachst das Anfangsrandwertproblem

(U — U = f(x,t) : 0<x<l,0<t<T
< u(x,0) = g(x) : 0<x</
u(0,t) = 0 : 0<t<T
| ux(,t) = 0 05t T
Bemerkung

Beschreibt die Funktion u(x,t) eine orts— und zeitabhingige
Temperaturverteilung, so bedeutet

1. die Bedingung u(0,t) = 0, dass das linke Ende des Intervalls [0, £] mit
einem unendlich groBen Eisbad in Kontakt steht,

2. die Bedingung uy(¢,t) = 0, dass am rechten Ende kein Warmefluss
nach rechts existiert, d.h. das rechte Ende des Intervalls ist perfekt
wdrmeisoliert.
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Fourier IViethoden bel partiellen Ditrerentialgleichungen Fourier—Iviethoden fur die Vvarmeleitungsgleichung

Randbedingungen

Die Fourier—Reihe
goo a sin (n77x>
n /
n=1

kann keine Losung sein, denn unabhangig von den (zeitabhangigen)
Koeffizienten gilt dann stets

u(0,t) = u(¢, t) =0.
Die im Problem vorgegebenen Randbedingungen
u(0,t) =0, ux(f,t) =0

werden zum Beispiel durch die Funktion
X
t J—
u(x, t) = sin <2£>
erfiillt.
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Randbedingungen Il

Diese Funktion beschreibt gerade eine Viertel-Sinuswelle.
Funktionen mit hoheren Frequenzen erhalten wir, wenn wir daran eine
halbe Sinuswelle anhangen, also

X  kmwx
' — 4+ — k € N.
sin (26 + 7 ) , S

Die Funktionen hoherer Frequenzen sind dann von der Form

2n—1
u(x,t):sin<(n2€)7rx>, neN. n>2.

Ein Losungsansatz fiir das vorgegebene Anfangsrandwertproblem, der
automatisch die vorgegebenen Randbedingungen erfiillt, lautet damit

Zan - < (2n ;gl)wx) |
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Fourier IViethoden bel partiellen Ditrerentialgleichungen Fourier—Iviethoden fur die Vvarmeleitungsgleichung

Ein Anfangsrandwertproblem

Beispiel
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem
Ur = Uy  0<x<bh0,0<t< T
u(x,0) = 5—%[x—25 : 0<x<50
u(0,t) = 0 0t T
uy(50,t) = 0 - 0<t< T

Die Berechnung der Fourier—Koeffizienten von g(x) =5 — £|x — 25| ergibt

50
1 (2n — 1)mx
bn — - - _2 d
25 (5 x 5') ( 100 ) x

_80(—\/§sin(n7r/2) + V2cos(nm/2) — (—1)")
72(2n — 1)?
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Fourier IViethoden bel partiellen Ditrerentialgleichungen Fourier—IViethoden tur die VWarmeleitungsgleichung

Ein Anfangsrandwertproblem ||

Beispiel (Fortsetzung)

Mit dem Losungsansatz

Z o (8)si ( n _2£1)7rx>

erhalten wir durch Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung und
Koeffizientenvergleich mit der Fourier—Reihe von g(x) die Gleichungen

da, (2n—1)%x2

n = 0
gt T 4.502 °

an(0) = b, n=12....

Die Losung dieser Differentialgleichung lautet dann
(2n — 1)%72
an(t) = bye 10000
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Fourier IViethoden bel partiellen Ditrerentialgleichungen Fourier—Iviethoden fur die Vvarmeleitungsgleichung

Rolle der Randwerte

Sind beide Enden warmeisoliert, so haben wir das
Anfangsrandwertproblem

(U —uy = f(x,t) 1 0<x<l,0<t<T
u(x,0) = g(x) = 0<x</
ux(0,t) = 0 0<t< T
\ UX(€7t) = 0  0<t<T
jetzt erfiillen die Funktionen
u(x,t) =1, un(x, t) = cos (%)

die vorgegebenen Neumannschen Randbedingungen.
Ein Losungsansatz lautet damit

u(x,t) = bo(t) + Z bn(t) cos (nZX) :
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Fouriermethode im Beispiel

Beispiel
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem
( Ur =  Uxx  0<x<bh0,0<t< T
u(x,0) = 5—%[x—25 : 0<x<50
ux(0,t) = 0 > 0<t< T
| ux(50,t) = 0 . 0<t<T

Mit dem Losungsansatz
u(x, t) = bo(t —|—Zb (t) cos <n7rx>
ergibt sich durch Einsetzen in die Differentialgleichung
dbo — [ db, n?r? nTx
(¢t t ——b,(t —— ) =0.
it ¢ )Jr;(dt( )+ g2 onl )>C°S< 50)
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Fourier IViethoden bel partiellen Ditrerentialgleichungen Fourier—Iviethoden fur die Vvarmeleitungsgleichung

Fouriermethode im Beispiel |l

Beispiel (Fortsetzung)

Das System gewdchnlicher Differentialgleichungen lautet dann
dbg db, n’m?
—(t) =0 t —
dt (£) =0, dt (£) + 502

Um die zugehérigen Anfangsbedingungen festzulegen, bestimmen wir die

Fourier—Reihe der Anfangsbedingung g(x), d.h.

bn(t) = 0.

nmx

g(x)=dy+ i d, cos (¥>
n=1

mit den Fourier—Koeffizienten

50 50
1 2 nmx
do=— | g(x)dx dp = — gxcos(—)dx
50 | &) =50 ) €W 50
0 0
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Fourier IViethoden bel partiellen Ditrerentialgleichungen Fourier—IViethoden tur die VWarmeleitungsgleichung

Fouriermethode im Beispiel ||

Beispiel (Fortsetzung)

Man berechnet

dy =

N | Ol

20(2cos(nmw/2) — 1 —(—1)")

dy =

Die Koeffizienten by(t), b1(t),... ergeben sich damit als
b(t) = dye "t

mit
n?m?

Ap =
2500
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Fourier IViethoden bel partiellen Ditrerentialgleichungen Fourier—Iviethoden fur die Vvarmeleitungsgleichung

Fouriermethode im Beispiel IV

Beispiel (Fortsetzung)

und die Losung lautet

u(x,t) = do + Z d,e "t cos (%) :
n=1
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Periodische Randbedingungen

Wir kommen nun zu periodischen Randbedingungen und dem
Anfangsrandwertproblem auf dem Intervall [—/, /] gegeben durch

us — Uy = Ff(x,t) @ —4<x<l,0<t<T
u(x,0) = g(x) < x</
u(—¢4,t) = u(

0t)  0<t<T
uc(—4,t) = u(l,t) : 0<t<T

Periodische Funktionen auf dem Intervall [—¢, ¢] sind

nmx nmx

Y(x) = > Y(x) = cos (7> . 1(x) =sin (7>

Ein Losungsansatz mit Hilfe von Fourier—Reihen ist damit

o0 = 0(6) + 3 (n(0) 08 (%) + by (7))

n=1
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Fourier IViethoden bel partiellen Ditrerentialgleichungen Fourier—Iviethoden fur die Vvarmeleitungsgleichung

Fouriermethoden bei periodischen Randbedingungen

Mit den Reihenentwicklungen

) = olt 3 (a0 (%) ¢ e (")

g(x) = po+ Z (pn cos <n72X) + gpsin (ngx))

n=1
ergeben sich die gewohnlichen Differentialgleichungen

dao

—=(t) = oot

() = alt)
da, 2
)+ T aan(t) = et
db,, n?n?

06+ T 5ba(t) = da(t)
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Fouriermethoden bei periodischen Randbedingungen Il

Die zugehorigen Anfangsbedingungen lauten

30(0) = Po; an(o) = Pn; bn(O) — qn

Beispiel
Fiir das Anfangsrandwertproblem mit periodischen Randbedingungen
Up — Usy = 110 (X2—7T2) D T <x<m0<t<T
u(x,0) = 25 . —r<x<m
u(—m,t) = u(m,t)  0<t<T
u(—m,t) = ux(m,t) : 0<t<T

ist die Fourier—Entwicklung der Lésung gegeben durch

u(x, t) —25+Z 10”5 ( e_”2t> sin(nx).
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Fourier IViethoden bel partiellen Ditrerentialgleichungen Fourier—Iviethoden tur die Vvellengleichung

Fourier—Methoden fiir die Wellengleichung

Losungen in Form von Fourier—Reihen lassen sich analog zur
Warmeleitungsgleichung ableiten.
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem

(

Ut — U = F(x,t)  0<x</l0<t<T
u(x,0) = g(x)  0<x</
| ue(x,0) = h(x)  0<x </
u(0,t) = wul,t)=0 : 0<t<T

und suchen eine Losung in der Form

u(x, t) = ian(t) sin (%)

n=1

Die Fourier—Reihen fiir f(x,t), g(x) und h(x) ergeben DGL's fiir die
Losungskoeffizienten a;(t), i =1,2,....
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Wellengleichung und Fouriermethoden

Beispiel
Die Losung des Anfangsrandwertproblems
Ut — Uy = 0  0<x</l,0<t<T
u(x,0) = g(x)  0<x</
us(x,0) = h(x)  0<x</
u(0,t) = u(l,t)=0 0<t<T

ist gegeben durch
o= 3 {boos () + Son () Jon (°F)

Dabei sind b,, die Fourier—Koeffizienten der Entwicklung der vorgegeben
Anfangsbedingung u(x,0) = g(x) und d, die entsprechenden Koeffizienten
von u¢(x,0) = h(x).
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Numerische Losung partieller Ditferentiaigleichungen

Uberblick numerische Verfahren

Zur numerischen Losung gibt es drei klassische Ansatze:

1. Finite—Differenzen
Approximation auf reguldren (strukturierten) Gittern, einfache
Geometrien, haufig eindimensional im Ort, alle Typen

2. Finite—Volumen
Mehrdimensionale Probleme auf unstrukturierten Gittern, vor allem
hyperbolische Gleichungen

3. Finite—Elemente
Mehrdimensionale Probleme auf unstrukturierten Gittern, komplizierte
Geometrien, vor allem elliptische Gleichungen

Wir beschranken uns auf die Darstellung von Finiten—Differenzen— und
Finite—Element—Methoden.
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Numerische Losung partieller Differentialgleichungen Die IViethode der Finiten—Diftferenzen

Finite Differenzen

Wir beschranken uns auf eindimensionale Probleme und die folgenden
Anfangs— und Anfangsrandwertprobleme

1. Cauchy—Probleme fiir skalare Erhaltungsgleichungen, also

us + f(u)x =0 in R x (0,00)
u = up auf R x {t =0}

2. Randwertprobleme fiir die Poissongleichung, also
—Uy = f(x) r 0<x<1,0<t<T
u(0) = w(l)=0

3. Anfangsrandwertprobleme fiir die Warmeleitungsgleichung, also

(U — U = f(x,t) . 0<x<1,0<t<T
{ ulx,0) = g(x) . 0<x<1
u(0,t) = u(l,t)=0 : 0<t<T
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Numerische Losung partieller Differentialgleichungen Die Iviethode der Finiten—Differenzen

Grundidee des Finiten—Differenzen Verfahrens

Approximiere die exakte Losung nur an diskreten Punkten (dem Gitter):
u(xi, tj) = U(x;, tj) =: U

mit den diskreten Punkten
xi=1-h, 1€2Z,, tj:j-k, j € Z;

und den Orts— und Zeitschrittweiten h und k. Die Indexmengen Z, und
Z: sind dabei endliche oder unendliche Teilmengen von Z.

Beispiel
Fiir die Warmeleitungsgleichung auf [0, 1] x [0, T] setzen wir
xi = 1-h, 1=0,...,n

t = j-k, j=0,....m

mit den Orts— und Zeitschrittweiten

h==-, k=—
n m
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Numerische Losung partieller Differentialgleichungen Die IViethode der Finiten—Diftferenzen

Finite Differenzen im Beispiel

Beispiel (Fortsetzung)

Zur Berechnung der diskreten Werte U{ benotigen wir die Approximation
von Ableitungen:
Wir approximieren die Ableitung uy(x, t) an der Stelle (x,t) = (x;, t;):

1. Zentrale Differenzen

Uf+1 — U{—l
UX(X,', tj) ~ h
2. Vorwartsdifferenz
v,, -
UX(X,', tj) ~~ %
3. Riickwartsdifferenz
U — U
UX(X,', tj) ~ — P i1
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Numerische Losung partieller Differentialgleichungen Die Iviethode der Finiten—Differenzen

Genauigkeit

Approximationsgiite von Finiten—Differenzen Sei u(x, t) eine
hinreichend oft differenzierbare Funktion und (x;, t;) ein fester Punkt eines
Gitters mit Orts— und Zeitschrittweite h und k.

Mittels einer Taylorentwicklung um (x;, t;) erhalten wir

u(xip1, t7) = ulxi, ;) + ux(xi, tj) (Xip1 — x;) +
N————
=h
1 2 1 3
§Uxx(Xi, tj) (Xiy1 — Xi)J_i_gUxxx(Xia tj) (Xig1 —xi)" + ...
e b
u(xi—1,t) = u(xi, tj) + u(xi, tj) (xic1 — x;) +
———
——h
1 2 1 3
EUXX(Xia tj)SXi—l - Xi)/"’auxxx(xia tj)SXi—l - Xi)/"i_ <o
:72 ::773
Reiner Lauterbach (Universitit Hamburg) Differentialgleichungen 1l SS 2006 185 / 204

Numerische Losung partieller Differentialgleichungen Die IViethode der Finiten—Diftferenzen

Genauigkeit I
Wir erhalten damit
1. bei Zentralen Differenzen

u(xiy1,tj) — u(xi—1, ;)

2h = O(K)

x (Xi tj) —

= Approximation zweiter Ordnung in h.
2. bei Vorwartsdifferenzen

u(xiy1, tj) — u(xi, t;)
tj) —

- = 0(h)

Ux (X,',

= Approximation erster Ordnung in h.
3. bei Riickwartsdifferenzen

u(xi, tj) — u(xi-1, tj)
h

= 0(h)

UX(Xh tj) -

= Approximation erster Ordnung in h.
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Numerische Losung partieller Differentialgleichungen Die Iviethode der Finiten—Differenzen

Finite—Differenzen fiir skalare Erhaltungsgleichungen
Wir betrachten das Cauchy—Problem

ur + f(u)x =0 in R x (0,00)
u = up auf R x {t = 0}

Mit den Notationen von oben ist ein numerisches Verfahren mit
Finiten—Differenzen gegeben durch

™ -k . .
U%Jr - U/J' Y (f(Ui+1) - f(U,J'—1)>

mit den Anfangsbedingungen

X,'—f—h/z

1
U = P / up(x) dx.

xi—h/2

Also: Zentrale Differenz im Ort, Vorwartsdifferenz in der Zeit.
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Numerische Losung partieller Differentialgleichungen Die IViethode der Finiten—Diftferenzen

Finite—Differenzen fiir skalare Erhaltungsgleichungen II
Beispiel
Wir betrachten das Problem

{ us + uuxy =0 in R x (0,00)

u = ug auf R x {t =0}
mit
(x) = 1 : x<O0
VI=1 21 : x>0
Die Anfangsbedingung ist gleichzeitig die Lésung fiir t > 0 !

Uttt Yl k <(Uf+1)2 (U{1)2>

i 2h 2 2
1 : i1<0
v = 0 : i=0
-1 : i>0

Reiner Lauterbach (Universitit Hamburg) Differentialgleichungen I1

SS 2006 188 / 204



