1. Stabilitat
2. Lineare Systeme und Stabilitat
3. Nichtlineare Gleichungen und Stabilitat

Gegeben sei eine Differentialgleichung erster Ordnung

y'(t) =f(t,y(t)),  y(t)eR” (8)

mit hinreichend glatter rechten Seite f(t,y).
Weiter sei y*(t) eine spezielle Lésung.
Frage: Wie verhalten sich benachbarte Losungen y(t; to, yo)?

Wir betrachten die beiden Anfangswertprobleme

y'(t) = =£y(t)
y(0) = 0

In beiden Fallen ist die Losung y*(t) = 0.
Losungen y(t; 0, yo) mit der Anfangsbedingung yo # 0 sind:

t

y(t) = yoet — +oo  y(t)=ye "t —0 fir t— o



Definition

1) Eine Losung y*(t) von (8) heiBt stabil auf dem Intervall
| CR, fallses zu tg € | und € > 0 ein § > 0 gibt, so dass

lyo —y* (o)l <6 = |ly(t;to,yo) —y'(t)|| <e(Vtel)

Kann man § unabhédngig von ty wahlen, so heit y*(t)
gleichmaBig stabil auf /.

2) Ist y*(t) auf I = [a,0) erklart, so heiBt y*(t) asymptotisch
stabil, falls y*(t) stabil ist und es zu tp € I ein §(ty) > 0 gibt
mit der Eigenschaft

Yyo : Iyo—y ()l <& = Jim [ly(t; to,y0)—y"(to)]| =O.

y*(t) heiBt strikt stabil, falls y*(t) gleichmaBig und
asymptotisch stabil ist.

Stabilitat der Nulllosung

Bemerkung

Sei y*(t) eine Lésung der Differentialgleichung (8). Setzen wir

so erfiillt z(t) die Differentialgleichung
2(t) = f(t,2(t) + y" (1)) — f(£,y" (1)) =: £°(¢, 2(1))
Gleichzeitig ist z*(t) = 0 eine Lésung von
2(t) = £(t, z(1)). (9)

Statt der Stabilitdt von y*(t) kénnen wir also auch die Stabilitat
der Nulllésung von (9) untersuchen.



Fiir ein lineares Differentialgleichungssystem
y(t) = At)y() a<t<oo

mit t — A(t) € R(™" stetig, sei Y(t) ein Fundamentalsystem.

Lineare Differential — Stabilitatssatz

Satz (Stabilitatssatz I)

1) Die Nulllésung y*(t) = 0 ist genau dann stabil auf | = [a, o0),
falls das Fundamentalsystem Y (t) auf | beschrankt ist.

2) Die Nulllssung y*(t) = 0 ist genau dann gleichmaBig stabil
auf |, falls es eine Konstante M > 0 gibt mit

Vi>to>a : |[Y(£)Y(to)}] < M.

3) Die Nulllssung y*(t) = 0 ist genau dann asymptotisch stabil,
falls gilt:
lim ||Y(¢t)|| = 0.

t—0o0
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Sei \(t) der groBte Eigenwert der Matrix A(t) + A(t)T. Gilt

(©.9)

/A(t)dt = —00,

to

so folgt tlim y(t) = 0 fiir jede Lésung y(t), d.h. y*(t) = 0 ist
asymptotisch stabil.

Wir berechnen

d w2 _ d/ 7\ _ T T CGT (AT
Iyl® = dt( y)—(Ay) y+y (Ay) =y (A +A)y

< AB)(yy) = A1) - llyll®
Daraus folgt durch Integration

t

YOI < lyol? - exp / A(r)dr

to



Satz (Stabilitdtssatz II)

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem y’ = Ay, A € R(mn)
konstante Matrix. Die Nulllbsung y* = 0 ist genau dann

1) strikt stabil, falls fiir alle Eigenwerte von A gilt: Re(\;) < 0.
2) gleichmaBig stabil, falls fiir alle Eigenwerte von A gilt:

Re(AJ-) <0 und Re()\j) =0 = g()\j) = a()\j).

3) In allen anderen Fillen ist die Nulllésung y*(t) = O instabil.

Stabilitat und Spektrum — Ein Beispiel

Die Nulllésung des Systems mit Koeffizientenmatrix

4 8 4
A= -1 2 1
2 4 -6

ist instabil.
Eigenwerte sind \; = —4 und A2 =0, und g(X2) =1 < a(X\2) = 2.



Wir betrachten das DGL-System
/
y. -1 1 %1 5
] =Ay+b= +
Yo -1 -1 ¥ 1
Gleichgewichtspunkte sind genau die Losungen des LGS
1 -1 yvi'\_ (5
1 1 v ) 1

und daher ist y* = (3, —2)" ein Gleichgewichtspunkt.

Stabilitat und Spektrum — Zweites Beispiel |l

Die Transformation z :=y — y* liefert das homogene
Differentialgleichungssystem

Z = Az
und die Eigenwerte von A sind
A2=—-1=%i

Damit ist y* strikt stabil.



Satz (Kriterium von Routh und Hurwitz)

Gegeben sei das reelle Polynom
p(z) = Z akzk, an >0
k=0

Dann sind aquivalent:
1) Alle Nullstellen von p(z) haben negativen Realteil.

Routh—Hurwitz Kriterium ||

Satz (Kriterium von Routh und Hurwitz — Fortsetzung)

2) Firk =0,1,...,n gilt ax > 0. Alle Hauptunterdeterminanten
der folgenden (n, n)—Matrix sind positiv:

( di do 0 0 0 \
a3 d» dl dao 0
H= as as as a, 0 :
K dn—1 4d2n—2 ... e+« ... dp )

wobei fiir k > n gelte ay, = 0.



Gegeben sei das Polynom mit strikt positiven Koeffizienten
p(z) =22° 4+ 42z° + 5z + 6.

Wir stellen zunichst die (3, 3)-Matrix H auf:

H=

S N Ol
o B~ O
N O1 O

Das Routh-Hurwitz Kriterium im Beispiel Il

Die Hauptunterdeterminanten sind detH; = |5/ =5 sowie

detHy, = ‘:8

detH; =

SN OC1 N ol
oSO O B~ O

0
5|=16
2

Also besitzen alle Nullstellen von p(z) einen negativen Realteil.



Wir betrachten das nichtlineare autonome System

wobei f(0) = 0 gilt, d.h. y* = 0 ist ein Gleichgewichtspunkt des
System:s.
Stabilitatsuntersuchung mittels Linearisierung der rechten Seite:

y'(t) = Ay(t)+g(y(t))
A = Jf(0), g(0)=0

gly) = o(llyll)

Die Beziehung

fy) =f(0) +Jf(0)y +g(y)

ist die Taylor—Entwicklung um den Entwicklungspunkt y* = 0.

Stabilitatssatz im nichtlinearen Fall

Satz (Stabilitatssatz I11)

Unter den obigen Voraussetzungen gelten:
1) Ist fiir alle Eigenwerte \j von A = Jf(0):
Re()\j) <0,
so ist y* = 0 ein strikt stabiler Gleichgewichtspunkt von

y' = f(y), d.h. die Stabilitat des linearisierten Systems
libertragt sich auf das nichtlineare System.

2) Existiert ein Eigenwert \j von A mit:
Re(/\j) > 0,
so ist der Gleichgewichtspunkt y* = 0 instabil, d.h. die

Instabilitit des linearisierten Problems iibertragt sich ebenfalls
auf das nichtlineare Problem.



Bemerkung

Die Stabilitatsuntersuchung eines nichtlinearen Systems mittels
Linearisierung funktioniert nicht, falls

1) fiir alle Eigenwerte \j von A gilt:
Re()\j) < 0,
2) und fiir mindestens ein Eigenwert \; gilt:

Re(Aj) = 0,

Das mathematische Pendel

Das mathematische Pendel wird beschrieben durch die nichtlineare
DGL

S = —%sincb — —w?sin o.

Dabei ist



Dabei ist
> & = ®O(t) der Auslenkungswinkel zur Zeit t,
» ¢ die Lange des Pendels,
» und g die Gravitationskonstante.

Mittels der Substitution

ni=>e =0
erhalten wir das DGL-System erster Ordnung;:

yi = »
Vo = —w’siny

Das mathematische Pendel Il|

Die Gleichgewichtspunkte sind gerade die Nullstellen der rechten
Seite, also
Y1k = km, yok = 0, k € Z.



Die nichtlineare rechte Seite des Systems ist:

Y2
f(yl’yZ) - ( w? sin y- )
— 1

Wir linearisieren um den Gleichgewichtspunkt (y1x, yox) = (km, 0):
und erhalten

Das mathematische Pendel V

f(y1,y2) = f(yik, yox) +I F(yik, yox) ( ; :ﬁz > +o(lly — y*[|)
0

SRLCON Gl RE )

. 0 1 Y1 — Yik Lk
— ( rmkr o) (2225 ) oty —yh

— (urgay o) (222 ) oty - v¥1)



Daraus ergibt sich das linearisierte System:

yi =
Yo = —w?(=1)%(y1 — k)

Wir berechnen die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix

Es gilt

Das mathematische Pendel VI

Fiir die Eigenwerte folgt daraus:

+iw : falls k gerade
12 =
+w : falls k ungerade

Phasenportrait auf dem Einband von Ansorge, Oberle, Band 2!



