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Wir betrachten ein Randwertproblem zweiter Ordnung der Form

y' = f(t,y,y)
y(@) = ya, y(b) = y».

Idee eines SchieBverfahrens:

Kombiniere ein numerisches Verfahren fiir das zugehorige
Anfangswertproblem

7

y' = f(t,y,y)
y(@ = ya Yi(a) =z

mit einem iterativen Prozess beziiglich des (freien) Parameters z, um die
rechte Randbedingung zu erfiillen, d.h.

y(b) = yb.
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Nullstellenproblem

Bezeichnet y(t; z) die Lésung des Anfangswertproblems, so fiihrt das
SchieBverfahren auf ein Nullstellenproblem der Funktion

F(z) = y(b; 2) = yb.

Fiir die Randwertaufgabe

y'=-y, y(0)=4, y(1)=1
ist die Losung des zugehorigen Anfangswertproblems

1/

y'=-y, y(0)=4, y(0)=z
gegeben durch

y(x) = zsin x + 4 cos x.
Die Funktion F(z) lautet daher

F(z) =zsinl+4cosl—1.
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Zur Losung des Nullstellenproblems F(z) = 0 kennen wir zwei Verfahren:

1) Das Bisektionsverfahren Seien z; und z» zwei Punkte mit
F(z1)- F(z) <0:

1
73 = 5(21 + z0)
Falls F(z1)- F(z3) <0 : z1 1= z3
sonst L Z1 = 2o

2) Das Newtonverfahren mit Iterationsvorschrift:

F(zk)

F’(Zk).

Das Newton Verfahren konvergiert i.A. quadratisch, aber man muss
die Ableitung F’(zx) berechnen.

Zk+1 = Zk —
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Allgemeine Zweipunkt-Randwerprobleme

y(t) = f(t,y(1)), y(t) €R”
r(by(a),y(b)) = 0

Schiessverfahren: Betrachte das Anfangswertproblem
y(t) = f(t,y(t)), y(t) e R”
y(a) = zeR”

mit der Lésung y(t; z)
Das aquivalente Nullstellenproblem lautet jetzt:

F(z) = r(z,y(b,;z) = 0.

Die Funktion F: D — R", D C R" ist glatt, falls r(u,v) und f(t,y)
hinreichend oft stetig differenzierbar sind.
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Zur Losung des Nullstellenproblems F(z) = 0 verwendet man etwa das
gedampfte Newton—Verfahren aus Analysis IlI:

fur k=0,1,2,...
J(Z¥) - AZF = —F(2H)
2Kl =2k 4 )\kAzk.

Dabei ist die Jacobi-Matrix Jf(z) gegeben durch

Jf(z) = B,+B, Y(b)
0
B, = a—r(u,v)
a” (2y(b:2))
B, = a—r(u,v)
a" (zy(b:2))
Y(b) = —y(b;z).
(6) = y(biz)
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Scheitern des SchieBverfahrens

Wir betrachten das Randwertproblem

y" = MXsinh(\y)
y(0) = 0, y(1) =1

Fiir A = 5 besitzt die zugehodrige Anfangswertaufgabe

y" = Asinh(\y)
y(0) = 0, y(0) =z

nur fiir |z| < 0.05 eine Ldsung, die auf dem ganzen Intervall [0, 1] existiert.
Fiir die tatsachliche Losung der Randwertwertaufgabe gilt

z* = 0.0457504...
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Wir betrachten das Randwertproblem

y'=12y +y',  y(0)=y(10) = 1.

Die allgemeine Lésung der zugehorigen Anfangswertaufgabe kann man

explizit berechnen:

y(t,z1,22) = 421#_2%‘3"“ + @e‘“.
Mit den Randwerten y(0) = y(10) = 1 folgt

zz=y(0)=1, z =y (0)=-3+29...--107".
Weiter gilt:

1N 1 2\ —30 - . Annr 1n—14
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Die Mehrzielmethode (multiple shooting method)

Gegeben sei die Randwertaufgabe

y'(t) = f(t,y(t)), y(t) eR”
r(y(a),y(b)) = O.
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Kombiniere das (einfache) SchieBverfahren mit einer Intervallunterteilung

von [a, b]:
a=t <th<---<tyh=hb

Man nennt die t;'s auch die Mehrzielknoten.
Lose auf jedem Teilintervall (numerisch) das Anfangswertproblem

y(t) = f(t.y(t)), <t<t
y(5) = z
und bezeichne die Lésung mit y(t;tj,z;), j=1,...,m—1.
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Die zusammengesetzte Losung

( Y(t; tlazl)  hh<t<ib
y(t; t2,22) L b <t<ts
y(t;z1,...,Zm-1) == .

L y(t; tm—lazm—l) Dot St <ty

erfiillt genau dann die Randwertaufgabe, wenn gilt

Fj(Zj,Zj+1) = y(tj—i-l;tjazj)_zj—l—lzoa j:1727"‘7m_2

Fm—l(zlazm—l) = r(217Y(tm; tm—lazm—l)) =0
Dies ist dquivalent zu einem Nullstellenproblem fiir die Funktion
F=(F,....Fn )T : DR pcRM=-Dn,

Zur Lésung verwendet man wieder das gedampfte Newton—Verfahren.
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