Vektorwertige Funktionen

Definition
Sei f: D — R™, D C R” offen, eine vektorwertige Funktion.
Die Funktion f heiBt partiell differenzierbar in x° € D, falls fiir

alle i =1,...,n die Grenzwerte
of o . F(x"+ te;) — f(x°)
B %) = fim, :
existieren.
Vektorfeld
Definition

Fiir m = n nennt man die Funktion f : D — R" ein Vektorfeld auf

D. Ist jede Koordinatenfunktion f;(x) von f = (f1,...,f,)" eine
C*~Funktion, so nennt man f ein CK—Vektorfeld.

Beispiele
e  Geschwindigkeitsfelder von stromenden Fliissigkeiten oder

Gasen,
o elektromagnetische Felder oder
e Temperaturgradienten in Festkdrpern.

Ableitung einer vektorwertigen Funktion

Die Berechnung erfolgt komponentenweise

o
OX;

Te=|
i of.,
8x,-

Divergenz

Definition
Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : D — R" definiert
man die Divergenz durch

" of
. 0y . ! 0
divf(x") := ;1 B (x")

Andere Notationen:

divf(x) = VTf(x) = (V,f(x))



Rechenregeln fiir die Divergenz

Bemerkung
Es gelten die folgenden Rechenregeln:

div(of +0g) = adivf+ [divg

div(e-f) = (Vo,f) +edivf

Bemerkung
Ist f : D — R eine C2=Funktion, so gilt fiir den Laplace-Operator

Af = div(VF)

Rotation Il

Andere Notationen:
e e €3

rot f(x) =V xf(x)=| 2 & .9

1 Ixa Iz

Bemerkung
Es gelten die folgenden Rechenregeln:

rot (of + fg) = arotf+ Grotg

rot(p-f) = (Vy)xf+protf

Rotation

Definition
Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld im R3, f: D — R3,
D C R3 offen, definiert man die Rotation durch

ot f(x) = (2B _ 0k Oh Of Oh Of T‘
T aXQ 8X37 8X3 aX;[7 8X1 8X2 X0

Rotation und Gradientenfeld

Bemerkung

Istp:D—R,DC R3, eine C2—Funktion, so folgt aufgrund des
Vertauschbarkeitssatzes von Schwarz

rot (V) =0,

d.h. Gradientenfelder sind stets rotationsfrei.



Vollstandiges Differential

Definition
Sei D C R" offen, x° € D und f : D — R™. f(x) heiBt (vollstindig
bzw. total)differenzierbar in x° , falls es eine lineare Abbildung

I(x,x°) := A - (x — x%)
mit Matrix A € R(™") gibt, fiir die die Approximationseigenschaft
f(x) = F(x°) + A (x —x°) + o(||x — x°|)

d.h.
im f(x) — f(x%) — A - (x — x%)

=0
x—x0 |x — xO|

erfullt ist.

Spezialfall der Funktionalmatrix

Bemerkung
Im Fall einer skalaren Funktion (m = 1) ist A = a ein Zeilenvektor
und a(x — x°) ein Skalarprodukt {(a”,x — x°).

Funktionalmatrix

Bezeichnungen:

Man nennt die lineare Abbildung | das (vollstédndige oder totale)
Differential von f(x) im Punkt x° und bezeichnet I mit df(x?).
Die zugehorige Matrix A heiBt Jacobi—Matrix oder
Funktionalmatrix von f(x) im Punkt x° und wird mit J f(x°)
(manchmal auch mit D f(x°) oder f'(x°)) bezeichnet.

Bemerkung

Fiir m = n =1 erhalten wir die aus Analysis | bekannte Beziehung

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x = x0) + o(|x — xo)

fiir die Ableitung f'(xo) im Punkt xg.

Differenzierbarkeit

Satz

Seif: D —R™ x°c DcR" D offen.

a) Ist f(x) in x° differenzierbar, so ist f(x) auch stetig in x°.

0

b) Ist f(x) in x° differenzierbar, so ist das Differential und damit
auch die Jacobi-Matrix eindeutig bestimmt und es gilt

oh , o
87)(1(’( )
JF(x0) = :
Ofm

TXI(XO)

%)\ ( aadi(e)
Ofy
O, (x%) grad f(x°)

c) Ist f(x) eine C1—Funktion auf D, so ist f(x) auf D

(vollstandig) differenzierbar.



Differenzierbarkeit Beweis von a)

Ist f in x0 differenzierbar, so gilt nach Definition

f(x) — f(x°) — A - (x — x%)

li =0
R Ix —x0]
Bemerkung Daraus folgt aber
Man beachte, dass differenzierbar hier vollstandig/total . 0 0
I f(x)—f —A-(x— =0
differenzierbar bedeutet. o I£(x) — £(x) (x =7l

und wir erhalten
IF(x) = FOO) < [IF(x) = F(O) = A (x =xO)[| + [|A - (x = x°)]|
0

— 0 fir x — x

Damit ist die Funktion f stetig im Punkt x°.

Beweis von b) Beweis von b) [Fortsetzung]

Seix=x"+te;, [t| <& i€ {Ll,...,n}
Da f im Punkt x° differenzierbar ist, folgt

f(x) — f(x°) — A - (x — x%)

I _
- Ix =%l ° Daraus folgt

Wir schreib 0 ) — f(xO0

ir schreiben nun im f(x” + te;) — f(x°) _ e, i—1....n
fx) —f(x°) —A-(x=x%  f(x°+te;) — f(x°) _ tAe; t—0 t

[[x = %% 0o |t] |t|
0 ) — f(xO
_ |§| (f(x + teé) f(x°) —Ae,-)

— 0 (t—0)



Beispiel Ableitungen

a) Betrachte die skalare Funktion f(x1,x2) = x;€2*2. Dann lautet Beispiel
die Jacobi-Matrix:
c) Sei f(x) = Ax, A € R(™") und x € R". Dann gilt
Jf(x1, x2) = grad f(x1, x2) = €¥2(1,2xy)
Jf(x) =A VxeR"
b) Betrachte die Funktion f : R3 — R? definiert durch
d) Sei f(x) = xTAx = (x,Ax), A € R(™") und x € R". Dann gilt

X1 X2 X
f(x1, %0, x3) = ( o ) of

sin(x1 + 2x2 + 3x3) I (ej, Ax) + (x, Ae;)

Die Jacobi—Matrix ergibt sich in der Form

of 0fi 0f

= e/ Ax+x"Ae,

T(AT
A = x' (A" +A)e;
5 ) Oxy Oxo Ox3 XoX3 = X1X3 xixo ) ( )
X1,X2,X3) = =
o, 0fh b coss 2coss 3coss Daraus folgt
Ox1 Oxx Ox3 Jf(x) =grad f(x) =x" (AT + A)

wobei s = x12x5 + 3x3.

Differentiationsregeln o
Beispiel (Kettenregel)

Satz (Differentiationsregeln) Sei h: 1 — R" | C R Intervall, eine in ty € I differenzierbare

1) Linearitat Sind f,g: D — R™ differenzierbar in x° € D, D Kurve mit Werten in D C R, D offen, und £: D — R eine in

offen, so ist auch a f(x°) + B g(x°), a, 3 reell, differenzierbar X = h(to) dlffer.en2|.erbare-: skalare Fu'r?ktlon.
in x° und es gilt Dann ist auch die Hintereinanderausfiihrung

d(of + 08)(x°) = adf(x’) + dg(x) (Foh)(t) = f(Mm(t)..... hn(t))
J(af—l—ﬁg)(xo) _ an(Xo) —i—ﬁJg(xo) in ty differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt:
/ _
2) Kettenregel st f: D — R™ differenzierbar in x° € D, D (Foh)(to) = Jf(h(to)) - Jh(to)
offen, und ist g : E — Rk differenzierbar in ,
y? = f(x%) € E C R™, E offen, so ist g o f ebenfalls in x° = grad f(h(t)) - W(to)
differenzierbar.
Fiir die Differentiale gilt _ Z Txk(h(to)) - he(to)

d(g o f)(x°) = dg(y°) o df(x°) k=1

und analog fiir die Jacobi—Matrizen



