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Rotation
Einfach zusammenhangend
Satz von Green

Existenz eines Potentials

oA b=

Integrabilitatsbedingungen
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Integralrechnung Kurvenintegrale

Ausblick auf die heutige Vorlesung

Oberflachenintegrale
Parameterdarstellungen von Flachen
Tangentialvektoren

Satz von Gaul3

oA b=

Greensche Formeln
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Definition

Sei D C R? ein Gebiet und p : D — R3 eine C'-Abbildung
x=p(u), xeR> u=(u, )" € DCR?

Sind fiir alle u € D die beiden Vektoren

o
8U1

op

d -
un 9

linear unabhdngig, so heiBt
F:={p(u) : ue D}

eine Flache bzw. ein Flachenstiick.

Reiner Lauterbach (Universitat Hamburg) Analysis 11 WS 2005/2006

Integralrechnung Oberflachenintegrale

Parameterdarstellung von Flachen Il

Definition (Fortsetzung)

Die Abbildung x = p(u) nennt man eine Parametrisierung oder
Parameterdarstellung der Flache F.
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Beispiel
Wir betrachten fiir gegebenes r > 0 die Abbildung

r cos

pp,z) = rsing |,  (p,2) R
Z

Die dadurch parametrisierte Fliche ist ein unbeschrinkter Zylinder im R3,

Reiner Lauterbach (Universitat Hamburg) Analysis 11 WS 2005/2006

Integralrechnung Oberflachenintegrale

Zylinder Il

Beispiel
Schranken wir den Definitionsbereich ein, etwa

(¢,z) € K =[0,2n] x [0, H] C R?

so erhalten wir einen beschrankten Zylinder der Hohe H.
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Beispiel (Fortsetzung)
Die partiellen Ableitungen sind

Op —rsiny Op
= r cos ¢ ; — =

%\ o

und damit linear unabhingig auf ganz R?.

Reiner Lauterbach (Universitdt Hamburg) Analysis 111

Integralrechnung Oberflachenintegrale

Graphen als Flachen

Beispiel

WS 2005,/2006

331 / 353

Der Graph einer skalaren C1-Funktion 0:D—-R,DC R? Gebiet, ist eine

Flache.

Eine Parametrisierung ist etwa gegeben durch

n
p(ui, up) == uo
410(“17 U2)
Die partiellen Ableitungen
w op
dur " O
ui Ou, u»o

sind linear unabhangig.
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Die beiden linear unabhangigen Vektoren

op op
(9—ul(uo) und ——(u?)

liegen tangential an die Flache F.
Sie spannen die Tangentialebene T,ofF an die Fliche F im Punkt
x? = p(u) auf.
Die Tangentialebene hat die Parameterdarstellung

op

ToF @ x=x"+ )\%(uo) + p—

0
A R
B (u”), RS

Frage:
Wie kann ich den Flacheninhalt einer gegebenen Flache F berechnen?
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Integralrechnung Oberflachenintegrale

Oberflachenintegral

Definition

Seip: D — R3 die Parameterdarstellung einer Flache, und sei K C D
kompakt, messbar und zusammenhangend.

Dann wird der Flacheninhalt von p(K) definiert durch das
Oberflachenintegral

do —/ ' 8u1 (9uz( u)|| du.
p(K)
Dabei nennt man den Term
do —/ 8u1 8uz( u)|| du

auch das Oberflichenelement der Flache x = p(u).

Das Oberflachenintegral ist insbesondere unabhangig von der speziellen
reParametrisisrung desuklache. Dies folgt iaus dem Transformatiofssatz. 334/ 353
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Beispiel
Fiir die Mantelflache des Zylinders Z = p(K) mit

K :=[0,27] x [0, H] C R?

und
r Cos
: 2
x=p(p,z)=| rsing [, (p,2)€R

z

erhalt man wegen
‘ .
den Wert
27 H
O(2) = /do = /rd ©,Z //rdzdgp = 27rH.
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Integralrechnung Oberflachenintegrale

Flacheninhalt auf einem Graphen

Beispiel
Ist die Flache der Graph einer skalaren Funktion, d.h. x3 = ¢(x1, x2), so
gilt fiir die zugehorigen Tangentialvektoren

1 0 —
0 0 X
aoxar = 0 x| 1= e
X X:
! 2 Yx1 Pxa 1

Damit ergibt sich

\/]‘ + SDXl _|_ SOXQ

‘ ‘ 3X1 8x2

und

O(p(K)) = / do
p(K)

= 1 2 2 d(xq, x )N
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Beispiel
Wir berechnen die Oberflache des Paraboloids P gegeben durch

P:={(x1,x0,x3)7 €R3 : x3=2—x% —x3.x2 +x3 <2}

Dann gilt:

O(P) = / \/1+4X12+X22 d(x1,x2)

xl2 —{—x22 <2

\/_27r

— //\/1+4r2rdg0dr_7r/\/1+4sds

= 7 [%(1 —|—4s)3/2]z =7 (%(27 — 1)) = ?77
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Integralrechnung Oberflachenintegrale

Integration auf Flachen

Bemerkung
Fiir das Kreuzprodukt zweier Vektoren a,b € R3 gilt:

la x b|| = [la]|*|[b]* — (a, b)*.
Daraus folgt

Y Y A
(9X1 8X2 - (9X1 8X2 8X1 7 8x2 .
Definiert man
_ | op — (9 oy, o |lop ’
£i= 8X1 ’ Fi= 0x1 6X2 G = 8X2 )

so ergibt sich die Beziehung

=V EG — F2 d(ul, Ug).
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Beispiel
Fiir das Oberflachenelement der Sphare

S? = {(x1,x,x3)T €R® : x? +x3 4+ x5 =r?}

ergeben sich mit der Parametrisierung liber Kugelkoordinaten

X1 cos p cos f o
X2 =r | sinpcosf , (p,0) € [0,27] x {__7 _}

- 2 2
X3 sind

die Beziehungen

—sin p cos f — cos psiné
op op . :
a—:r cos (p cos f : %:r —singpsinf
14 0 cos 6
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Integralrechnung Oberflachenintegrale

Flacheninhalt auf der Sphare Il

Beispiel (Fortsetzung)

Daraus folgt
E=r’cos’d, F=0, G=r>
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Beispiel (Fortsetzung)

do = vV EG — F2 d(ul, U2).

Aus der Beziehung

folgt daher
do = r*cosf d(yp,0), (p,0) € [0,27] x {—g, g} :
Wir kénnen nun die Oberflache der Sphare berechnen:
7T/2 2T
0 = /do: / /rzcosedgpdé
S? —7/2 0
— 92 2 _: 9 /2 — 4 2
= 27resin }—71'/2 = 47re.
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Integralrechnung Oberflachenintegrale

Oberflachenintegral

Definition
Sei x = p(u) eine C1-Parametrisierung einer Fliche F = p(K), K C D
kompakt, messbar und zusammenhangend.

1) Fiir eine stetige Funktion f : F — R definiert man das
Oberflachenintegral 1. Art durch

F/ f(x) do = K/ F(p(u)) Hg—'j < o2

2) Fiir ein stetiges Vektorfeld f : F — R3 definiert man das
Oberflachenintegral 2. Art durch

F/f(x) do = Z <f(p(u)), g—: « g—z> du
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Der Einheitsnormalenvektor n(x) auf der Flache F ist gegeben durch

op op

() = n(p(u) = e

Wir schreiben daher auch

/f(x) do = K/<f(p(u)),§—51 X 88—52> du

F
op op
— | PPy
[ (6o nto)) | 72 72 o
K
— [ (). n(x) do
F
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Integralrechnung Oberflachenintegrale

Bemerkung

1) Physikalische Interpretation der Oberfldchenintegrale:

Ist p(x) die Dichte einer massenbelegten Fliche, so liefert das Integral
1. Art gerade die Gesamtmasse der Flache.

Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Strémung, so liefert
das Integral 2. Art die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit durch die
Fliche F strémt, d.h. den Fluss von f(x) durch die Fliche F.

2) Ist F eine geschlossen Fliche, d.h. die Oberflichen eines kompakten
einfach zusammenhingenden Kérpers im R3, so schreiben wir

wiederum
Y{f(x) do bzw. %f(x) do

F F

Die Parametrisierung ist dabei so gewahlt, dass der
Einheitsnormalenvektor n(x) nach auBen weist.

Reiner Lauterbach (Universitat Hamburg) Analysis 111 WS 2005/2006 344 / 353



vAUALL VUVILD JAaulJ

Satz (Integralsatz von GauB)

Sei G C R3 ein kompakter und messbarer Standardbereich, d.h. G sei
beziiglich jeder Koordinate projizierbar. Der Rand 0G bestehe aus endlich
vielen glatten Flichenstiicken mit duBerer Normale n(x).

Ist f : D — R3 dann ein C1=Vektorfeld mit G C D, so gilt

/ div f(x) dx = jqf f(x) do.

G oG
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Integralrechnung Oberflachenintegrale

Interpretation des GauBschen Satzes

Interpretation:

Die linke Seite ist ein Bereichsintegral iiber die skalare Funktion

g(x) := div f(x). Die rechte Seite ist ein Oberflachenintegral 2. Art
beziiglich des Vektorfeldes f(x). Ist f(x) das Geschwindigkeitsfeld einer
inkompressiblen Stromung, so gilt div f(x) = 0 und daher

j{f(x) do = 0.

oG
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Beispiel
Wir betrachten das Vektorfeld f(x) = x und die Kugel K:

K= {(x1,x,x3)T €R> : xZ +x3+ x5 <1}.
Dann gilt offensichtlich
div f(x) =3
und damit
/div f(x) dx =3 - vol(K) = 4~.
K

Das entsprechende Oberflachenintegral 138t sich am besten durch
Ubergang auf Kugelkoordinaten, d.h. die Parametrisierung der Kugel durch
Kugelkoordinaten, berechnen.
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Integralrechnung Oberflachenintegrale

Folgerung aus dem Integralsatz von Gaul3

Satz (Formeln von Green)

G C R3 effiille die Voraussetzungen des GauBschen Integralsatzes. Fiir
C2—Funktionen f,g : D — R, G C D, gelten dann die Relationen:

/(ng+<Vf,Vg>)dx = %fg—ido
0G

G
B 0g of
/(ng—gAf)dx = f(f%—g%> do.

G oG

Hierbei bezeichne
of

on
die Richtungsableitung von f(x) in Richtung des duBeren
Einheitsnormalenvektor n(x).

(x) = Dnf(x), x€0G
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Bewels
Wir setzen

Dann gilt:
. 9 Og 0 Og 0 Og
F - .2 _— L2 _— . _°
div (X) 6X1 ( 6X1) + 8X2 ( (9X2> + 8X3 ( (9X3)
= f-Ag+(Vf,Vg)

Wir wenden nun den GauBschen Integralsatz an:

/(f-Ag—i—(Vf,Vg))dx = /divF(x) dx = %(F, n) do

G G 0G
Og
— f(Vg,n)do = — do
# 7 (Vgn) =
Reiner Lauterbach (Universitdt Hamburg) Analysiﬁﬁ; Ows 2005,/2006 349 / 353

Integralrechnung Oberflachenintegrale

Der Satz von Stokes

Satz (Integralsatz von Stokes)

Sei f : D — R3 ein C1-Vektorfeld auf einem Gebiet D C R3. Weiter sei
F = p(K) eine Flache in D, F C D, mit der Parametrisierung x = p(u),
u € R?.

K C R? sei ein Greenscher Bereich. Der Rand OK werde durch eine
stiickweise glatte C1—Kurve c parametrisiert, deren Bild &(t) := p(c(t))
dann den Rand OF der Flache F parametrisiert.

Die Orientierung der Randkurve €(t) sei hierbei so gewihlt, dass
n(c(t)) x €(t) in Richtung der Fliche weist.

Dann gilt
/rotf(x) do = %f(x) dx

F OF
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