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Analysis I 9. Vorlesung

4.2 Differentialrechnung einer Variablen

Zunachst: Einleitung auf Folie
Sekantensteigung und Differenzenguotient
liefern im Grenzwert
Tangentensteigung und Ableitung

(Differentialquotient)
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Definition: Gegebensef : D — R™, D C Rund einxg € DN D’.

1) Fureinx € D, z # xo nennt man den Ausdruck

& _ J(x) = f(z0)

Az T — Tg

Differenzenquotient (Sekantensteigung) biéglich des Punktes,.

2) Die Funktionf(x) heil3tdifferenzierbar im Punktx, falls der

Grenzwert
i f(x) — f(wo)

T—Tg,TFTQ r — X
existiert. Man nennt den Grenzwert dann

die Ableitung oderden Differentialquotienten
der Funktionf(z) an der Stellery und schreibt

ﬁ(xo) — Lim f(z) — f(zo)

dx T—T0 T — Xg

f(wo) =



Analysis I 9. Vorlesung

Definition:  (Fortsetzung)

3) Die einseitigen Grenzwerte (falls existent)

f/([]j(—)i_) P xlirilg f(ZIZ : igico)
f/(gja) P xl_i)rsrclo_ f(ZEZZ : ;;5:130)

heil3enrechtsseitige bzw. linksseitige Ableitung/on f(x) an der
Stellexy.
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Einelnterpretation der Ableitung einer Funktion:

Die Bewegung eines Massenpunktes sei beschrieben durch eine Funktion
c:I —-R3 c=c(t), TCR
wobeit die Zeit undc(t) den Ort des Massenpunktes bezeichnet.

Die Ableitung

Ist dann die
Geschwindigkeit

mit der sich der Massenpunkt bewegt.
Einseitige Ableitungen treten z.B. bei Reflektion auf! Dort ist zwédl.h.
die Bewegung) stetig, nicht aber die Geschwindigkeit.
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Beispielezur Berechnung der Ableitung:

1) Die Funktionf : R — R sei gegeben durch
flx)=2", neN, zeR

Dann qilt fur beliebiger, x5 € R

n—1
" —xy = (x — x9) E " gl
i=0
Damit erralt man:
n—1
, " — xf , IR _
lim — 9% — lim 1) = gl
0 0
T—T0,x7T0 T — T z—x0 L
j:

Die Funktionf(x) = «™ ist damit auf ganR differenzierbar und

f'(x) = na" 1.
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Beispielezur Berechnung der Ableitung: (Fortsetzung)

2) Sind die beiden Funktionef(x) undg(x) differenzierbar, so sind
auch

f()+g(z) und  Af(x) (AER)
differenzierbare Funktionen.

3) Aus 2) undf’(x) = 0 fur f(x) = ¢, c € R, folgt
d n n
- <Z akilfk) = Zak koot
L k=0 k=1

4) Bel vektorwertigen Funktionen wird die Ableitung
komponentenweiséerechnet, zum Beispiel

f(z) = (z,e%,sinz)’ = f'(2)=(1,e" cosz)’

f(z) = (cost,sint)l = f'(t) = (—sint,cost)’
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Beispielezur Berechnung der Ableitung: (Fortsetzung)

5) Ableitungen vorelementarenFunktionen

Funktion | Ableitung
r® ar® 1 (a € R,z > 0)
e’ e’ (x € R)
1 ! (x > 0)
nx - x
x
sin COS & (x € R)
COS —sinx (x € R)
1
tan (a:;éngkw,keZ)

cos? x
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Satz: (Wichtige Differentiationsregeln)

1) Istf: D — W, D cC Rin zy € DY differenzierbar, so ist die
Funktion dort auch stetig.

2) Sindf,g: D — W,D C Rinxy € D" differenzierbar, so istifr
a, 3 € R/C auchaf + (g in x( differenzierbar, und es gilt

/
(af +89) (20) = af (x0) + B (o)
3) Sindf,g: D — R/C,D C Rinxzy € D differenzierbar, so ist auch

die Funktionf - g in x( differenzierbar, und es gilt diéroduktregel:

(f : 9>/(ﬂfo) = f'(z0)g(z0) + f(x0)g'(20)
f(z)

Ist g(xg) # 0, SO istﬂ In z differenzierbar, und es gilt die
g\x
Quotientenregel

([)/ (o) /' (@o)g(@o) — f(20)g' (20)
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4) Seienf: D —-R,g: F — R (D,E C R)und
o € DN (f~YHE)). Sindf, g in 2o bzw. f(x() differenzierbar, so
ISt g o f In z¢ differenzierbar, und es gilt digettenregel:

(g0 f) (wo) = g'(f(@0)) - f'(wo)

5) Ist f : [a,b] — R streng monoton wachsend undig € (a, b)
differenzierbar mitf’(zq) # 0, so ist die Umkehrfunktion
f~1:[f(a), f(b)] — Rin f(xo) differenzierbar, und es gilt:

1
(f77) (o) F(zo) (Yo = f(z0))
6) Ist(.,.) : R” x R™ — R eine Bilinearform, und sing¢l, g : D — R",
D c Rin z € DY differenzierbar, so ist die Funktiofy, ¢g) in

differenzierbar, und es gilt dieerallgemeinerte Produktregel

L(f@)g@)| = {7 (o) a(wo)) + {F(z0). o (20)

r==xQ
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Definition: Ist eine Funktionf : |[a,b] — W in jedem Punktry € (a, b)
differenzierbar, so ist die Ableitung wiederum eine Funktion
fi(a,b) = W

Ist /" wiederum differenzierbar, so &xhh man hiermit die zweite
Ableitung f” von f, u.s.w.

Ist f(x) n—mal differenzierbar aufz, b) und ist zudem die n—te Ableitung
£ (z) auf dem Intervalla, b) stetig, so heit die Funktiofi(z) n—mal
stetig differenzierbar oder auchC™—Funktion.

Gilt dies sogarifir jedesn € Ny, so nennt marf(x) eineC>—Funktion.

f€C%a,b]) & fstetigaufa, b
feC"((a,b)) := fn—mal stetig differenzierbar ald, b]

feC>((a,b)) :&= f beliebig oft stetig differenzierbar alii, b]



