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Beispiele stetiger Funktionen:

1) Konstante Funktioneri: D — W, f(z) = a € W sind stetig.

2) Die Identitat auf einem normierten Vektorraum ist stetig
f: V-V f(x)==x.
3) Die Polynomfunktionen
y=[f(z) = Zakﬂfk
k=0

als Funktionery : K — K mit K = R oderK = C sind stetig.

4) Polynomfunktionen im Variablen
flx1,...,zn) = Z Wy oo, 0L

sind stetig.
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Beispiele stetiger Funktionen:(Fortsetzung)

5) Die Funktion 3/z : [0,00) — R ist stetig auf0, co).

6) Potenzreihen der Form

oo

E akzk

k=0
sind auf dem Bereich der absoluten Konvergenz der Reihe stetig.

Beispiele:exp(z),In z,sin z, cos z, tan z, . . .

7) Sind die Funktionerf(x) undg(x) stetig im Punktzg, So auch

Fa)+9(2), A-f@), @) gl), % (g(z0) #0).

8) Die Komposition stetiger Funktionen ist wieder eine stetige Funktion.

Beispiel: f(x, y) = sin(1/22 + y2) ist auf dem ganzeR? stetig.
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Satz: Seif :[a,b] — R eine stetige, reellwertige Funktiofa, b] C R
abgeschlossen und besahkt.

1) Existenz einer Nullstelle:

fla)- f(b) <0 = ZJz¢€(a,b) : f(zo) =0
2) Zwischenwertsatz:

fla) <e< f(b) = dzo€(a,b) : flzo) =c
3) Min—Max—Eigenschatft:

Es gibtz,, z* € [a, b] mit:

f(z.) = min f(x)  f(z") = max f(x)

€ a,b] x€E[a,b]

4) Stetigkeit der Umkehrfunktion:
Ist f(x) streng monoton wachsend, d.h. mik y folgt
f(x) < f(y), soist auch die Umkehrfunktion
f~t:[f(a), f(b)] — R stetig und streng monoton wachsend.
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1) Wir haben bereits das Bisektionsverfahren kennengelernt. Es
produziert Folgeria,, )nen, (bn)nen Mit (0BAA)

ap < Apa1 < bpi1 < b, undf(a,) <0, f(b,) > 0.

Da lim (b, — a,,) = 0 wird dadurch eine Intervallschachtelung und

n—oo

ein Punktz, definiert mit

lim a,, =9 = lim b,,.
n— 00 n—00

Nun ist wegen der Stetigkeit voh

0> lim f(an) = f(xp) = lim f(b,) > 0.

Dann ist0 = f(zo).

2) Betrachtey(x) = f(x) — cund finde mit 1)y mit
0 = g(z0) = f(z0) — ¢
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3) Zeige die Existenz des Maximums, die des Minimums folgt analog.

Seis = sup f(x), (rn)nen €ine Folge mitlim f(x,) = s. Die
x€la,b] n—oo

Folge(x,)nen hat einen Fufungspunki:*, also eine Teilfolge
(T, )jen Mit lim z,,, = 2. Wegen der Stetigkeit vofi gilt
J—0o0

Fa*) = fF(lim @,,) = lim f(z,,) = s.

j—o0 j—o0

4) [~ [f(a), f(B)] = la,b], y € [f(a), f()]. Betrachte(y, )nen mit
lim y, =y. f umkehrbar= 3 () nen, « € [a,b]: f(z) =y,

f(xn) = yn. ZuU zeigen ist:lim z,, = .

n—aoo

Annahme: de>0:YNeN:In>N: |z, —x| >e.

f monoton=- f(z,) ¢ [f(x —¢), f(x + ¢€)]. Alsoy, 4 v.
Widerspruch! Also lim z, = =.

n—aoo
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Wichtige Bemerkung:

Bei der Min—Max—Eigenschatft ist es wesentlich, dass man ein
kompaktes(d.h. beschanktes und abgeschlossenes) Intervalb]
betrachtet. Sonst gilt die Aussage nicht!!!

Beispiel:

Betrachte die Funktiorf : D — R mit D = (0,00) C R und

Es gilt

D" =0, 00), DND = (0,00)
Die Funktion ist aufD N D’ = (0, oo) stetig, nimmt aber weder ein
Minimum noch Maximum an.

Min—Max—Eigenschatft ist nicht anwendbar, Banicht kompakt ist!!!
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Min—Max—Eigenschaft bei Funktionen mehrerer Veranderlicher:

Definition:  Eine MengeD C R"™ heilstkompakt (folgenkompakt),
falls jede Folggxy )ren, X € D, einein der Menge D konvergente
Teilfolge x;, — x¢ € D (j — oo) besitzt.

Satz: Ist D C R" eine kompakte Menge und ist die Funktion
f : D — R stetig, so gibt es Punkte;, x5 € D mit

flxi) =min f(x)  f(x2) = max f(x)

Merkregel:

Eine stetige Funktion nimmt auf einem Kompaktum ithr Minimum und
Maximum an.
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Satz: (Kriterien fur Kompaktheit)

Fur eine MengeD C R sind die folgenden Eigenschaftaguivalent:

1) D ist kompakt
2) D ist abgeschlossen und besaikt

3) Heine—-Borel-Uberdeckung:
JedeUberdeckung vorD aus offenen Mengen besitzt eine endliche
Teiluberdeckung:

k
DCUUZ', U,offen = 3di,...,7. €1 : DC UUZJ
= j=1
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Beispiel: SeiS™~! die Einheitsspére inR™ beziglich der Norm|| - ||:
Sthi={xeR" | x| =1}

Offensichtlich istS”~! kompakt (abgeschlossen und besgatkt). Damit
existieren @ir jede gegebene Matrix € R(™"™) zwei Vektoren
X1,X9 € S™—1 mit

|Axa[| = min [[Ax]|  [[Axz| = max |Ax]|
X€Sn—1 XESn_l

Dies folgt aus der Min—Max—Eigenschaft, denn die Funktion
p:R" =R,  p(x)=[Ax|

ISt stetig.
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Gleichmaldige Stetigkeit:

Definition:  Eine Funktionf : D — R™, D C R"™ heifdtgleichmallig
stetig, falls gilt:

Ve>0:d0>0:Vx,xg€ D :

Ix —xol| <0 = |if(x) —f(xo0)]| <e

Satz:
Jede stetige Funktion auf einem Kompaktiimst gleichnalflig stetig.

Beispiel: Die Funktionf(x) = exp(z) ist offensichtlich stetig auR.
Ist f(x) auch gleichral3ig stetig?



