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Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

00 k
Z
k=1

Anwendung des Quotientenkriteriums ergibt

Zk+1
(k+1)! AR ||
= = 0 (k
2k Zk(E+ 1) k+1 - (k= o)
k!
Damit konvergiert die Reihe (absolut).
Setze {ir alle komplexen Zahlea € C
O Zk
exp(z) = Z !

k=0
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Umordnungssatz fir Reihen
Seic : Ny — Ny eine beliebige Bijektion (Permutation) alNf

Vergleichez ap — Mit Z . (o = a(k))
k=0 k=0

Beispiel(alternierende harmonische Reihe)

Satz:
oo
1) Ist die Reihe)  a; absolut konvergent, so ist auch jede umgeordnete
k=0
Reihe ) * a,, absolut konvergentund esgi}t’ ax = > a,,
k=0 k=0 k=0

2) Istdie Reihe) " a,, fur jede Permutation : Ny — Ny konvergent,
k=0

so ist die Ausgangsreihg _ a; absolut konvergent.
k=0
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Produkt von Reihen
Ausmultiplizierervon Reihen mglich?

50) (£ £

k=0 k=1=0

Rechte Seitejedes Indexpaaik, ) € Ny x Ny tritt genau einmal auf

Satz: Die Reihen)_ a; und ) b; seien absolut konvergent.
k=0 1=0

Dann ist die Reihe) | a,, b, flrjede Numerierung der Indexpaare
k=0

(o, 1) : Ng — N2 (Bijektion) absolut konvergent und es gilt:

5= (3m) (52)
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Beweis: Furm e N gilt far hinreichend grol3e¥

Z\a(,k b, | < ZZ\ak\ | < (ka) <2|bl|> . Also ist die

k=0 [=0

Reihe Z as, b, absolut konvergent, ihr Grenzwert ist nach dem
k=0
Umordnungssatz unabhgig von der Permutatidi, ). Zur

Berechnung des Grenzwerteahit man eine spezielle Reihenfolge

o 1 2 3 ... (o)
0 0 3 &8 15
1 1 2 7 14
2 4 5 6 13
3 9 10 11 12
(hur)
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Spezielle Reihenfolge: o 1 2 3 (ok)

0O |0 3 &8 15

1 1 2 7 14

2 |14 5 6 13

3 9 10 11 12

oy

Furm = (n + 1)? — 1 ergibt sich dann
Y by, = (a0 + a1+ ...+ an)(bo + by + ... + by) und daher
k=0

e () (£9)-(£4) (5
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Weiterer Spezialfall: Numerierung entlang der Diagonalen

o 1 2 3 ... (ok)
0 0O 2 5 9
1 1 4 8 13
2 3 7 12 18
3 6 11 17 24
(k)

Man erlalt damit dasCauchy—Produkt der Reihen

(&) (5) = )

= aobo + (aobl + alb()) -+ (aobg —+ a1b1 —+ azbo) + ...
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Anwendung zum Cauchy—Produkt: Fur die durch

exp(z Z x (z €Z)

definierteExponentialfunktion gilt die Funktionalgleichung

exp(z + w) = exp(z) exp(w).
Begrindung: Die obige Reihe ist absolut konvergent. Damit folgt

00 Zk n k wn— k
exp(z) exp(w) = <Z k') (Z ) sz'n—

k=0 1=0 n=0 k=0
— 1 - n k n—k
S 3R b o R
.1
- va( 2+ w)" = exp(z+w)
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Kapitel 4. Stetigkeit und Differenzierbarkeit
4.1 Stetigkeit, Grenzwerte von Funktionen

V und W normierte Vektoraume,f : D — W, D C V eine Funktion.
Definition:

1) Ein Punktzy € V heil3tHaufungspunkt von D, falls eine Folge
(T )nen eXistiert mit
VvneN : x,€D, x,F#x9, lim z,=2xg

Wichtige Notationen:
D’ = Menge aller Fufungspunkte vo
D = D U D' abgeschlosseneile (topologische Abschluss) van

2) Die MengeD heiRtabgeschlosserfalls D’ ¢ D, alsoD = D gilt
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Definition: (Fortsetzung)
3) Zuxg € V unde > 0 bezeichne
K. (xg) ={xz eV ||z — x| <€}
die (offene) Kugel umzy mit Radius ¢

4) Die MengeD heil3tbeschiankt, falls es eire > 0 und einzg € V
gibt mit D C K.(xo)

5) Ein Punktzg € D heifl3tinnerer Punkt von D, falls es eire > 0 gibt
mit Kg(x()) C D.

Notationen:
D'(=int(D)) = Menge aller inneren Punkte vonD

= (offene) Kern von D = Innere von D

6) Die MengeD heifRtoffen, falls DY = D gilt
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Beispiele:

1) D=(0,1) C Ristoffen mitD’ = [0,1], D = [0,00) C R ist
abgeschlossen

2) SeiD = (—o0,0) U{1} U (2,00) =
D' = (—00,0]U][2,00)

D

(—00,0] U {1} U[2,00)
D’ = (—00,0)U(2,00)

3) D= K.(xg) C V istoffen
D' ={z ||z — 20| < e} =: K.(x0) ist die abgeschlossene Kugel

4) Innere Punkte:, € D' sind immer Haufungspunkte von D, da

E z

20, n—oo, zeV, 2z#0
n+1|z| ’ 7

To +

11
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Definition: Gegebensef : D — W, D C V und einzg € D’

1) f(x) konvergiert fir x — x9 gegen den Grenzwerty, falls fur
jede Folge(xy, )nen, Tn € D, x, # 1 gilt:

lim z,, =29 = lim f(z,) =0
n— 00 n—0o0

Notation: lim f(z) = yo

r—TQ
2) Im Fall D = R lassen sicleinseitigeGrenzwerte definieren:

lim f(z)=vy9 < V(Tn)new : Tn € D, z, < x¢:

a:—>x(;

Im z,, =29 = lim f(zy,) = yo
n— 00 n—oo

lim+ flx) =9y = V(@p)new : Tn € D, x, > 20 :

Iim z,, =29 = lim f(zy,) = Yo
n—o n—0o
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Beispiel 1. Betrachte die Funktion definiert durch

0 : z<0ANzxz=1
flz) =

1 : sonst

Fur x — 0 existiert der Grenzwert der Funktion nicht! Weiter gilt

lim f(z) =1# f(1)

r—1

Notation:  Sprungfunktion
Beispiel 2:  Fur die Funktionf : R\ {0} — R, f(z) = sin(1/x)
existiert weder der Grenzwertim f(x) noch lim f(x).

x—07F x—0~

Beispiel 3:  Fur die Funktionf(z) = 1/x existieren die beiden
einseitigeruneigentlichenGrenzwerte

: 1 . 1
lim — =+ lim — = —o¢
r—0+ I r—0— X
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Bemerkung: Grenzwertatze fir Folgen gelten auch bei Grenzwerten
von Funktionen, d.h.

1) Fur den Grenzwert einer Summe gilt:

lim (f(z)+g(x)) = lim f(z)+ lim g(x)

r— X r— X T— I
2) Fur den Grenzwert eines Produkts migilt:

lim (\f(z)) = A- lim f(x)

Tr—xq Tr—xg

3) Ist der Wertebereichl” gleichR oderC, so gilt fur Produkte:
lim (f(2) - g(x)) = ( lim f(z))-( lim f(2))

r— I r— I r— I

Entsprechend giltifr vektorwertige Funktionen iIR™ oderC":

lim (fi(),. .., fo(z)) = ( lim fi(z),..., lim fn(:z:))

r— I r— I r— I
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Definition:  (Stetige Funktionen) Seif: D —-W,D CV

1) Die Funktionf(x) heil3tstetig erganzbarin zo € D’, falls
lim f(xz) existiert (und endlich ist).

r— X0

2) Die Funktionf(x) heifdtstetig inxy € D N D', falls
lim f(z) = f(xg) gilt.

Tr—Iq

3) Die Funktionf(x) heil3tstetig, falls f(x) in allen Punkten
xo € DN D' stetig ist.

Satz: (e——Definition)
Furzo € D N D’ sind die folgenden Eigenschaftaguivalent:

1) f(x)ist stetig inxg, d.h. lim f(z) = f(xg)
2) Ve>0:d6>0:VaxeDbD :

lz =zl <0 = |[f(z) = flzo)l| <e
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Bewels:
1)=2): Annahme:de >0 : V>0 : das e D :

lzs = zoll <6 A [[f(@s) — flzo)| = &

. 1 . . .
Die Wahlo = — (n € N) generiert eine Folgér,,)ncw, ., € D mit
n

e = zoll < = A lf(@n) — Fwo)] 2 ¢
Wegen|| f(z) — f(zo)| = ¢ gilt
T, £xrg = xn € D\{xo}
sowie

lim x,, = xg
n—00

Gleichzeitig konvergiert abérf (x, ) )»cw nNicht gegenf(zg) =

Widerspruch dazu, dasg(z) im Punktz, stetig ist.
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Beweis:(Fortsetzung)
2)=1). Esgelte

nli_)rlgoxn:xo, r, € D\ {xo}
Zu e > 0 wahlt man einy > 0 mit
VeeD : |e—xzol <6 = [f(x) - flzo)ll <e
Sei nunN = N (&) mit
Vn>N : |z, —xo|| <9
Dann folgt direkt
V=N |f(zn) — flzo)] <e

also
nh_{go f(xn) = f(xo)
Damit ist die Funktionf (x) stetig im Punktz.
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