Analysis I

6. Vorlesung

Analysis I fiir

Studierende der Ingenieurwissenschaften

Reiner Lauterbach
Fachbereich Mathematik
Universitit Hamburg

Technische Universitat Hamburg—Harburg
Wintersemester 2004/2005
Basierend auf der Vorlesung von
Jens Struckmeier (WS 2001/02)



Analysis I 6. Vorlesung

3.3 Folgen in Vektorraumen

In Abschnitt 3.2: Konvergenzkriterien fiir reelle Folgen (a,,)nen, an € R
Sei nun (V|| - ||) ein normierter Vektorraum.

Wiederholung aus Abschnitt 3.2:

Definition: Konvergenz von Folgen
Sei (ay, )nen eine Folge in V' (Vektorraum mit Norm || - ||)

3) Eine Folge (a, )nen heilit konvergent mit Grenzwert (Limes)
a €V, falls

Ve>0: dN=N(e)eN :Vn>N : |a, —al| <e¢

Beispiel: (Unendlich—-dimensionale) Funktionenrdume
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Endlich—dimensionale Vektorraume (zum Beispiel R™)

Satz: (Normiquivalenzsatz)

Je zwei Normen || - || und || - ||” eines endlichdimensionalen Vektorraums
V' sind aquivalent, d.h. es gibt positive Konstanten C'y, C's > 0 mit

voeV o Cifvll < lof]" < Caoflvf

Konvergenz und Grenzwert einer Folge sind unabhingig von der Norm.

Folgerung: Eine Folge (x,,,)men im R™ konvergiert genau dann,

wenn alle n Koordinatenfolgen (x§m))m€N, j =1,...,n konvergieren.

Der Grenzwert der Folge 14dsst sich komponentenweise berechnen.

Beispiel:

1 1\ n2+2n+3\" 1\7
li -1 - —(0.2.=
S (n’ T exp (n) T 2n?2 —1 ) 72
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In endlichdimensionalen Vektorraumen gelten daher auch
e das Cauchysche Konvergenzkriterium

Ja : a,, — a(m — o0)
& Ve>0 IN=N(E) : myn>N : |lay, —au|| —0

e und der Satz von Bolzano, Weierstral}

Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge

Beispiel: Fiir a,, := 2", z € C gegeben, gilt

z| >1 = |a,| = |z|" unbeschrinkt = (a,),cn divergent

Izl <1 = Ja,|=2]"—0(n—00) = lim 2" =0
n—0o
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3.4 KonvergenzKkriterien fiir Reihen

Definition:  Sei (a,),cn, eine vorgegebene Folge mit a,, € R oder C.

Dann ist (S, )nen, mit

n
Sn — E aj
k=0

eine
Reihe (in R oder C)
Die Elemente s,, der Folge (s;,)ncn, nennt man auch Partialsummen.

Ist die Folge (s, )nen, konvergent, lim,, .. s, = s, so bezeichnet

oo
E ap :— S
k=0

den Grenzwert der Reihe.
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Satz: (Konvergenzkriterien fiir Reihen)

1) Cauchysches Konvergenzkriterium

Zakkonvergent & Ve>0 dN . myn> N
k=0

<€

m
D
k=n

2) Notwendige Bedingung

oo

Z ar konvergent = klim ar =0
— OO

k=0

3) Linearitat

Sind ) ax, Y bx konvergente Reihen, so konvergieren auch die
Reihen > (ar + bx), Y (Aax), und es gelten
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3) Linearitat (Fortsetzung)

Z(ak+bk) = Zak+zbk
k=0 k=0 k=0
Z()\a,k) = A Z arg
k=0 k=0

4) Leibnizsches Kriterium

Alternierende Reihen der Form Z(—l)kak, ar > 0, fiir die
k=0
(ak)ken, eine monoton fallende Nullfolge ist, sind konvergent, und

es gilt die EinschlieBung:

2n—1 o0 2n

Y (-Dfar < ) (-Dfar <) (-DFm
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o2n—1 2n
Beweis zu 4):  Seien u,, := E (=1)*ay, Up 1= E (—=1)*ay,
Dann folgt
Up+1 = Up + (a2n — a2n—|—1) > Up
Unt1 = Up — (Q2nt1 — G2nt2) < Up
Up = Up+ A2p = Up
Up — Up = G2, — 0 (n— 00)

(Un )nenN, (Un)new bilden Intervallschachtelung, konvergieren gegen

gemeinsamen Grenzwert und

un <Y (-DFar < o

k=0
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Beispiel: Die geometrische Reihe > ¢* =1+q¢+¢*>+..., ¢q€C
k=0
konvergiert fiir |¢| < 1, denn fiir die Partialsummen gilt wegen

" -y = (z—y) Yy a" Iy
j=1
mitzr=1,y=qundm=n-+1
n 1_qn—|—1
_ k_
Sn—zq 1—gq

k=0
Daraus folgt

S 1

> ¢t = —

k=0 l—gq

Fiir |g| > 1 ist die geometrische Reihe divergent.
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Beispiel: Die harmonische Reihe

Zl—H T
& 3 4

ist divergent.

Es gilt

Damit ist das Cauchy—KTriterium

o0 m
Zakkonvergent & Ve>0 dN @ m,n> N Zak < €
k=0 k=n

fiir ¢ < 1 verletzt.
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Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

o0 1 1 1 1
—1)F—— =1— =+ = — = 4 ...ist konvergent.
kz::O( ) P 2—|—3 4—|— ist konverg

Dies zeigt man mit Hilfe des Leibnizschen Kriteriums.

Zur Erinnerung: alternierende Reihen, deren Folgenglieder eine

Nullfolge mit monoton fallenden Betrdgen bilden, sind konvergent.

Der Grenzwert lautet:

> 1
)P~ —1n2=0.69314 ...
];)( A

11
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oo

Definition: Eine Reihe ) a; heifit absolut konvergent, falls die
k=0
Reihe ) |ax| konvergiert.
k=0

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

Z(—l)kL_l—l—Fl—l—F
o k+1 ~ 2 3 4 7

ist konvergent, aber nicht absolut konvergent. Es gilt

1
— (—1)F ——
und daher ist
> 1 1 1 > 1
)V | =1+ S D= —
];)( )k+1| HCRIER ;k

gerade die harmonische Reihe, die nicht konvergiert.
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Satz: (Kriterien fiir absolute Konvergenz)

n

1) > aj absolut konvergent < (Z |a,k|> beschrinkt.
k=0 k=0 n>0

2) Majorantenkriterium

@) 0
lag| < b A Z b, konvergent = Z aj, absolut konvergent
k=0 k=0

3) Quotientenkriterium Seiap # 0 (Vk > ko)

Ak+4+1

<g<l Vk>ky = Z aj, absolut konvergent
Qg

k=0

4) WurzelKkriterium

Viar| <qg<1 (YE>ko) = Z ay, absolut konvergent
k=0
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Bewelis:

zu 1): Die Folge ( > |ag |) 1st monoton wachsend und daher genau
k=0

dann konvergent, wenn sie beschrinkt ist.

zu 2): Da|a| < by fiir alle k gilt, ist b, > 0. Die Reihe ) by ist nach
k=0
Voraussetzung konvergent, wegen b > 0 aber auch absolut konvergent.

Nach Teil 1) ist die Folge ( > bk) damit beschréankt. Aus
k=0
D laxl <) bi< ) by
k=0 k=0 k=0

folgt dann, dass die Folge ( > |ag ]> beschrinkt und nach Teil 1) absolut
k=0

konvergent ist.

14
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Beweis: (Fortsetzung)

zu 3): Aus Be+1

direkt

< q (Vk > kg) folgt mit vollstandiger Induktion

Qag

lak| < ¢ lay,|

und somit fiir alle n

n ko—]_ ’I’I,—k()
D lael <) larl +lar| Y ¢
k=0 k=0 j=0

ko—1 |
< /;) ak| + |ak, 1—g

N~

Beschranktheitskonstante

Nach Teil 1) ist ) a absolut konvergent.
k=0
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Beweis: (Fortsetzung)

zud):  Aus {/|ai| < q (k > ko) folgt direkt |az| < ¢” fiir alle k > k.
Wie in Teil c¢) folgt daraus

n ko—1 ko n
Z lag| < Z lax| + |ak, | 1q = Zak absolut konvergent
k=0 k=0 — 4 k=0
Bemerkung:

a) Das Quotienten— bzw. Wurzelkriterium 1ist erfiillt, falls gilt

lim L <1 bzw. lim v |ak| < 1

k—oo ag k— o0
b) Die Reihe ) ay ist dagegen divergent, falls gilt
k=0
. Q41 . %
lim >1 bzw. lim v/|ag| > 1

k—oo ap k— o0
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Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

> e

k=1
Es gilt
1 I k+1-Fk 1
ko k+1  k(k+1)  k(k+1)
und daher

> Loy et
~kk+1) 2 2 3 7 n n+l

Daraus folgt

oo n 1
. v (1
;kku nirréol;k(kﬂ) nEF.lo(

Die Reihe ist also (absolut) konvergent.

17
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Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

oo

1
o (reN,r > 2)
k=1

Nach dem letzten Beispiel gilt

n n

1 1 1
PSS LET Tl
k=1 k=2

k=1

n n—1
1 1
< 1 =1 < 2
P S WD
k=2 k=1
Damit ist die Reihe (absolut) konvergent.

Einige Grenzwerte

DT gy Zk__L




