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Folien 5. Vorlesung



3.2 Konvergenzkriterien fur reelle Folgen

Definition:  Eine reelle Folge (an),,cn heifdt

monoton wachsend = Vn<m : oan < am
streng monoton wachsend = Vn<m : an < am
nach oben beschr ankt < JdJCeR : Vn: an < C

Analog: monoton fallend, streng monoton fallend, nach unten beschrankt

Satz:. Eine monoton wachsende, nach oben beschrankte reelle Folge
(an)nen iSt konvergent mit Grenzwert

lim ap = sup{an |n € N}
n—aoeo



Satz: Eine monoton wachsende, nach oben beschrankte reelle Folge
(an),en ist konvergent mit Grenzwert

lim ap = sup{an|n € N}
n—oeo

Beweis:  Folge ist nach oben beschrankt = {a,, | n € IN} besitzt Supre-
mum

s :=sup{an|n € N}
Sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N (&) mit
s—e<any<s
Die Folge (an),cn ist monoton wachsend, also folgt
s—e<an<an<s Vn>N
d.h.
s —an| <e Vn>N(e)



Folgerung: Prinzip der Intervallschachtelung

Sind (an)ne, (bn)nen reelle Folgen mit
a) (an),ecn Monoton wachsend

b) (bn),ecn Monoton fallend
C) VneN  anp<by

so sind beide Folgen konvergent

Gilt Gberdies
so haben (an),ecn Und (bn),cn denselben Grenzwert, i.e.

¢ = lim an, = lim by
n—oo n—oo

Zusatzlich gelten die Fehlerabschatzungen

jan — &| < [bn — an b — &| < [bn — an



Beispiel :  Arithmetisch—geometrisches Mittel

Definiere fir O < a < b rekursiv zwei Folgen (an)nelNo und (bn)nglNo
mittels

apg -=— a bop := 0>
an + b
a/n_l_]_ —V Cl/nbn, bn_l_]_ L= %

Die Folgen (an)y,cn, Und (bn),cn, bilden Intervallschachtelung, es gilt

1
(bnt1 — ant1) < 5(bn —an)
Der gemeinsame Grenzwert von (an),en Und (bn),eN
agm(a,b) := lim _an = lim by

— 00

heildt

Arithmetisch—geometrisches Mittel



Bernoullische Ungleichung:  (Beweis: vollstandige Induktion)

Ve>-1,neN: (14+z2)">1+nx

Gleichheit gilt nur bein = 1 oder x = 0O

Beispiel : Geometrische Folge a, := ¢" mit g € R.

q>1

im ¢"=+40c0 ("=14+(@-1))">1+n(qg—1))

n—aoeo

1 n —
n||_>mooq =1

. n — n 1 1
Jim ¢ =0 (0" = axajeny S /D)

im ¢" =0 (|¢"| =|q|™)

n—aoeo

(¢™) beschrankt, aber nicht konvergent (¢ € {—1,1})

(¢") divergent, kein uneigentlicher Grenzwert



Satz: Seien (an),en und (bn),,c konvergente reelle Folgen. Dann gel-
ten

b) Vn : by 0 A lim by % 0 im () — o
. A IM — Im — | =
) n n 7’_& n—oo 7’_& N— 00 <bn) n“—>moo bn

c) Vn : an >0 AmeN = im Ya, = mnli_)mooan

n—aeo

Beweis:  Seien (an),en und (bn),cn zZWei konvergente Folgen mit

lim ap, = a lim b, = b
n—oo n—oo



Teila):  Es gilt (fir hinreichend grofl3e n)

lanbn — ab] = |anbp — anb + anb — ab|
< lan|-|bn —b] + |b] - [an — al
< Ca-|bn —b[+|b] - |an —a
< (Cq +1|b])e

Teil b):  Da by = 0 und b = O existiert eine Konstante C', > 0 mit

Damit gilt

1 1 1 1

b—b
fir n hinreichend grol3 und die Aussage in b) folgt direkt aus Teil a)

(denn 1/b, — 1/b)




Teil c):  Wir setzen folgenden Satz voraus (Beweis Ansorge/Oberle):

Satz:. Zua > 0undm € N existiert genau eine Zahl w > 0 mit w™ = a.
Diese Zahl wird mit w = %/a bezeichnet.

1. Fall:  Sei (an),cn €ine Nullfolge und € > O vorgegeben
an < e Vn>N(EM)
Daraus folgt

0 S m\/a/n <€
und daher a,, — O fur n — oo

2. Fall: Seia > 0. Verwende die Identitat

m
2™y = (z—y) Y ™Iyl
j=1



Identit at:

m
(z—y) Y 2™y = (@-y) @O0+ 4 2O
=1
= xmyo + ...+ xoym_l — mm_lyl — ... xoym
— M _ ym

Setze nun x = "Wa, und y = Ya. Dann folgt

Van — Va| = an = g
Van - Ve (am)m=1 4.+ (Ra)yml
lan — al
S (Waym1
< C-¢

firn > N(&)



Bemerkung: Die Aussagen a) und b) gelten auch fiir komplexe Folgen

Beispiel:  Gegeben sei die Folge

an = \/n2—|—5n—|—1—n

Eine Umformung ergibt:

1
:(n2—|—5n—|—1)—n2: 5+ﬁ
mn n

an

und damit




Beispiel:  Wir betrachten die Folge

n
n
Kapitalverzinsung: Anfangskapital Kq, Jahreszinssatz p
Kq = Ko(l -+ p) jahrlich
2
Ky = Ko (1 + g) halbjahrlich
4
K, = K, (1 + g) vierteljahrlich
p \ 12 _
Ki» = Kj (1 -+ E) monatlich
K Ko (14 -2 )" taglich
= aglic
360 0 ( + 3 60) g

Untersuche die Konvergenz der Folge (an),cn:

n—oo



Fur p > O zeigt man direkt:
e die Folge (an),cN ist streng monoton wachsend

Ap4-1
an

e die Folge (an),cn ist nach oben beschrankt

> 1

P n l . )
14+=) <4" (fureinl > p)
n
Damit konvergiert die Folge:

lim an — ep
n—oo

Formel gilt auch fur negative p.
Spezialfall

1 n
lim (1 + ;) = e =2.718281828 ...

n—oo

(Eulersche Zahl )



Satz: (Cauchysches Konvergenzkriterium)
Der R ist vollst andig, d.h. jede reelle Cauchyfolge ist konvergent.

Zum Bewels verwendet man das Konzept von
Haufungspunkten

einer gegebenen Folge (an),cN-

Definition: Sei (an),enN €ine Folge. Die Grenzwerte konvergenter Teil-
folgen von (an),cn NeNnt man die Haufungspunkte der Folge  (an),eN-

Satz: (Satz von Bolzano, Weierstral})
Jede reelle, beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.



Satz: (Cauchysches Konvergenzkriterium)

Der R ist vollst andig, d.h. jede reelle Cauchyfolge ist konvergent.
Beweisidee:

Zeige zunachst, dass jede Cauchyfolge beschrankt ist:

lan| = lan —any +an| < e+ |ap|
Nach Bolzano, Weierstral3 besitzt (an),,cn €inen Haufungspunkt £. Dann
gilt

lam — &l = |am — an;, + an;, —&|
€ £
S \lam_ankl + 1ank—§L < 5"‘525
Caucﬁyfolge Héufunﬁspunkt
Notation:

liminf a, = Kkleinster Haufungspunkt
lim sup an, = grofdter Haufungspunkt



