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Beispiel: Taylor—Entwicklung der Exponentialfunktion

Betrachte die Exponentialfunktiof{z) := exp(x). Zunachst gilt:

(exp(z)) = exp(a)

Daher gilt nach der Taylor—Entwicklung mit Entwicklungspumkt= 0:

2 n

T T
exp(x):l—l—a:—l—?—l—...—l—ﬁ—l—Rn(x;())

Das Restglied lautet:

exp(§)
R, (x;0) = (n+1)!a: Tt =6z, 0<b<1

Fehlerabscatzung fir0 < z < 1:

exp(§) e
(n + 1)!3j =

Zum Beispiel:  |Rio(z;20)| < 6.81-107%.

| B (;20)] =
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Beispiel: Taylor—Entwicklung der Sinusfunktion

Betrachte die Sinusfunktiofi(x) := sin x. Zunachst gilt:

d . d :
— S1 p— _ —_— — S1
d:ESDZE COS X dzCOSCIZ S111 &
Daher gilt nach der Taylor—Entwicklung mit Entwicklungspumkt= 0:
. 333 $5 . :C2n-|—1
Smx:x—g—l—a—...—i—(—l) on T 1] + Ronia(x;0)

Das Restglied lautet:

R, (x;0) = (=1)"*! (220i€3)'a:2”+3, E=0x, 0<6<1

Furx € |[—7/6,7/6], x # 0 undn = 3 ergibt sich folgende Absétzung
fur denrelativen Fehler:
RS(SE‘;O)‘ - mRg(x;0)

sin x 3|x|

1 m /m\8
< -2 (Z) =1.63-10"8.
<53 (5)
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Bemerkung:

Die Taylor—Reihe

— f ") (o)

Z Ll (z = @0)"

k=0
einerC*°—Funktion ist im Allgemeinen

nicht konvergent.

Konvergiert die Reihe, so nicht notwendigerweise gefjen.

Gilt aber

20 £ (R) (5, )
o)y =S L0

k!
k=0

so nennt man die Funktiofireell analytisch oder eineC'*—Funktion.
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Folgerungen aus der Taylor—Formel:
a) Satz: Gilt fur eineC™*!'—Funktionf : [a,b] — R
Veelab : fOY(@)=0

soistf(x) ein Polynom lkbchstens:—ten Grades.

Begrindung:

Das Restglied?,, (z; x¢) nach Lagrange verschwindet identisch.
b) Satz: Sei f : [a,b] — R eineC*—Funktion undc* € (a, b) eine

einfache Nullstelle dieser Funktion. Dann ist das Newton—Verfahren mit
Startwerten in der Bhe vonz* quadratisch konvergent

Begrindung: Aus der Taylor—Entwicklung zweiter Ordnung folgt:

(xn—l—l —ZE*) - f//(gn) (xn L ZU*)

B 2f"(xn) (x*, x)
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Interpretation der ersten Folgerung:

Wir betrachten digewbhnliche Differentialgleichungy (1) = 0. Dann
ergibt sich als bsungsraum genau der Raum der Polynome vom Grad
hochstens:. Schon hier knnen wir feststellen, dass eindeutige
Losbarkeit nur durch zaszliche Forderungen an diégung erzielt
werden kann. Dieses Thema wird uns noch @élidich beschftigen.
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c) Taylor—Formel fur Polynome:

Ist die Funktionf(x) selbst ein Polynom vom Grad also

n

fl@) =) arz®  (an #0)

k=0

so ist das Taylor—Polynom-ten Grades zu einem beliebigen
Entwicklungspunktzy € R gegeben durch

n ) (0 )
ple) =5 L)

k!
k=0

und identisch mitf(x), d.h.

n

D art’ = i f(k:v%) (x — xo)"
k=0 '

k=0

Damit istp(x) nur eine Umordnung béglich des Punktes,.
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d) Satz: (Kriterien f Ur lokale Extrema Il)

Ist f : [a,b] — R eineC*—Funktion, so giltér zo € (a,b):
1) f'(xg) =0 A f"(x0) >0 = f(x)hatinz, ein strenges
lokales Minimum.
2) f'(x0) =0 A f"(x9) <0 = f(z)hatinzg ein strenges
lokales Maximum.

Problem: Was passiert im Falf’(zq) = f"(xg) = 0?

Hier gibt es zwei Mbglichkeiten

1) Der statiorare Punkt ist tatschlich einstrenges lokales Minimum
oder Maximum.

2) Der statio@re Punkt ist eiitWwendepunkt.
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Frage: Wann gilt 1) oder 2)?
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1) Der statiorre Punkt ist tagschlich einstrenges lokales Minimum
oder Maximum, wenn gilt:
Ist f eineC?"—Funktion @ € N) und gilt:
Vk=1,2,....2n—1 : f®(zg)=0
S0 istx( ein strenges lokales Minimum bzw. Maximum, falls
F(z0) >0 bzw. f@(29) <0
Beispiel: Betrachte die Funktiorf(xz) = 2° — x*. Dann gilt:
f'(x) = bda*—4x® f"(x) =20z° — 1227
O (z) = 6022 —24z f®(z) =120z — 24
Daraus folgt:

F0)=0 f0)=0 f20)=0 fH0)=-24
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2) Wendepunkt = Links—Rechtskurve oder Rechts—Linkskurve

Konvexitat

Definition: Eine Funktionf : [a,b] — R heil3tkonvex (oder eine
Linkskurve), falls fur allex; < x < x5 in [a, b] gilt:

r — I

flz) < fxr) + (f(x2) — f(x1))

Lo — L1

Die Funktionf(x) heil3tkonkav (oder eineRechtskurve), falls fur alle
r1 < x < x2in |a,b| gilt:

r — I

f(z) > fxy) + (f(x2) — f(x1))

Lo — 1

Gelten jewells die Ungleichungen mit bzw. >, so nennt man die
Funktionenstreng konvexbzw. streng konkav.
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Satz: Sei f(x) eineC*—Funktion aufla, b]. Dann gilt:

Vze(ab) : ff(2)>0 = f(x) streng konvex

Ve (ad) : f"(2) <0 = f(x)streng konkav

Bemerkung: Der Graph einer konvexen, differenzierbaren Funktion liegt
stets oberhalb seiner Tangenten.

Definition: Fur eine Funktionf : |a, b] — R sagt man:
f(x) hatinxg € (a,b) einenWendepunkt, falls

1) f(x) fur hinreichend kleines > 0 in (zg — €, z¢) konvex und in
(0, xo + €) konkav ist Links—Rechtskurve)

oder

2) f(x) far hinreichend kleines > 0 in (zg — €, x¢) konkav und in
(xg,zo + €) konvex ist Rechts—Linkskurve)
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Satz: (Kriterien f ir Wendepunkte)
Seif : [a,b] — R eineC*-Funktion
1) Istzg € (a,b) ein Wendepunkt, so giltf”’ (zq) = 0

2) Giltfurzy € (a,b): f"(xg) =0, f"(xg) > 0, SO IStz €in
Wendepunktund f(x) ist beizy eineRechts—Linkskurve.

Giltfurzg € (a,b): f"(zg) =0, f""(z¢) < 0, SO istzg ein
Wendepunktund f(x) ist beix, eineLinks—Rechtskurve.

Beispiel: Wir betrachten die Funktioffi(z) = 2% — 2°:
f'(x) =42 = 32> f'(x) =122* — 62  f"(x) =242 —6
Im Punktxy = 0: f(0)=0 f7(0)=0 f"(0) = —6
= Die Funktion hat inty = 0 einen Wendepunkt (Links—Rechtskurve)

Lokales Minimum beiz; = 3/4: f(3/4)=0 f7(3/4) =9/4



