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Kapitel 5.  Weiterer Ausbau der Differentialrechnung

5.1 Extremwerte, Mittelwertsatze, Satz von Taylor

Lokale Extremwerte

Definition: Seif : D — R (D C V, V normierter Vektorraum)yy € D.

1) f(x) hatinzq einglobales Maximum, falls gilt:
VeeD : f(x)< f(xo)
2) f(x) hatinzg einstrenges globales Maximumfalls gilt:
Ve e D\{xo} :  f(z) < flxo)

3) f(xz) hatinzg einlokales Maximum, falls es eire > 0 gibt mit:

veeD : |z—-xf <e = flz)< f(zo)
4) f(x) hatinzg einstrenges lokales Maximumfalls es eire gibt mit:

VeeD : 0<|z—x0]<e = flz)< f(xo)

Analoge Definitionen gelteruf minimale Funktionswerte (Extremwerte).
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Satz: (Kriterium f tr lokale Extrema I)

Besitztf : [a,b] — R in einem Punkt, € [a, b] ein lokales Extremum
und istf(x) in x( differenzierbar, so gilt:

a<xg<b = f/(ilfo):()

/ < (0 furein Maximum
ro=a = f'(xg):
> (0 furemin Minimum

/ > (0 fur ein Maximum
ro = b = f (.Cl?()) g
<0 fdrein Minimum

Bemerkung: Die Punktery mit f'(zg) = 0 heil3enstationare Punkte.

Die Bedingungf’(zq) = 0 ist lediglich einenotwendige Bedingungfr
ein Extremum. Randpunkte sowie Punkte, an defian nicht
differenzierbar ist, werden mit der notwendigen Bedingung nicht erfasst.
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Beispiel:
Betrachte die Funktiorf(z) = 2?v/1 — 22 auf dem Intervall0, 1). Es
gilt
, 2x — 317
= -1 <z <1

Stationare Punkte: 2z — 32° = 0=z € {—/2/3,0,+/2/3}

(>0 —1<z<—4/2/3
<0 : —4/2/3<x<0
>0 @ 0<z<+4/2/3
<0 @ V2B <z<]

Globale Minima beir = £1, 0 mit Funktionswertf (x) = 0.
Globales Maximum bet = /2/3 mit Funktionswertf (z) = 2/(3v/3)

(—v/2/3 ¢ D).

f'(x) =«
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1) Satz von Rolle
Ist f : |a, b] — R stetig und differenzierbar au#, b), so gilt:

fla)=f(®) = Fzo€(a,b) : f'(z0)=0

2) Erster Mittelwertsatz
Ist f : |a, b] — R stetig und differenzierbar aué, b), so gilt:

f(6) — f(a)

E|$0 - (CL,b) : f’([CO) = b a

3) Zweiter Mittelwertsatz
Sind die Funktionerf, g : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf
(a,b) und giltg’(z) # 0 fr allex € (a, b), so gilt:

f(xo)  f(b) — f(a)

Iz € (a,b) g (zo)  g(b) —gla)
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Monotone Funktionen
FUr eine aufla, b] differenzierbare Funktion gilt:

Ve : f'(z) >0 & f(z) monoton wachsend
Vo : f'(z) >0 = f(z) streng monoton wachsend
Ve : ff(x)<0 & f(xz) monoton fallend

Vo : f'(z) <0 = f(x) streng monoton fallend

Beispiel: Die Ableitung der Funktiorf(xz) = z — In(z + 1),
—1 <z < o0, lautet
1 x
/
p— ]_ — p—
/@) r+1 x+1

Damit ist f auf(—1,0) monoton fallend, auf0, co) monoton wachsend.
Insbesondere gilifr allex £ 0

flx) > f(0)=0 = In(l4+2x)<z (Vre(-1,00),x#0)
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Definition: (Landau—Symbole) Fur eine Funktionp : D — R™,
D CcR,0e DNnD',undk € Ny = NU {0} sagt man:

, h
©(h) = o(h*) & }111_% % =0

o(h)=0(h*) = 3C,e>0:V0<|h <e:

p(h)
2)<c)
Bedeutung:

h
o(h) = o(h*):  (h) konvergiert fir h — 0 schneller gegen Null als”

(heD = H

o(h) = O(h*): (k) konvergiert fir h — 0 wenigstens so schnell
gegen Null wieh*

Ableitung: Ist f differenzierbar inzq, so gilt:

f(x) = f(zo) = f'(20)(x — x0) = o(x — x0).
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Taylor—Entwicklung, Taylor—Polynom, Satz von Taylor:

Seif : [a,b] — R eineC™—Funktion unde, € (a,b).
Frage: Wie kann manf(z) in der Nahe vonz, approximieren?
Erste Antwort: f ist differenzierbar, also gilt

f(@) = f(zo) + ['(w0)(® — m0) +o(x — o)

7

Polynom vom Grad 1

Zweite Antwort:
2

F(&) = Flao) + £/ (@) - 20) + " (w0) T2 1o (2 - a0)?)

\ 7

Polynom vom Grad 2

Denn es qilt ebenfalls:

f'(@) = (o) + [ (o) (& — z0) + o(x — m0).

Integrationtber |z, x| liefert die zweite Antwort.
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Satz von Taylor: (Taylor—Entwicklung, Taylor—Polynom)
Seif : [a,b] — R eineC™—Funktion unde, € (a,b).
Dann gilt:

flx) =Ty(x;20) + 0 ((x — x0)")
Dabel lautet das (eindeutig bestimmia)ylor—Polynom

n ) (g
T, (w3 o) ::Zf 20) (¢ — o)

k!
k=0

Den Punktry nennt man dekntwicklungspunkt.

Ist f eineC™t!1—Funktion, so gilt dieRestgliedformel (Lagrange):

n ) (g
o) = L g b Ry(so)

k!
k=0

FI(E)

R,(x;xg) = R (x — x0

)" (|€ = @ol < @ — x0])
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Bemerkung: Andere Darstellungenif das Restglied:

1) Integraldarstellung des Restglieds:

R, (x;20) = %/(aj — t)”f(”+1)(t)dt

0
2) Restgliedformel von Cauchy:

FD ()

n!
mit{ = xo + 6(x — xg), 0 € (0,1)

Ry (x;20) = (x — 20)" (1 —0)"

3) Restgliedformel von Schmilch:

(n+1)
Ry (z;70) = ! ;;,(f) (x — o)1 — g)" TP

mité =xzg+0(x —xg),0 € (0,1),pe{l,2,....,n+1}.




