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Hyperbolische Mengen 
 
 
 
Ganz allgemein gesprochen sind hyperbolische Mengen Mengen, in denen jeder Punkt mit 
einer stabilen und einer instabilen Richtung ausgestattet ist. Aber bevor wir dies präzise 
definieren können braucht es noch etwas Vorarbeit. 
 
Für eine Abbildung A: Rn → Rn und für einen reellen Eigenwert λ  von A sei λE  der 
Eigenraum zu diesem Eigenwert. 
Weiter sei 

λλ ,
E  für ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte λ  und λ  gleich dem 

Durchschnitt von Rn mit der direkten Summe der entsprechend definierten Eigenräume λE  

und 
λ

E  für die Fortsetzung von A auf Cn, d. h. 
λλ ,

E  = Rn ∩ λE ⊕
λ

E . 

 
sE  = sE (A) = ⊕

<1λ
λE ⊕  ⊕

<1λ
λλ ,

E           (kontrahierender Unterraum)  (1.1) 

      uE  = uE (A) = ⊕
>1λ

λE ⊕  ⊕
>1λ

λλ ,
E             (expandierender Unterraum)   (1.2) 

Die Eigenräume sE  und uE  sind invariant unter A, und A ist offenbar genau dann 
hyperbolisch, falls gilt: Rn =  sE ⊕  

uE  
 
 
 
1.1 Definition 
Sei 0≤ λ< µ . 

(a) Von einer Folge invertierbarer linearer Abbildungen  

mL : Rn → Rn,   m∈Z,                                                           (1.3) 
sagt man, sie gestatte ein ),( µλ -Splitting, falls für alle m∈Z eine Zerlegung 

Rn = s
mE ⊕  

u
mE                                                                                (1.4) 

existiert mit  
s
mmEL = s

mE 1+ ,  u
mmEL = u

mE 1+       (1.5) 
und  

s
mEmL ≤  λ ,    u

mEmL
1

1

+

− ≤  1−µ      (1.6) 

 
(b) Wir sagen die Folge ZmmL ∈)(  gestatte ein exponetielles ),( µλ -Splitting, falls sie ein 

),( µλ -Splitting gestattet und falls zusätzlich gilt: 

     λ< 1 und dim s
mE ≥ 1       (1.7) 

            oder   µ> 1 und dim u
mE ≥ 1.      (1.8) 
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(c) Wir nennen die Folge ZmmL ∈)(  hyperbolisch (oder gleichmäßig hyperbolisch), falls 
sie ein ),( µλ -Splitting gestattet mit λ< 1 < µ . 

 
 
 
Bemerkung 

s
mE  (bzw. u

mE ) ist isomorph zu Rk }0{×  (bzw. ×}0{ Rn-k). 
 
 
 
1.2 Definition 
M  sei eine glatte Mannigfaltigkeit, U ⊆ M  eine offene Menge, MUf →:  sei ein 1C -
Diffeomorphismus auf sein Bild, und U⊆Λ  sei eine kompakte f -invariante Menge. Man 
nennt Λ  eine hyperbolische Menge, falls eine Riemannsche Metrik auf U  existiert und     
λ< 1 < µ  so, daß für jeden Punkt Λ∈x  die Folge der Ableitungen 

 
fD

xf n )(
: MT

xf n )(
→ MT

xf n )(1+ , n∈Z,      (1.9) 

 
ein ),( µλ -Splitting gestattet. 
 
 
 
Bemerkung 
Wir bezeichnen das hyperbolische Splitting in einem Punkt Λ∈x  mit s

xE ⊕  
u
xE . 

 
  
 
 
1.3 Beispiele 

(a) Hyperbolischer Fixpunkt 
Es gelte ppf =)(  für Mp ∈ , und fD p  ist eine hyperbolische Abbildung. Dann ist 

fD p  ein Isomorphismus von MTp  auf sich selbst. Mit  
s
pE  = )( fDE p

s , u
pE = )( fDE p

u                (1.10) 
 
ist dann 

MTp  = s
pE ⊕  

u
pE                  (1.11) 

 
ein ),( µλ -Splitting, wobei λ  gleich dem Supremum aller Eigenwerte von fD p  

kleiner als 1 und µ  entsprechend gleich dem Infimum aller Eigenwerte größer als 1 
gewählt wird. (Die Normabschätzungen (1.6) beziehen sich auf irgendeine 
Riemannsche Norm auf MTp ). 
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(b) Hyperbolischer periodischer Orbit 
Mp ∈  ist ein hyperbolischer periodischer Punkt von f der Periode n, falls 

n
p fD : MTp → MTp                   (1.12) 

 
eine hyperbolische lineare Abbildung ist, d. h., alle Eigenwerte von n

p fD  haben 

Absolutbetrag ungleich 1. )(pO f  sei der Orbit von p  und ))(( pOUU f=  eine 

zusammenhängende offene Umgebung von )(pO f . Da M  eine differenzierbare 

Mannigfaltigkeit ist, existiert eine Riemann-Metrik auf M und damit auch auf U , die 
auf jedem Tangentialraum MTp , p ∈U , eine Vektornorm 

p
⋅  mit einer 

zugeordneten Matrixnorm induziert. 
Für )( pOx f∈  betrachten wir die Folge der linearen Abbildungen 

fD
xf n )(

: MTMT
xfxf nn )()( 1+→ ,  n∈Z.              (1.13) 

 
Es gilt 

  MTMTMTMT x

fD

xf

fD
xf

fD
x

xnfxfx  →→ →→ − )(1

2
)( ...

)()( .            (1.14) 

 
Sei n

x fD := fDfDfDfD xxfxfxf nn oooo )()()(
...21 −− .              (1.15) 

 
Wir behaupten zunächst, daß die Eigenwerte von n

p fD  und n
x fD  für alle 

)( pOx f∈  dieselben sind. Dazu sei MTu p∈  und λ ∈R ein Eigenwert von n
p fD  so, 

daß gilt 
   uufDfDufD ppf

n
p n λ== − )(...)(

)(1 oo .              (1.16) 

 
MUf →: ist ein Diffeomorphismus, also sind alle Tangentialabbildungen fD

pf k )(
 

Isomorphismen. Dann existiert genau ein MTv
pf n )(1−∈ mit 

)(
)(1 vfDu

pf n−= ,                 (1.17) 

 
und aufgrund der Linearität von fDx  gilt weiter 

    )())(()(
)()( 11 vfDvfDfDufD

pfpf
n

p
n

p nn λ−− == .             (1.18) 

 
Anwendung von 1

)(
)( 1

−
− fD

pf n  auf beide Seiten ergibt: 

)(
)(1 vfD n

pf n−  = )(...
)()( 12 vfDfDfD

pfppf nn −− ooo  = vλ ,              (1.19) 

 
d. h., λ  ist auch Eigenwert von n

x fD  für x = )(1 pf n− . Aus der n-maligen 
Durchführung dieses Beweisschrittes (und einem Rollentausch von x  und p ) folgt 

die Zwischenbehauptung, und folglich sind die Tangentialabbildungen n
x fD  für alle 

)( pOx f∈  hyperbolisch. 
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n
xf

fD m )(
 ist aufgrund unserer Zwischenbehauptung hyperbolisch, also können wir 

MT
xf m )(

 darstellen als direkte Summe des kontrahierenden und des expandierenden 

Unterraums von n
xf

fD m )(
, d. h., 

MT
xf m )(

 = )()(
)()(

n
xf

un
xf

s fDEfDE mm ⊕  =   u
m

s
m EE ⊕              (1.20) 

mit 
 s

mE := )(
)(

n
xf

s fDE m  und u
mE := )(

)(
n

xf
u fDE m .                             (1.21) 

 
Dies gilt für m = 0, ... , n-1. 
 
Sei jetzt )( pOx f∈  beliebig, aber fest. Wir betrachten die Folge der 

Tangentialabbildungen 

mL := fD
xf m )(

: MT
xf m )(

→ MT
xf m )(1+ ,   m∈Z.             (1.22) 

 
Es gilt mL = )(mod nmL , und da f  ein Diffeomorphismus ist, sind die Abbildungen mL  
invertierbar. 
 
Zum Nachweis, daß gilt  

s
mmEL  = s

mE 1+ ,                 (1.23) 
 
sei s

mEu ∈  und 

)(
)(

ufD n
xf m = uχ , χ < 1.                             (1.24) 

 
Dann folgt 

))((
)(1 uLfD m

n
xf m+  = ))((

)()(1 ufDfD
xf

n
xf mm+  

         = ))((
)()(

ufDfD n
xfxf mm   

               = )( uLm χ                  (1.25) 

         = )(uLmχ , 
 
d. h.  )(uLm ∈ s

mE 1+  für alle s
mEu ∈ .                 (1.26) 

     
Genauso zeigt man  s

m
s
mm EEL ⊆+

−
1

1 .                 (1.27) 
 
Also gilt s

mmEL  = s
mE 1+ .                  (1.28) 

 
Der Nachweis von u

mmEL  = u
mE 1+                   (1.29) 

      
verläuft analog. 
 
Zum Nachweis, daß das Tangentialraumsplitting (1.20) hyperbolisch ist, fehlen uns 
noch die Abschätzungen (1.6) mit geeigneten Konstanten λ  und µ , λ< 1 < µ . Wir 
beschränken uns in den nachfolgenden Überlegungen auf die kontrahierenden 
Unterräume s

xE , x∈ )(pO f , die entsprechenden Resultate auf u
xE  erhält man analog. 
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Sei )( pOx f∈ , s
xEu ∈  und λ := { }1),(sup <∈ χσχχ n

x fD              (1.30) 

 
Für k ≥  0, k = ln+m, m∈{0, ... , n-1}, folgt dann 

)(ufD k
x  = ))(...(

)(

*

)( 1 ufDfDfD xxf

nl

xf mm oo− ≤  ucn
lλ             (1.31) 

 

mit nc = n
mnm

L )max(
10 −≤≤

. Daraus ergibt sich wegen 0 <λ< 1 mit n
n

ncC
−

=
1

λ  und 

n
n λλ =  (n ist die Orbitlänge, also konstant) die Abschätzung 

)(ufD k
x  ≤  uC k

nλ .                (1.32) 

Mit  
µ := { }1),(inf >∈ χσχχ n

x fD                (1.33) 

 

und n
n

1−= µµ  erhält man analog für u
xEu ∈  

 
)(ufD k

x
−  ≤  uC k

nµ ,                (1.34) 

 
wobei in beiden Ungleichungen dieselbe Konstante vorkommen darf. 
 
Die Abschätzungen (1.32) und (1.34) sind unabhängig von der speziellen Metrik, da 
auf s

xE  (bzw. u
xE ) alle Normen äquivalent sind (lediglich die Konstante ändert sich). 

Aber sie garantieren noch kein ),( µλ -Splitting im Sinne von Definition 1.1. Die noch 
ausstehenden Abschätzungen (1.6) folgen erst nach geeigneter Anpassung der 
Riemann Metrik. Dahinter steckt ein wichtiges Resultat, das wir unabhängig vom 
Beispiel als eigenständigen Satz formulieren wollen: 
 
 
 

1.4 Satz 
Unter den Voraussetzungen von Definition 1.2  existiere auf Λ ein Df -invariantes Splitting,    
d. h., für jedes Λ∈x  gebe es eine Zerlegung des Tangentialraumes 

MTx = s
xE ⊕  

u
xE                   (1.35) 

 
mit 
    )( s

xx EfD = s
xfE )(    und   )( u

xx EfD  = u
xfE )( ,              (1.36) 

    
und für ein Riemannsche Metrik auf U  gebe es Konstanten C > 0 und 0 <λ<1, so daß für 
alle k≥ 0 gilt: 
 

)(ufD k
x  ≤  uC kλ   für s

xEu ∈ ,       

und                      (1.37) 
)(vfD k

x
−  ≤  vC kλ   für u

xEv ∈ . 

Dann ist Λ  ein hyperbolische Menge. 
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Bemerkung 
Die Mehrzahl der Autoren wählt diese von der speziellen Riemann Metrik unabhängige 
Formulierung als Definition einer hyperbolischen Menge. 

 
 
 

Fortsetzung des Beispiels 1.3 (b): 
Mit ),max( nn µλλ =  erfüllen (1.32) und (1.34) die Ungleichungen (1.37). Nach Satz 1.7 ist 
ein hyperbolischer periodischer Orbit also ein hyperbolische Menge. 
 
 
 
Beweis von Satz 1.4: 
Wir müssen eine geeignete Riemannsche Metrik finden, mit der die Abschätzungen (1.6) 
erfüllt sind, und zwar tun wir dies für 0 < λ  = 1−µ  < 1. Wir definieren eine neue Metrik 

'
,

x
vu  = ∑

−

=

1

0

)(),(
n

k
x

k
x

k
x vfDufD ,  s

xEvu ∈, ,               (1.38) 

 
für UUUx ,( ⊆Λ∈ offen), wobei n so groß gewählt ist, daß für C  und λ  aus (1.37) gilt: 

  nCλ  << 1.                   (1.39) 
 

Analog definiert man 
'

,
x

vu  mit kf −  anstelle von kf  für u
xEvu ∈, , und setzt 

'
,

x
vu  = 0 für 

s
xEu ∈  und u

xEv ∈ . Man zeigt leicht, daß auf diese Weise eine Riemannsche Metrik auf U  
definiert ist. 
Aus (1.38) erhält man für die zugehörige Norm die Darstellung 

  
2'

x
u  = ∑

−

=

1

0

2
)(

n

k
x

k uDf ,  s
xEu ∈ .                (1.40) 

 
Für sEu ∈  folgt 

  
2'

)(
x

uDf  = ∑
−

=

1

0

2
))((

n

k
x

k uDfDf  

       = ∑
−

=

+
1

0

21 )(
n

k
x

k uDf  

= ∑
=

n

k
x

k uDf
1

2
)(                  (1.41) 

     = ∑
−

=

1

0

2
)(

n

k
x

k uDf + 
2

)(
x

n uDf  - 
2

x
u . 

Mit (1.37), d. h., mit 

x
n

x

n uCuDf λ≤)(                 (1.42) 

erhalten wir 

))(1()( 222'2' n
xxx

CuuuDf λ−−≤  .                (1.43) 
 
Durch wiederholte Anwendung von (1.37) erhalten wir 
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2'

x
u  = ∑

−

=

1

0

2
)(

n

k
x

k uDf
222)1(222222

...
xx

n
xx

unCuCuCu ≤+++≤ −λλ ,            (1.44) 

bzw.    2'

2

2'

x
x u
nC

u
≤ .                  (1.45) 

Dann folgt 

))(1()( 2
2

2'
2'2' nx
xx

C
nC

u
uuDf λ−−≤                       (1.46) 

und somit 

2'

2

2
2' )(1

1)(
x

n

x
u

nC
C

uDf 




 −
−≤

λ
.                      (1.47) 

Setzt man nun  

nCC n 22 /))(1(1 λσ −−= ,                 (1.48) 
dann gilt (n war fest gewählt) 

''
)( uuDf σ≤   mit  0 < σ  < 1.                (1.49) 

Der gleich Beweis funktioniert genauso für uE
Df 1− , damit sind die Abschätzungen (1.6) mit 

1−== µλσ  sinngemäß erfüllt. 
 
 
 
1.5 Satz 
Unter den Voraussetzungen von Definition 1.2 sei Λ  eine hyperbolische Menge für einen 
Diffeomorphismus MUf →: , dann gilt: Die Dimensionen der Unterräume s

xE   und u
xE  aus 

dem hyperbolischen Splitting u
x

s
xx EEMT ⊕=  sind lokal konstant, und die Unterräume selbst 

ändern sich stetig mit x . 
 
 
Beweis 
Sei dim M = m. Aus der Definition folgt für jedes Λ∈x , s

xEv ∈  und n ≥  0 

  vvfD nn
x λ≤)( .                  (1.50) 

Für eine Folge Λ⊂)( nx , xxn → , können wir, indem wir gegebenenfalls immer wieder zu 
Teilfolgen übergehen, annehmen, daß gilt: 
  dim kconstE s

xn
:== ,                  (1.51) 

und daß man in jedem linearen Raum s
xn

E  eine Orthonormalbasis 

  ),...,( )()1( k
nn vv                    (1.52) 

wählen kann, so daß gilt 
  kiMTvv x

ii
nn

,...,1,lim )()( =∈=
∞→

                (1.53) 

(dies folgt aus der Isomorphie von u
x

s
xx EEMT ⊕=  und Rm Λ∈∀x  nach dem Satz von 

Bolzano-Weierstraß). 
Als beschränkte lineare Abbildung ist n

x fD  stetig, und aus den Abschätzungen (1.50) für 
)(i

nvv =  folgt (1.50) auch für )(i
nv , d. h., 

  )()( )( inin
x vvfD λ≤ .                 (1.54) 
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Daraus folgt s
x

i Ev ∈)(  und weiter dim kE s
x ≥  (denn die )(iv  sind linear unabhängige Vektoren 

in s
xE ) sowie 

  s
x

s
xn

EE
n

⊆
∞→

lim ,                   (1.55) 

wobei der Limes punktweise zu verstehen ist, d. h., für jede Folge )( nv , s
xn n

Ev ∈ , gilt 
s
xnn

Ev ∈
∞→

lim . 

In analoger Weise sind die Vektoren u
xEv ∈  charakterisiert durch die Ungleichungen 

  vvfD nn
x

−− ≤ λ)(                   (1.56) 

 
für alle n ≥  0 und eine Wiederholung der obigen Beweisschritte ergibt: 
  u

x
u
xn

EE
n

⊆
∞→

lim                    (1.57) 

und 
  dim kmE u

x −≥ .                  (1.58) 
 
Daraus folgt aber 
 s

xn

s
x n

EE
∞→

= lim    und   u
xn

u
x n

EE
∞→

= lim                  (1.59) 

 
und die behauptete Konstanz der Dimensionen. 
 
 
 
1.6 Korollar 
Die Unterräume s

xE  und u
xE  sind gleichmäßig transversal, d. h., es existiert 0α > 0 derart, 

daß für jedes Λ∈x  und für alle s
xEu ∈ , u

xEv ∈  der Winkel zwischen u  und v  wenigstens 

gleich 0α  ist. 
 
 
Beweis 
Sei )(xα  der kleinere Winkel zwischen s

xEu ∈  und u
xEv ∈ . Wegen { }0=∩ u

x
s
x EE  gilt  

)(xα > 0, und nach Satz 1.5 ist )(xα  eine stetige Funktion auf Λ . Λ  ist kompakt, und daher 

nimmt )(xα  ihr Minimum 0α  an, d. h., es gilt 0α > 0. 
 


