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Hyperbolische Mengen

Ganz dlgemeain gesprochen snd hyperbolische Mengen Mengen, in denen jeder Punkt mit
ener dabilen und ener indabilen Richtung ausgedtattet ist. Aber bevor wir dies prézise
definieren kdnnen braucht es noch etwas Vorarbeit.

Fur eine Abbildung A: R'® R" und fir einen redlen Eigenwert | von A s8 E, der
Eigenraum zu diesem Eigenwert.

Weiter s8 E r fir en Paar konjugiet komplexer Eigenwete | und | glech dem
Durchschnitt von R" mit der direkten Summe der entsprechend definierten Eigenrdume E,
und E; fir die Fortssizungvon A auf C", d. h. E - =R'C E, A E..

Ee=E*A)= A EA A E - (kontrahierender Unterraum) (L.1)

[1]<1 [1]<1
E'=e*A=AEA AE- (expandierender Unterraum) (1.2)
|I|>1 |I|>l '
Die Eigeraume E° und E" dnd invaiant unter A, und A ig offenbar genau dann
hyperbolisch, falsgilt: R'= E*A E"

1.1 Definition
SE O£l <m.
(& Vonener Folge invertierbarer linearer Abbildungen
L:R'® R", m Z, (1.3)
sagt man, Segedateen (I , M -Splitting, fdlsfir dleml Z ene Zerlegung
R'=E:A E! (1.4)
exidiert mit
LEs= Ex LES= Ely (L5)
und
Loles [| £ I, L " £m' (1.6)

(b) Wir sagen die Folge (L,,),;, gestatte @n exponetielles (I ,m)-Splitting, fdls Se ein
(1, m -Splitting gedtattet und fals zusdizlich gilt:
| <lunddimE; 31 (1.7)
oder m>lunddimE; 3 1. (1.8)



() Wir nennen die Folge (L,),;, hyperbolisch (oder gleichméallig hyperbolisch), fals
geen (I ,mM-Slitting gedtatet mit | <1< .

Bemerkung
ES (bzw. EY) istisomorph zu R {0} (bzw. {0}~ R™).

1.2 Definition
M s dne glate Mannigfdtigket, U1 M eine offene Menge, f:U® M s dn C'-
Diffeomorphismus auf sein Bild, und L | U sa eine kompekte f -invariante Menge. Man

nent L ene hyperbolische Menge, fdls ene Riemannsche Metrik auf U exidiert und
| <1< so da’firjeden Punkt xI L die Folge der Ableitungen

M®T . M nZ (1.9)

f7(x) f: Tf"(X)

aen(l , m -Splitting gedtattet.

Bemerkung
Wir bezeichnen das hyperbolische Splitting in einem Punkt xT L mit ESA EV.

1.3 Beispiele
(a) Hyperbolischer Fixpunkt
Esgdte f(p)=p fur pl M, und D,f ig ene hyperbolische Abbildung. Dann ist

D, f enlsomorphismusvon T M auf sich selbst. Mit
E, =E*D,f), E,=E'(D,f) (1.10)

ist dann

TM=EAE, (112)
an (I ,m-Splitting, wobei | glech dem Supremum dler Eigenwerte von D f
kleiner ds 1 und mr entgorechend gleich dem Infimum dler Eigenwerte grol3er ds 1
gewdhlt wird. (Die Normabschétzungen (1.6) beziehen gch auf  irgendene
Riemannsche Normauf T,M ).



(b) Hyperbolischer periodischer Orbit
pT M it en hyperbolischer periodischer Punkt von f der Periode n, fals

D,f":T,M ® T,M (112)

éne hyperbolische lineare Abbildung igt, d. h, dle Eigenwerte von D f" haben
Absolutbetrag ungleich 1. O, (p) sa der Orbit von p und U=U(O,(p)) ene
zusammenhédngende offene Umgebung von O, (p). Da M ene differenzierbare
Mannigfdtigket i, exidiet ene Rieman-Metrik auf M und damit auch auf U, die
af jedem Tangentidraum T,M, pl U, ene Vektornorm ||>1|p mit ener

zugeordneten Matrixnorm induziert.
Fir xT O, (p) betrachten wir die Folge der linearen Abbildungen

Doy T T yM ® Tya M, 0l Z (1.13)

Esgilt
TM%LBOT,  MA%LYOT, M® .. %95 ¥94® TM . (1.14)
Sei D, f"= D, foD sy fooDy foD,f. (1.15)

Wir behaupten zundchst, dald die Eigenwerte von Dpf” und D, f" fur dle

x1 O, (p) dieselben sind. Dazu séi ul T,M und | | Rein Eigewert von D, f " so,
a3 gt
D,f"(W)=D,., fo..oD, f(u)=u. (1.16)

" 1(p)

f:U® Mig en Diffeomorphismus, dso snd dle Tangentidabbildungen D

t5(p)

|somorphismen. Dann existiert genau en v T na M mit

u=Dfn_1(p)f(v), (2.17)
und aufgrund der Linearitét von D, f gilt weiter

D, f"(u) =Dpf”(Dfn,l(p)f(v))szn,l(p)f(I V). (1.18)

f)* auf beide Seiten ergibt:
fo.oD,foD,., f(v)=1v, (1.19)

Anwendung von (D
Df”'l(D) f n(v) =D

" 1(p)

f"2(p) f"(p)

d. h, | ig auch Eigewet von D, f" fir x = f"'(p). Aus der n-mdigen
Durchfihrung dieses Bewesschrittes (und einem Rollentausch von x und p) folgt
die Zwischenbehauptung, und folglich snd die Tangentidabbildungen D, f" fir dle
x1 O, (p) hyperbolisch.



D f" ig aufgrund unserer Zwischenbehauptung hyperbolisch, dso kdnnen wir

fM(x)

T. M dagdlen ds direkte Summe des kontrahierenden und des expandierenden

f7(x)

Unterraumsvon Dfm(x) f",d h,

TimoM = E*(Dn, f") A E'(D,

f7(x)

o) = ESA E! (1.20)
mit
Es:= E*(Dn,, f") ud Ep:= E'(D . f"). (1.21)

Diesgiltfor m=0, ..., n-1.

Sd jeztx] O,(p) beiebig, aber fet. Wir berachten die Folge der
Tangentiaabbildungen
L,=D f:T, M®T

fM(x) f™(x) £™L(x)

M, ml Z (1.22)

Es gt L,= L moan.undda f en Diffeomorphismus igt, snd die Abbildungen L
invertierbar.

Zum Nachweis, dai3 gilt
L.E. =E, (2.23)

m+117

s ul E3 ud
D,n, f"(W)=cu, c|<1. (1.24)

Dann folgt
Dfm+l(x) f (Lm(u)) = Dfm*l(x) f n(Dfm(X) f(u))

= Dy, f (Dfm(x) f"(u))

=L,(cu) (1.25)
=clL,(u),
dh L (u! E3, furdleul E:. (1.26)
Genauso zeigtman L'ES. | EZ. (1.27)
Alogilt L E; = E;,,. (1.28)
Der Nachweisvon L E. = E_ ., (1.29)

verlauft andog.

Zum Nachwes, dad das Tangentidraumspliting (1.20) hyperbolisch i, fehlen uns
noch die Abschétzungen (1.6) mit geeigneten Konganten | und mr, | <1< . Wir

beschranken uns in den nachfolgenden Uberlegungen auf die  kontrahierenden
Unterrdume E:, xI O, (p), die entsprechenden Resultate auf E; erhédt man andog.
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Sd xI O, (p), ul ESund! = sup{|c||cT s(Dxf”),|C|<]} (1.30)

Furk 3 0, k=Intm, mi {0, ..., n-1}, folgt dann

D, f W) = HDfm(x) £7D sy f 0o Dxf(u))H £ 1'c,|u| (1.31)
1-n
mit c,= (max]|L,|)". Daraus ergibt sich wegen 0 <I < 1 mit C=c,| " und
I, =21 (nigt die Orbitlange, also kongtant) die Abschétzung
|D.F W) £ Ciiful. (1.32)
Mit
m:= irf{|c||cT s(D,f"),|c|>1} (1.33)

und m =3/m* ehdt manandog fir ul E!

wobel in beiden Ungleichungen dieselbe Kongtante vorkommen darf.

D, f )| £ Cri|ul, (1.34)

Die Abschdzungen (1.32) und (1.34) sind unabhdngig von der spezidlen Metrik, da
af E: (bzw. E,) dle Normen &quivdent sind (lediglich die Konstante dndert sich).
Aber se garantieren noch kein (1 ,m -Slitting im Sinne von Definition 1.1. Die noch

ausstehenden Abschédtzungen (1.6) folgen est nach geeigneter Anpassung der
Riemann Metrik. Dahinter deckt en wichtiges Resultat, das wir unabhdngig vom
Begid dsegengéndigen Saiz formulieren wollen:

1.4 Satz
Unter den Voraussetzungen von Definition 1.2 exisiereauf L e@n Df -invariantes Splitting,

d. h., fur jedes xT L gebe eseine Zerlegung des Tangentiaraumes
TM=EA E, (1.35)

mit
D, f(ES)= Ef,, ud D, f(E!)=El,, (1.36)

f(x)

und flr ein Riemannsche Metrik auf U gebe es Konstanten C> 0 und 0 <l <1, so dal3 fir
dleks Oqilt:

[P, f W) £ c1¥|u] fir ul Eg,

und (1.37)
[P, f )| £ Cl¥| fur vi E;.

Dannig L en hyperbolische Menge.




Bemerkung
Die Mehrzehl der Autoren wéahit diese von der spezidlen Riemann Metrik  unabhangige
Formulierung ds Definition einer hyperbolischen Menge.

Fortsetzung des Beispiels 1.3 (b):
Mit I =max(1 ,,m) eflllen (1.32) und (1.34) die Ungleichungen (1.37). Nach Satz 1.7 ist
ein hyperbolischer periodischer Orbit aso ein hyperbolische Menge.

Bewelsvon Satz 1.4
Wir misen ene gedgnete Riemannsche Metrik finden, mit der die Abschétzungen (1.6)

efiillt Snd, und zwar tun wir diesfir0< | = m* < 1. Wir definieren eine neue Metrik

, n-1 .
V), =a (D, f*,D,f*v) , uvi E;, (1.38)
=0
fir xI U (L I U,U offen), wobe n so groR gewahit ist, dai3 fir C und | aus (1.37) gilt:

Cl" << 1. (2.39)

Andog definiert man {u,v) mit f° anstelevon f* fur uvi EY, und setzt {u,v) =0 fir
ul EZ und vi E'. Man zdgt leicht, daR auf diese Weise eéne Riemannsche Metrik auf U
definiert ist.
Aus (1.38) erhdt man fir die zugehtrige Norm die Darstelung
- . 2 -
[ul; = & |of (), . ui E:. (1.40)
k=0

Fur ul E® fogt
n-1

Iof @} = & |of *(of (W),

>
=

of (0

Qos Z Qo=

Df “(u)]|. (1.41)

S5 x
1l
(R

1
Qo=

ot “@) + [or " - Jul’.

=
1l
o

Mit (1.37), d. h., mit
||Df ”(u)”x £CI"

ul, (1.42)
erhdten wir
of @I, £ [ul; - [ull;@- (7)) - (1.43)

Durch wiederholte Anwendung von (1.37) erhaten wir



Jull; = ENE e uf + vz} £ confy, (1.44)

bzw. ” ” £ || (1.45)
Dann folgt

|Df W) £ |, - "'La (C1")?) (1.46)
und somit

& 1- CI 0

Jor @ £ - Sl @
Setzt man nun

s =./1- (1- (C1")?)/C%n, (1.48)
dann gilt (n war fest gewahlt)

|Df ()| £ s|u| mit 0<s <1. (1.49)
Der gleich Bewes funktioniert genauso fur Df ** o damit snd die Abschédtzungen (1.6) mit
s =l =m" snngemd exflllt.
1.5 Satz

Unter den Voraussetzungen von Definition 1.2 ssi L ene hyperbolische Menge fir einen
Diffeomorphismus f :U ® M, dann gilt: Die Dimensonen der Unterdume E; und E! aus
dem hyperbolischen Splitting T M =E*AE! snd loka konstant, und die Unterrdume selbst
andern gch setig mit x.

Beweis
Sa dmM = m. Aus der Definition folgt fur jedes xI L, vl E; undn3 0

| £17v]. (1.50)
Fir eine Folge (x,)1 L, x, ® x, konnen wir, indem wir gegebenenfals immer wieder zu
Teilfolgen Ubergehen, annehmen, dal3 gilt:

dmE; = const =ik, (1.52)
und dal man in jedem lineeren Raum E;  eine Orthonormélbesis

V.., v) (152)
wahlen kann, so dal3 gilt

imv® =vOT TM, i=1..,k (1.53)

n® ¥

(dies folgt aus der Isomorphie von T,M =E*AE" und R™ "x1 L nach dem Saz von
Bolzano-Weierstrald).
Als beschrénkte lineare Abbildung is D, f" getig, und aus den Abschétzungen (1.50) fur

=v" folgt (1.50) auch fir v, d. h,,
LRANUY

(1.54)



Daraus folgt v 1 ES und weiter dmES3 k (denn die v sind linear unabhéngige Vektoren
in E;) sowie
lim E; T E;

n® ¥ x !

(1.55)

wobel der Limes punkiweise zu verstehen ist, d. h, fir jede Folge (v,), v,1 E;, gilt
imv 1T E;.
n® ¥

In analoger Weise sind die Vektoren vi E! charakterisiert durch die Ungleichungen
D f "W £1 M| (1.56)

fur dlen 2 0 und eine Wiederholung der obigen Bewe sschritte ergibot:

imE! | E! (1.57)
n® ¥ n
und
dmE, 3 m- k. (1.58)
Darausfolgt aber
E:=lImE’ und E, =lmE; (1.59)
n® ¥ n n® ¥ n

und die behauptete Konstanz der Dimensionen.

1.6 Korollar
Die Unteraume E: und E; snd gleichmafdig transversal, d. h., es existiert a,> O derart,
dai fur jedes x1 L und fir dle ul E, vi E! der Winkd zwischen u und v wenigstens
deich a, id.

Beweis

Seé a(x) der kleinere Winkd zwischen ul E® und vi E'. Wegen E:CE'={0} gt
a(x)> 0, und nach Satz 1.5 it a(x) ene setige Funktion auf L . L ist kompakt, und daher
nimmt a(x) ihr Minmum a,, an, d. h,, esgilt a,> 0.



