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Zusammenfassung

In diesem Teil betrachten wir ein wichtiges Thema: sensitivedhgiigkeit. Zu@chst

hat man ja stetige Alingigkeit, wie man sie aus der Theorie géwlicher Diffe-
rentialgleichungen kennt. Dies schienen im Widerspruch zur neuen Theorie chao-
tischer Dynamik zu sein. Doch beide stehen im Einklang, nur ist im Fall chaoti-
scher Dynamik, die stetige ABhgigkeit nicht die wesentlichste Erkenntnis.



Kapitel 1

Ergodische Malie

1.1 Absolute Stetigkeit

Wir betrachten die Situation iR oder fir ein Intervall inIR. Wohlbekannt ist uns
die o-AlgebraB der Borelmengen und der Begriff des MaResdstB — RR*
ein Maf3 mitu(/) = 1, so nennen wip, ein Wahrscheinlichkeitsmalf3.

Zu einem Maly: gibt es einen Integralbegriff

fro [ fan

und einen Begriff der Integrierbarkeit, Ausgangspunkt sind Treppenfunktionen.

Hat man zwei Mal3g, v, so stellt sich die Frage des Vergleichs, eidgicher
Vergleich, ist die Existenz einer Funktion: I — IR, die p-integrierbar ist, und
fur die qilt

v(A) = / pxa dp.

I

Gilt diese Identiat fur alle A € B, so schreiben wir = pu und nennerp eine
Dichte.

Besitzt ein Wahrscheinlichkeitsmaf3eine Dichte beiglich des Lebesgue-
Malies, so nennen wir absolut stetig.

Beispiel 1.1.1 1. Es seil ein Intervall,x € I und

1 falls ze€ A
Ha(A) = { 0 sonst

3
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Dann istu nicht absolut stetig.

2.Istf >0undf € L'(I), soist
v(A) = [ fdr
/

absolut stetig (trivialerweise).
3. Ist B C I eine mel3bare Menge, so ist
v(A) = AANB)
absolut stetig und genau dann ein Wahrscheinlichkeitsmalf3, wesn= 1.

Wir kommen zum Zusammenhang mit diskreten dynamischen Systemen, gegeben
sei alsof : I — I stetig.

Definition 1.1.2 1. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 heif3t invariant (oder bes-
ser f-invariant), falls

furalle A € Bist.
2. Ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmal3 heif3t ergodisch, wenn aus
f1(A) = Afolgt u(A) = 0 oderu(A) = 1.

Lemma 1.1.3 Ein f-invariantes Wahrscheinlichkeitsmafist genau dann ergo-
disch, wenn aus
p=avy+ (1 —a)

mit invarianten Mal3emw;,i = 1, 2 folgt « = 0 odera = 1.

Beweis.Wir zeigen nur eine Richtung: igt nicht als Konvexkombination invari-
anter Mal3e darstellbar, so jsergodisch.

Angenommery; ist invariant,A = f~!(A) und0 < u(A) < 1. Setze i@r
BekB

_ WANB)
“(B) = ju(A)
vo(B) = p((I\A)n B)

p(I\ (A))
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Dann gilt offensichtlichy; ist invariant, denn z.B.liri = 1 ist

o (f1(B)) = pANfHB) _ p(fTH AN FHB) _ w(fH(ANB))

1u(A) B pu(A) a 1u(A)
Aullerdem ist

= Vl(B).

= p(A)vr + p(I\ A, (1.1)
Also ist . in diesem Fall nicht ergodisch.
Fur die Rickrichtung beitigt man mehr Werkzeug.
Ohne Beweis geben wir den ligyrmten Birkhoffschen Ergodensatz an.

Satz 1.1.4 (Birkhoff) Gegeben sei ein Mal3rauX, A, 1) und eine Abbildung

T : X — X, welche maRerhaltend sefi,sei in L!(X, i). Dann existiert éir fast
alle z € X der Grenzwert

1 n
lim — E f(TFz).
n—oo N

k=0

Beweis Katok, Hasselblatt S. 136. Bétigt den Satz von Radon-Nykodym. [I
Aus diesem Satz folgt sofort die Existenz der Grenzwerte im folgenden Satz.

Satz 1.1.5Es seif : I — I von der KlasseC'! und ;. sei ein f invariantes
Wahrscheinlichkeitsmalf3. Dann gilt

1.
1 n—1
lim — Z In
n—oo M
k=0

existiert;, fastuberall.

(4w

2. Ist u ergodisch, dann ist der angegebene Grenzwedstuberall

Jun2

dg.
dx(l’) v
I

Beispiel 1.1.6 Zeltabbildung:

. <
Tm(:{ 2z, fur 0<

:BS%
2—2zx, fur <<l

und das Lebesgue-Mal ist ein invariantes Mal3.
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f(z) = 42(1 — ). Ein invariantes Mal ist

,u:hd)\,h:;.
m/z(l —x)

Die Existenz invarianter Mal3e ist der Hintergrund von Untersuchungen mittels
Histogrammen, ahlen von Besuchswahrscheinlichkeiténtiypische Punkte. Bei-
spiele kann man leicht sehen. Anzahl der Iterationen ist wickitiglie Approxi-
mation an die Dichtefunktion.

Definition 1.1.7 Ist f : I — I von der Klass&”!, und existiert ein ergodisches
Malf3, so heifl3t

z = [ st du
I
Ljapunov-Exponent. Es gilt fastuberall
1
Af= lim —In

n—oo N,

arm
%(95)

Ansonsten spricht man auch verabhangigen Ljapunov-Exponenten.

1.2 Konjugation und Ljapunov-Exponenten

Wie verhalten sich Ljapunov-Exponenten unter Konjugation?

1.3 Sensitive Ablangigkeit

Die sensitive AbAngigkeit ist das was als Chaos bezeichnet wird. Allerdings gibt
es keine einheitliche Definition von Chaosdgtiche Ansitze

exponentielles Auseinanderlaufen benachbarter Trajektorien (im kleinen)
auseinanderlaufen bis zu einem gewissen0.

Definition 1.3.1 1. f besitzt sensitive Aldmgigkeit im Sinne von Li und Yor-
ke, falls eindiberabzhlbare MengeX C I existiert mit: fir alle z, y|in X,

x % yist

liminf |fz) — £ (y)| = 0 und limsup | f"(x) — £ (y)| > 0.

n—oo
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2. (Guckenheimer) existied C I mit A(S) > 0 und eine > 0, so dassir
jedesz € S und jede Umgebung vonz einy € U NS und einn € IN
existiert, mit

[f"(@) = ["(y)] > e

3. (Ruelle) Falls ein ergodisches Mal} existiert, so dass der Zrgghl japu-
nov Exponent positiv ist.
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