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ZusammenfassungWir beginnen mit der Definition dynamischer Systeme,
und betrachten dann eindimensionale dynamische Systeme. Wir werden kurz be-
grunden warum solche Systeme wichtig sind.



Kapitel 1

Dynamische Systeme

1.1 Nichtlineare Dynamik

Wir kennen diskrete Dynamik als Poincare-Abbildung bei gemlichen Diffe-
rentialgleichungen. In diesem Zusammenhang treten diskrete dynamische Syste-
me auf naifrliche Weise auf. Allerdings bildet auch jede Iteration ein diskretes
dynamisches System. &klt man einemAnfangswert so liefert ein solches Sy-

stem eine Folge von Punkten entwedeRiroder auch inR". Ziel unseres Semi-

nares ist es gewisse Eigenschaften solcher Systeme zu verstehen und Methoden
zu entwickeln, solche Systeme zu untersuchen. Wir werderuiz&ksehen, dass
selbst einfache Systeme ein recht komplexes dynamisches Verhalten hervorrufen
konnen. Dies einzusehen dient unsere heutige Vorlesung.
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1.2 Diskrete dynamische Systeme

Definition 1.2.1 Eine Zeitmenge ist eine der folgenden Mengen:

Z,Z+:{ZEZ‘zZO},]R,]RJr:{xE]R‘xZO}.

Man beachte, dass Zeitmengen erstens Halbgruppeidhb&z der Addition) und
zweitens auf einfache Weise metrisch&uRe sind. Es s€il/, ¥) ein topologi-

scher Raum (im Moment ist ein metrischer Ra(i, d) eine hinreichend gu-
te Vorstellung) mit der Hausdorffschen Trennungseigenschaftlimine Zeit-

menge.

Definition 1.2.2 Eine Abbildung
P TxM-—-M
heil3t ein dynamisches System afizur Zeitmengél', wenn gilt
1. ®(0,-) = 1.
2. D(t+ s,x) = P(t, D(s,x))
3. P ist stetig.
Beispiele tir dynamische Systeme sind
1. Der Flul? einer gedhnlichen Differentialgleichung.

2. Wir betrachten eine lterationsvorschrift, z.B. das Heronsche Verfahren

1 1
T+l = 5.1',1 + gj'_

Ein dynamisches System heifliskret falls T = Z oderT' = Z, und konti-
nuierlich im anderen Fall. Eine Vorstellung von der Reichhaltigkeit dynamischer
Systeme er@lt man vielleicht, wenn man sich zachst mit dem FallM/ = IR oder
M ist ein Intervall inR befasst. Solche Systeme nennen wir eindimensional.
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1.3 Eindimensionale diskrete Systeme

Wir betrachten nun einfach ein IntervdliC IR eine stetige Abbildung

f:I—1
Die Abbildung
®(n,z) = f"(z)

stellt ein dynamisches System aliflar. Einfachste Beispiele sind= [—1, 1]
und

1. f(x) = sin(z)

2. f(x) = cos(x)

3. f(x) = sin(2z).

4. f(x) = sin(3x).

Wir sind interessiert arhangzeitverhalten der produzierten Folgen. Zur Unter-
suchung der verschiedenen Verhaltensweisen definieren wir einige grundlegenden
Begriffe.

Ausgangspunkt:Es sei( M, ¥) ein topologischer Raunf,: M — M eine stetige
Abbildung (Stetigkeit muss nicht immer verlangt werden).

Definition 1.3.1 1. Die Menge
Of (o) = { f"(xo) | n = 0}

heil3t positiver Halborbit vor,. Ist f injektiv, so Kknnen wir ganz entspre-
chend auch vom negativen Halborbit und vom Orbit sprechen.

2. Die Menge der Hufungspunkte des positiven Halborbits bezeichnet man
alsw-Limesmenge.

3. Ein Punktz, € M heil3t Ruhelage, oder auch Gleichgewichtslage des von
f induzierten dynamischen Systems, félls,) = xo.

4. Eine Ruhelage;, heildt stabil, wenn zu jeder offenen Umgeblihgon z
eine offene Umgeburd vonz, gibt, mit®(n, x) € V fur allez € W und
allen > 0.
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5. Eine Ruhelage;, heildt asymptotisch stabil, wenn gseine stabile Ruhe-
lage ist, undiir eine Umgebung@’ vonz, gilt z € U impliziert

lim ®(n,z) = x.

n—oo

Man uberzeugt sich leicht, dass in den ersten drei oben genannten Beispielen,
jeweils eine Ruhelage existiert:

1. x = 0 ist stabil, ja sogar asymptotisch stabil.
2. Die Ruhelagedstx = cos(z) und ist asymptotisch stabil.
3. Die Ruhelagedstz = sin(2x) und ist ebenfalls asymptotisch stabil.

Manuiberzeugt sich leicht, dass ich im dritten Beispiel Ruhelagen existieren, diese
aber nicht stabil sind. Bevor wir entsprechende Kriterien herleiten, wollen wir
zumindest @ir den eindimensionalen Fall eine graphische Methode des Iterierens
betrachten. Eine typische Iteration sieht wie folgt aus:

1. Wir betrachten deGraphervon f
2. Wir wahlen einen Startpunkf, und suchen deBildpunkt.

3. Dann spiegeln wir den Bildpunkt an définkelhalbierendemind gewinnen
damit den aktuelleiVertder Folge.

4. Wiederhole dies€rozedur. .. .. ..
Nun kann man dieses Vorgehen etwas straffen:
1. Wir betrachten desraphernvon f.
2. Wir wahlen einen Startpunkg, und suchen deBildpunkt.
3. Wir gehen zuiwVinkelhalbierenden
4. Dann gehen wir erneut zuf@raphen
5. Wir wiederholen diesesorgehennochmalsundnochmalsusw, usw.

Ein Spezialfall ergibt sichifr f(x) = 1 — x. Graph AnfangswerundlterationIn
diesem Beispiel irde man die Paarer, f(x)) als periodische Punkte bezeich-
nen. Wir wollen diesen Begriff allgemein eiitiren.
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Definition 1.3.2 1. Istn > 1 undz, = f"(xy), SO hennt mar, einen pe-
riodischen Punkt, das minimale fur das diese Gleichheit gilt, wird als
Periodebezeichnet.

2. Ist zy ein periodischer Punkt der Periode so ist
P = {l’o, f(xO)’ s 7fn_1('r0)}
ein periodischer Orbit der &ngen.

Man kann die Stabilét und der asymptotischen Stalitisofort auf die periodi-
schen Orbitdibertragen.
Man beachte, dass periodische Orbits d@ngel gerade Ruhelagen sind.
Ein erstes Kriteriumiir die Stabiliit, bzw. asymptotische Stabditist das
folgende.

Satz 1.3.3 1. Eine Gleichgewichtslage, € I C R ist stabil, wenn es eine
Umgebund’/ vonz gibt, so dassifr z € U gilt

o — ao| < f(x) — ] < |& — 0.

2. Eine Gleichgewichtslage ist € I C R asymptotisch stabil, wenn wenn es
zu jedent > 0 eine Umgebung gibt, so dassifr z € U gilt

—(L =)z — o < [f(2) — 2| < (1 =e)|z — w0l

Beweis.Ubungsaufgabe 0
Man kann die Bedingung leicht graphisch interpretieren: der Graplf Viegt
zwischen der Winkelhalbierenden und der Antiwinkelhalbierenden duych

Korollar 1.3.4 Ist f stetig differenzierbar, so ist notwendigrfdie Stabilitit der
Gleichgewichtslage:,, dass|f’(zo)| < 1 und|f’(zo)| < 1 ist hinreichend iir
asymptotische Stabit.

Beweis.Offenkundig? U
Die Definition der Stabilét und die Kriterien ddir, lassen sich sofort ayf”
anwenden und liefern entsprechende Aussagepdriodische Orbits.
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1.4 Attraktoren

Es sei(M, ¥) ein topologischer Raum.
Definition 1.4.1 1. Eine Teilmengel C M heif3t invariant, wenrf(A) = A.

2. Eine abgeschlossene Menrgé heildt attraktiv, wenn es eine Umgebulig
von A gibt, so dassifr jede Umgebund” von A ein N € IN existiert, so
dassiirn > N gilt f*(U) C V.

3. Eine solche Umgebung wird als Fundamentalumgebung bezeichnet.
Fur metrische Rume hat man folgendes Kriterium.

Satz 1.4.2Eine Umgebund’/ einer kompakten, attraktiven Mengeist genau
dann eine Fundamentalumgebung, wenn zu jedenD ein N € IN existiert, so
dassiirallen > N undallex € U gilt

d(f"(z),A) <e.
Beweis.Einfache Aufgabe! U

Definition 1.4.3 Die Menge der Punkte

Ey(A) = { € M | d(f"(x), 4) = 0}
heil3t Einzugsbereich von einer kompakten MeAge

Satz 1.4.4Es sei(M, ¥) ein topologischer Rauny, : M — M eine Abbildung.
Es seiA C M attraktiv mit Fundamentalumgeburig. Dann ist A genau dann
invariant, falls gilt

A=) ).

nelN

Beweis.Die so definierte Menge sei invariant. Setze

U.(A) = | ] B-(x).

€A

ldie Abgeschlossenheit muss hier nicht unbedingt gefordert werden
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Nun ist
A= [UL(A).
nelN "
Also folgt
() /U)cA

n>0

Mit f(A) = Afolgt A = f"(A) C f*(U). DamitistA c (1) f*(U) und damit
n>0
hat man die Gleichheit.
Sei nun die Gleichheit vorausgesetzt. Dann ist

A=),

n>0

Furz ¢ f(A)ist A c f~Y(M \ {z]|). Da A abgeschlossen ist, gibt es eine
Umgebungl” von A mit z ¢ V und einn € IN mit f*(U) C V (daU Fundamen-
talumgebung ist). Also ist

1) € XN A{z}).

Insbesondere ist
SN U) € X\ {x},

alsoA C X \ {z} oderz ¢ A und damitA C f(A).
Fur hinreichend grof3e ist f/*(U) C U (nach Definition) und daher

W)= rw

und daher
F(A) = f (ﬂ f"(U)> c N fw=rw-=A

Satz 1.4.5SeiM kompakt,f stetig,U offen inM mit

f(U) cU.
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Dann ist

A=)

n>0
eine kompakte, invariante, attraktive MengeMhund U ist Fundamentalumge-
bung vonA.

Beweis.Es gilt

Also ist

Damit ist A abgeschlossen, also kompakt. (Beachte stetige Bilder von Kompakta
sind kompakt, hier wird\/ kompakt benutzt). Sei nuvi eine offene Umgebung
von A. Dann gilt fur n hinreichend grof3:

M\V C M\ () f"(U) =M\ f(O).

Damit bilden die Mengen der Form rechts eine offélzerdeckung von/ \ V,
wiederum Kompaktheit erlaubt uns eine endliche Uledrdeckung ausziahlen.
Mit dieser folgt

Vo () ().
k=1
Wahlt mann* die gio3te dieser Zahlen,, so ist

Uy c U cv.
Damit sind die gewnschten Eigenschaften gezeigt. U

Satz 1.4.6Es seiU C M offen, und es gebe eif € IN mit

MU)cM
ist kompakt und B
M u)ycu
fur allen > N, soist
A=) )
nelN

eine kompakte, invariante, attraktive Teilmenge.
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Beweis.Der Beweis ist eine Variation des eben vorgestellten Beweises. [I

Korollar 1.4.7 Es seiU C Moffen undf"(U) sei fur n > N kompakt. Dann ist
A= ()1
n>0

eine kompakte, invariante, attraktive MengeMhund U ist Fundamentalumge-
bung vonA.

Beweis. -

fr ) cmu)cu.

0

Satz 1.4.8Es seil Fundamentalumgebung einer attraktiven, kompakten Menge.
Dann ist

Eg(A) =] /().

nelN

Beweis. U

Definition 1.4.9 Es sei(M, ¥) ein topologischer Rauny, : M — M eine Ab-
bildung undA invariant. f heifl3t topologisch transitiv aul, wenn @ir jedes Paar
U,V C A, welche relativ offen im sind gilt: es gibt eimn € IN mit

U NV £ 0.

Satz 1.4.10Es sei(M, ) ein topologischer Rauny, : M — M eine Abbildung
und A invariant. Gibt es einen Orbit, der dicht iA liegt, d.h. so dass gilt

A= Of(x),

so istf topologisch transitiv aufi.
Beweis. U

Definition 1.4.11 Es sei(M, ) ein topologischer Raury, : M — M eine Ab-
bildung undA invariant und attraktiv. Istf topologisch transitiv aufi, so wird A
als Attraktor bezeichnet.

Bemerkung 1.4.12Die Vereinigung zweier attraktiver Mengen ist attraktiv, die
Vereinigung zweier Attraktoren ist kein Attraktor, die Eigenschaft topologisch tran-
sitiv gibt eine gewisse Minimaditseigenschatft.
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Kapitel 2

Unimodale Abbildungen des
Intervalls

2.1 Topologische Konjugation

Definition 2.1.1 Es seien()M;, 7;) topologische Rume,f; : M; — M, zwei Ab-
bildungen. Ein Hordomorphismusg : M; — M, heif3t topologische Konjugation
von f; und f,, falls

pofi=faop.

f1, f nennt man dann topologisch konjugiert.
Ist die Abbildungp ein C"-Diffeomorphismus, so nennen wiy und f, C"-
konjugiert.

Man beachte, dass topologische Konjugation éigaivalenzrelation ist.

Satz 2.1.2Sind f; und f;, topologisch konjugiert, so werden die Orbits vén
durch die Abbildungy auf die vonf, abgebildet.

Beweis.Triviales Nachpiafen U

Lemma 2.1.3 Es seienfy, f, C*-Abbildungen und topologisch konjugiert unter
©, xo Sei ein Fixpunkt vorf;. Dann isty(zq) ein Fixpunkt vonf, und es gilt

fo(@(0)) Dp(x0) = Dp(w0) f1(0)

Sindf; : I; — I;, i=1,2 Abbildungen eines Intervalls, so it(z¢) = f5(xo).

13
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Beweis. U

Definition 2.1.4 Ein Punktz, heil3t schlie3lich periodisch, wenarfeinn € IN
f™(zo) ein periodischer Punkt ist.

Definition 2.1.5 Es seif von der Klass&'. Ein periodischer Punkt der Periode
n heil3t hyperbolisch, fall® f(p) keinen Eigenwert vom Betradghat.

Man zeigt leicht: lar f € C* ist p ist genau dann ein stabiler Fixpunkt vgn,
wenn alle Eigenwerte voP(f™) vom Betrag< 1 sind.

Definition 2.1.6 Ein periodischer Orbit der Bngen heil3t stabil wenn jeder Punkt
des Orbits eine stabile Gleichgewichtslage vdnst.

Damit folgt sofort:
sind f1, f» topologisch konjugiert. Dann werdenperiodische Orbits vorf; auf
solche vonf, abgebildet. Stabile Orbits werden auf stabile Orbits abgebildet.

2.2 Unimodale Abbildungen

Definition 2.2.1 Eine Abbildung auf einem Intervall = [a, b] heil3t unimodal,
falls es eirc € [a, b] gibt mit f istinjektiv aufla, ¢) bzw. auf(c, dj und f(¢) > f(z)
fur alle x # c.

Definition 2.2.2 1. Es seif € C*(I) und unimodat wie oben. Die Schwarz-
sche Ableitung voif fur  # 0 durch

@ s (o )

S0 =Ty 2 \ )

2. fwird S-unimodal genannt, fallg unimodal ist undir x # cgilt Sf(z) <
0.

Satz 2.2.3Ist f S-unimodal mit kritischem Punkt Dann gilt
1. f hat hochstens einen stabilen periodischen Orbit.

2. Ein stabiler periodischer Orbit attrahiert den Punkt

Beweis.Siehe Literatur. U
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Satz 2.2.4Seif € C*(I), Sf(z) < 0 fur z # c. Dann gilt
1. Sfr < 0furx #c.
2. Sf < 0impliziert|f’| hat kein positives lokales Maximum.

3. Hat f endlich viele kritische Punkte, so gibt esrzg¢ IN hochstens endlich
viele periodische Orbits derdngen.

4. Sinda < b < c drei konsekutive Fixpunkte voff’, so dasga, c| keinen
kritischen Punkt vorf™ enthalt. Dann istg’(b) > 1.

Beweis.Siehe Literatur. U

Korollar 2.2.5 Es gibtS-unimodale Abbildungen ohne stabilen periodischen Or-
bit.

Beweis.f(z) = 1 — 222 hat ichstens einen stabilen periodischen Orbit, dieser
attrahiert0. Da f(f(0)) = —1 und f(—1) = —1 ein nichtstabiles Gleichgewicht
ist, folgt der Satz. U

Man kann zeigen, dass im Fall der Existenz eines stabilen periodischen Orbits,
nur fur eine Menge vom Ma@ die Folgen nicht gegen diesen Orbit konvergieren.
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