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2 Seminar Gewéhnliche Differentialgleichungen

Einleitung

Thema der folgenden Arbeit ist das sogenannte
Saltzman/Lorenz-System. Urspriinglich im Jahr
1963 als Teil eines physikalischen Modells formuliert,
stand dieses System von Differentialgleichungen
wiederholt im Blickpunkt der Offentlichkeit und war
gleichzeitig Gegenstand zahlreicher mathematischer
Arbeiten bis in die jlingste Gegenwart.

Dieser Yortrag versucht e.iner.l Bogen zZu span- Henri Bénard Lord Rayleigh
nen zwischen den physikalisch-experimentellen (1874-1939) (1842 - 1919)
Grundlagen, die bereits um das Jahr 1900 von
den Wissenschaftlern Rayleigh und Bénard gelegt
wurden, zu den mathematischen Untersuchungen
der sechziger Jahre des letzten Jahrhunderts, die
von Saltzman und Lorenz durchgefithrt wurden,
bis hin zu den moderneren Ansitzen, etwa von
dem amerikanischen Mathematiker Guckenheimer.
Schliellich méchten wir eine Arbeit aus dem Jahr
1999, ,The Lorenz attractor exists“, von Warwick

-~ L

Tucker vorstellen, in der er den Beweis erbringt, dafl
der Lorenz-Attraktor ein sog. seltsamer Attraktor Barry Saltzman
ist. (1931-2001) (x1917)

Dieses Skript wird im Internet bereitgestellt unter

www.tu-harburg.de\ " sufp\

John Guckenheimer  Warwick Tucker
(x ~ 1946) (x1970)

1.1 Herleitung: Die Lorenzgleichungen als Idealisierung
hydrodynamischer Systeme

1.1.1 Das Rayleigh-Bénard-Experiment

Das Differentialgleichungssystem

T, = —0x1 + 0%
i72 = 0T1 — T2 — T1X3 (L)
&3 = —fr3 + T172

wird als Lorenzsystem bezeichnet, nach dem amerikanischen Meteorologen Edward N. Lorenz!,

der es 1962 als Idealisierung eines hydrodynamischen Systems entwickelte. Lorenz ging es dabei

ILorenz, Edward Norton, amerikanischer Meteorologe, ¥*1917 West Hartford, Connecticut; seit 1946 am Mas-
sachusetts Insitute of Technology (MIT) beschéftigt; beschrieb in den sechziger Jahren als erster deterministisches
Chaos am Beispiel des Wetters; prigte den Ausdruck »Schmetterlingseffekt< (der Fliigelschlag eines Schmet-
terlings in China beeinflut das Wetter in Amerika); erhielt 1991 den renommierten Kyoto-Preis.

(Quelle: Lexikon der Physik, Spektrum Akademischer Verlag, 2000)
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um eine Modellierung der Zustédnde in der Erdatmosphére zum Zweck einer Langzeitvorhersage.
Allerdings betonte Lorenz, dafi das von ihm entwickelte System (L) allenfalls fiir sehr begrenzte
Parameterbereiche von g, o, 3 realistische Resultate liefert.

Bei der Beschreibung von Stromungen in Fliissigkeiten und Gasen ist Konvektion ein zentrales
Phénomen. Unter diesem Begriff versteht man den Transport von Teilchen in einer strémenden
Fliissigkeit entgegen stabilisierender Kriifte. Die Konvektion ist zu unterscheiden von weiteren
Transportmechanismen innerhalb der Fliissigkeit wie der Diffusion. Erzwungene Konvektion
liegt vor, wenn der Stromungsvorgang durch dufleren Antrieb, etwa dem Einsatz von Pumpen,
erfolgt. Im Gegensatz dazu liegt natirliche Konvektion vor, wenn der Antrieb der Stromung
Dichtegradienten, etwa aufgrund von Temperatur- oder Konzentrationsgradienten, sind.
Konvektionsvorgidnge kénnen in sog. Konvektionszellen studiert werden, das sind bienenwaben-
artige Bereiche der Fliissigkeit, in denen die Konvektionsstromungen in sich geschlossen sind.
Es ergibt sich, dafl die Konvektion stark mit dem Durchmesser der Konvektionszelle anwéchst.
Aus diesem Grund sind Warmeddmmstoffe pords, um den konvektiven Transport von Wérme
moglichst gering zu halten?.

Zur Herleitung der Lorenzgleichung als Beschreibung von Konvektionsstrémungen sei das fol-
gende Modell betrachtet, das um die Jahrhundertwende von dem franzosischen Physiker Bénard
experimentell untersucht und 1916 durch den britischen Nobelpreistrager Lord Rayleigh theo-
retisch beschrieben wurde:

Zwischen zwei Platten mit Abstand h befinde sich ein viskoses inkompressibles Fluid (= “Fliissig-
keit“). Wihrend kleine Temperaturdifferenzen T zwischen der Ober- und Unterseite der Schicht
noch durch Wirmeleitung ausgeglichen werden konnen, setzt bei Uberschreiten einer kritischen
Temperaturdifferenz eine Fliissigkeitsbewegung ein und es kommt zur Ausbildung von Konvek-
tionsrollen, durch die ein effizienterer Wirmetransport realisiert wird. Dabei steigen von unten
erwirmte Fliissigkeitselemente auf Grund ihrer geringeren Dichte auf und kéltere Fliissigkeits-
volumina sinken ab.

1.1.2 Mathematische Beschreibung

Zur mathematischen Beschreibung faffit man nun

- das Dichtefeld: o(z,t), x € R?
- den Druck: p(x,t),
- die Temperatur: T(x,t),

- die Geschwindigkeitsverteilung:  v(z, )

als kontinuierliche Groéflen auf.
Zweitens werden die physikalischen Grundgleichungen verwendet, die sich aus den drei Erhal-
tungsséitzen Massenerhaltung, Impulserhaltung und Energieerhaltung ergeben:

- Massenerhaltung: Kontinuitéitsgleichung:

% + div(pv) =0

2Quelle: Lexikon der Physik, Spektrum Akademischer Verlag, 2000
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- Impulserhaltung: Navier-Stokes-Gleichung:

dv
o =0+ {(v,Viv)=  oF = Vp  +1(Av),q (1.1)
dt ~— ~— <

auBere Kraft  Druckgradient Viskositat

wobei mit (Awv;);c4 der Vektor (Avy, Avy, AUg)T gemeint ist.
,, Viskositéit“ bedeutet hier die Newtonsche Annahme, dafl der auf ein Teilchen ausgeiibte
Reibungsdruck proportional zum Geschwindigkeits-Gradienten ist.

- Energieerhaltung: Warmetransportgleichung:

dT oT
0Cp o = 0Cp (E + (v,V)T) = ; )\AlT
armeleitung

mit c,: spez. Warmekapazitit bei konstantem Druck und A: Wérmeleitkoeffizient,
wobei der Energieverlust durch innere Reibung vernachléssigt wird.

Man nimmt nun vereinfachend an, dafl die Dichte zeitlich konstant ist (Inkompressibilitit), es
sei

90
ot
Eine Ausnahme bildet der Term in (1.1), der den hydrostatischen Druck beschreibt. Es wird

die Kraft F' = (0,0, —g)7 ausgeiibt (g: Erdbeschleunigung), die Dichte sei ausschlieBlich und
linear abhéngig von der Temperaturverteilung:

Q(‘Tat) = Qo (1 - O‘(T(Ivt) - TO))

wobei a der Warmedehnungskoeffizient ist und Ty die Bezugstemperatur an der unteren Platte.

0=00 ; = 0.

Es ergeben sich die vereinfachten Gleichungen:

div(gv) =0
1
v+ (0, VYo = [1 — a (T — Ty)] (0,0, 9) — —p+ QE (Av:) ey (1.2)

T~

oT A

— T = AT 1.3

oy T VIT = 2 (13)

——

=x
Eine weitere Vereinfachung kann erreicht werden durch die Annahme, daf§ sich die Konvektions-
rollen in der x, z-Ebene unabhiingig von der y-Richtung entwickeln®. Somit bestehen simtliche
Vektoren nur noch aus (z, z)-Komponenten.

Die Navier-Stokes-Gleichungen (1.2) sind also auf zwei reduziert:

dvy ovy ovy ovy 1 dp

o 21 - R A 1.4
dt 815 +Ulal‘1 +U381‘3 00 81'1 +vav ( )
dvs 61}3 a’Ug a’Ug 1 Gp

b Rt - 2 = A 1—a(T -1 1.5
7 5 +U18x1 +U38z3 20 0 +vAvz +[1 - af 0)lg (1.5)

Indem man schliellich noch vy, v3 zusammenfaflt in einer Stromfunktion ¥ mit

(vl,v3)< ov 8\Il>

0wy’ Omy

3[Saltzman1962]
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und eine zweite Funktion ©(z1, x3,t) einfiihrt, welche die Abweichung vom linearen Tempera-
turprofil, d.h. reiner Wérmeleitung, angibt:

T($1,$3,t) =T+ T (1 — .Z‘_h3) +®(.’L‘1,$3,t)
—_—————

linear

kann man den p-Term in (1.2) folgendermafien eliminieren:

Man berechnet %(1.5) - %(1.4). Es ergibt sich mit dem Satz von Schwarz:
T T3

9 (Ovs D), 0 ( Ovs  Ovs) O ( Ouv. Ou)_
815 81'1 (91’3 (91‘1 1(91’1 3(91’3 (91’3 1(91’1 3(91’3 o

=V2¥ _o¥,v2y)
o) (1.6)
v iAv—iAv —l—i[l—a(T—T)]
(91‘1 3 81'1 ! (91‘1 019
=Viv :ga,a—@

dxq

mit den Bezeichnungen

020 92U ov ov
E e i At 4
v ox? * oz  Oxy  Oxs

und

ViU =V (V?0)

ov ov
—_w2 (25 Y
=V ((91‘1 81'3)

o 831)3 831)3 _ 831)1 _ 831)1
B 893? (%slx% 8z%x3 8x§
0 0
81'1 s (91’3 U1

sowie der Schreibweise

d(a,b) _ (0Oa Ob  9b Oda
B 81'1 81'3 81'1 (91'3

8(1‘1,$3) Oz Oz3
aus der sich
oV, V20) oV i 9 ov i 9

gy 2 _ = - v
d(z, z) Oz Ox3 O3 011 v

— 821)3 _ 821)1 + 621}3 _ 621}1
! 0z? Ox1x3 3 Ori1x3 8z§

=0 (0 0 9 (, Ou Ou
781‘1 Ul(’)xl ’Ugal‘g 81‘3 Ul(’)xl ’Ugal‘g

ergibt.
Zweitens kann man die Gleichung (1.3) mit den Funktionen ¥, © ausdriicken. Mit AT = A©
und % = %—? sowie der Schreibweise (x) gilt zunéchst
orT orT
T = el el
(v, V) (Ul 921 +v3 (’)x3)
_L00  (T 98
o 1(91'1 3 h 81‘3
_ovoe ow( T 00
81’3 81'1 81‘1 h 81‘3

ow,0)  Tov

8(51?1,,%3) E@l‘l



6 Seminar Gewohnliche Differentialgleichungen

Damit folgt die Umformung der Warmeleitungsgleichung:

00  0W,e) Tov
TR PR e (1.7)

=(v,V)T

Insgesamt ergeben sich aus (1.6), (1.7) die von Lorenz an den Anfang seiner Untersuchungen
gestellten Gleichungen der Bénard-Konvektion

2
Dgry = ALV | iy g 4029
ot 81‘1,1'3 ox X1 (1 8)
@—_a(\y’@) +£a_\1/+ V20 '
ot O(xy,x3) h 0z,

Zur Losung dieser Differentialgleichungen wéhlte der Physiker Barry Saltzman*, auf dessen
Arbeit® sich Lorenz’ Uberlegungen stiitzten, moglichst einfache Randbedingungen, namhch freie
Grenzflachen, an denen ¥ und AW = 0 sein sollen (keine Schubspannungen).

Dann entwickelte er ¥ und O in einer zweifachen Fourierreihe.

U(z, z,t) Z Z U (¢ exp[%‘h*@( x—l—%z)]

m=—0o0 N=—00

(z,2,t) Z Z Omn(t) exp {27Th*l(—:€+ %z)}

m=—oo nNn=—0o0

Allerdings vernachléssigte er hohere Wellenzahlen, d.h. die (unendliche) Reihendarstellung wur-
de durch endliche Summen ersetzt.

Saltzman berechnete anschlieSend zeitabhéngige Losungen durch numerische Integration. Es
ergaben sich 52 Fiille zur numerischen Untersuchung, von denen allerdings mit Ausnahme von
nur drei Amplituden alle nichtperiodischen Losungen gegen 0 tendierten. Auf diese drei ,,we-
sentlichen“ Komponenten reduziert ergab sich:

x(1+a?)V2
a
AT Racr

™

U(x,z,t) = X (t) sin(waz) sin(rz)

O(z, z,t) =

(\/_Y( ) cos(wax) sin(mz) — Z(t) sin(2ﬂ'z))

wobei a = Zellenhohe/Zellenbreite die Geometrie der Konvektionszelle beschreibt, und X, Y,
Z zeitabhéngige Funktionen sind; zum Quotienten RI;LT siehe unten.

Setzt man diese Losungen fiir ¥, © in die Gleichungen (1.8) von oben ein, so ergibt sich das
Lorenz System (L) fir (X,Y,Z) = (z1, z2,23):

T, = —0x1 + 0o
Ty = ow1 — T2 — T123 (L)
i3 = —fr3 + 1172

1.1.3 Physikalische Bedeutung der Parameter o, 3, 0

e Der Parameter

4Barry Saltzman, amerikanischer Geologe und Geophysiker. ¥*1931 New York City. Gest. 2001 Yale. Seine Ar-
beit (1962) iiber thermische Konvektion fithrte zur Entdeckung der Chaostheorie und des bekannten ,,Saltzman-
Lorenz Attraktors“. Er entwickelte ferner eine Theorie tiber die globale Verteilung des Klimas, basierend auf der
Betrachtung von Energiebilanzen.

5[Saltzman1962]
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Abbildung: Konvektions- und Temperaturdiagramm eines Zustandes im Lorenzsystem.

wird als Prandtl-Zahl bezeichnet. Dies ist ein Ahnlichkeitsparameter, der ein Ma8 fiir die
Tragheit eines hydrodynamischen Systems angibt. Fiir den Grenzwert 0 — oo kann ein
System als trigheitslos betrachtet werden, d.h. das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung
kann sich dem Temperaturfeld sofort anpassen. Wasser hat eine Prandtl-Zahl von etwa
o =25.

e Der Parameter

4
= 1+4a?
ist ein Maf fiir die Zellengeometrie.
e Der Parameter
R h3AT 11+ a?)3
0= it Ra=29"720 ; Racrziﬂ(ta)
Ger XV a

ist die sog. relative Rayleighzahl, wobei die Rayleighzahl Ra nun — grob gesagt — die
auftreibenden und die bremsenden Kréfte in ein Verhéltnis setzt.

Es ist iibrigens zu bemerken, dafi damit alle Parameter in (L) dimensionslos sind.

Aus den Bénard-Gleichungen (1.8) geht ferner hervor, daf} im Lorenzsystem (L) die Komponente
X proportional ist zur Intensitit der Konvektionsstromung (¥ ~ X). Die Komponente Y ist
proportional zur Temperaturdifferenz zwischen aufsteigender und fallender Stromung. Gleiches
Vorzeichen von X, Y bedeutet das Aufsteigen warmer Fliissigkeit und das Absinken kalter
Volumina. Die Komponente Z ist proportional zur Abweichung vom linearen Temperaturprofil.

Anwendungsfiille der Lorenzgleichungen

Beispiele fiir konvektive Systeme findet man u.a. im Erdmantel (Geodynamik), der Atmosphiire
und den Ozeanen. Weitere Beispiele sind der Energietransport in der Sonne, konvektive Zonen
im Inneren eines Sterns oder die Entstehung des Erdmagnetfeldes (Geomagnetismus).
Allerdings rdumt Lorenz ein, daf, verursacht durch die starke Vereinfachung der Fourierrei-
hen, bei hoher Konvektion Lésungen von (L) sehr von solchen der Bénard-Gleichungen (1.8)
abweichen und somit keine gute Néherung der Realitéit mehr liefern.
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1.2 Einfache Eigenschaften des Lorenz-Systems

1.2.1 Globale Eigenschaften

Wir wollen nun einige allgemeine Eigenschaften des Lorenz-Attraktors vorstellen. Wir betrach-
ten also das folgende Differentialgleichungs-System:

T, = —0x1 + 0o
Ty = ow1 — T2 — T123 (L)
&3 = —fr3 + T172

Im Folgenden untersuchen wir die unterschiedlichen qualitativen Strukturen des Systems fiir

feste Parameter ¢ = 10 und 8 = % und variables o > 0. Die Variation von p ist dadurch
gerechtfertigt, dafl ¢ im Konvektionsversuch als Maf fiir die Temperaturdifferenz zwischen der

oberen und der unteren Platte betrachtet werden kann. [Vergleiche auch S. 6.]

Symmetrie

Ersetzt man im Lorenz-System den Vektor x = (21, 22, x3) durch X := (—x1, —23, 23), so dndert
sich in den ersten beiden Gleichungen von (L) das Vorzeichen, die dritte bleibt unveréndert. Die
Trajektorie durch den Punkt x mufl somit dasselbe Verhalten zeigen, wie die Trajektorie durch
den Punkt %, lediglich an der dritten Koordinatenachse (die wir der Einfachheit halber als x3-
Achse bezeichnen) gespiegelt. Jede Trajektorie des Systems ist also entweder symmetrisch oder
besitzt eine genau gleich aussehende “Zwillings“-Trajektorie, die man dann durch Spiegelung
an der x3-Achse erhilt. Diese Eigenschaft ist offenbar unabhéngig von der Wahl der Parameter
G,0und o.

Ubrigens hat sich Warwick Tucker, zu dessen Beweis wir spiter noch kommen werden, diese

Eigenschaft zunutze gemacht, um Rechenzeit zu sparen®.

Die x3-Achse

Fiir 21 = 22 = 0 sind in (L) die ersten beiden Terme 0. Somit ist die x3-Achse eine invariante
Menge. Zudem verlaufen offenbar alle Trajektorien auf der x3-Achse fiir ¢ — oo gegen den
Ursprung.

Wir betrachten nun eine Trajektorie, die um die z3-Achse rotiert. Verlauft die Trajektorie
irgendwann durch einen Punkt (0, x2,x3), so gilt 1 > 0 fiir o > 0 und & < 0 fiir zo < 0.
Somit kann die Trajektorie (wenn iiberhaupt) also nur im Uhrzeigersinn (wenn man von oben
auf die z1x9-Ebene schaut) um die x3-Achse rotieren.

Dissipation des Lorenz-Systems und Konsequenzen hieraus

Wir betrachten zum Zeitpunkt ¢ die Divergenz des zu (L) gehoérigen Vektorfeldes ®@;. Es gilt

: Ot Oiy Ois
b= ——+——+—-—=-— 1 . 1.
div @, 8x1+8x2+8z3 (c+8+1)<0 (1.9)

Nun sei V' eine Menge mit u(V) > 0, wobei p das Lebesgue-Maf} auf dem R3 sei. Fiir die
Anderung des Volumens unter dem Flufl ® in Abhiingigkeit von der Zeit ¢ gilt dann”:

@0 = [ dveuxiixico = (o + -+ 1) [1dx = (o + 5+ (V)
14 14

6vgl. [Tucker1998], Abschnitt 5.1
"Vgl. dazu: Beweis zu Satz 5.5.5 in [Lauterbach2002]
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also
(V) = e+

Das bedeutet, daf fiir eine Menge V mit p(V) > 0 das Volumen unter dem Fluf fiir ¢ — oo
gegen 0 geht. Da ¢ und (8 nicht von den Koordinaten x1, x2, x3 abhéngen, findet diese Volumen-
kontraktion sogar global statt, d.h. jede Menge V' C R? mit positivem Volumen wird durch ® in
eine Fliche iiberfiihrt. Man bezeichnet das Lorenz-System daher auch als dissipativ, angelehnt
an die irreversible Energieabgabe im physikalischen Modell, die als Dissipation bezeichnet wird.

Folgerung. Haben wir eine Ruhelage, so kann diese nicht instabil in dem Sinne sein, daf
alle nahe gelegenen Trajektorien von ihr weg divergieren. Dieser Orbit wére dann némlich eine
Quelle, was im Gegensatz zur globalen Volumenkontraktion steht. Ganz entsprechendes gilt fiir
periodische Orbits.

Existenz eines Ellipsoids, das alle Trajektorien anzieht

Behauptung. Es gibt ein beschrinktes Ellipsoid E C R3, in das alle Trajektorien eintreten

und dieses nach ihrem Eintritt auch nicht mehr verlassen®.

Sei x = (1,2, 23) € R3. Wir betrachten die Funktion
V(x) = ox? + ox3 + o(x3 — 20)* .

Auf ganz R? existieren die partiellen Ableitungen von V, und bezeichnet man die rechte Seite
von (L) mit f, soist (VV (w), f(w)) <0, also V eine Ljapunov-Funktion zu f.? Dann gilt lings
Losungen von (L):

d 1
EV(X(t)) = DV(x) ::rg
x3
—0ox1 + ox2
= (2@9:1 2029 20(x3 — 29)) 0T1 — Ty — T1T3
—Bx3 + T172

= —20 (o7 + 25 + B3 — 200x3)
Aus der Gleichung erkennt man, daf} es eine beschriinkte Menge D C R? gibt, mit
D={xeR?|V(x) >0}

Wegen der Stetigkeit von V(x) ist D auch abgeschlossen, also kompakt, womit V' (x) auf D ein
Maximum ¢ annimmt. Man sieht, daf} die Hohenlinien V (x) = ¢ Ellipsoide sind. Wir betrachten
daher ein beschriinktes Ellipsoid E D D, in dem gilt V' < c+¢ fiir ein gegebenese > 0. Seiy ¢ FE.
Dann folgt auch y ¢ D, also V(y) < 0. Wegen der Konstruktion von D gilt sogar V(y) < —6
fiir ein § > 0. Wir betrachten nun eine Trajektorie durch y. Wegen V < 0 auBerhalb von E
nimmt dann der Wert von V lidngs dieser Trajektorie ab, so dafl V' innerhalb endlicher Zeit
einen Wert V' < ¢+ ¢ annimmt. Das bedeutet aber, dafl die Trajektorie durch y in das Ellipsoid
eintritt. Aus der Konstruktion von D und E sieht man auch sofort, daf§ die Trajektorie einmal
in der Menge E angekommen, diese nie wieder verl&fit.

1.2.2 Qualitative Aussagen iiber die Trajektorien

Um weitere Aussagen iiber das generelle qualitative Verhalten des Systems machen zu kénnen,
betrachten wir zunéchst die Gleichgewichtslagen des Systems. In jeder Gleichgewichtslage von
(L) muf natiirlich

1 =dy=23=0

gelten. Als mogliche stationire Losungen S erhilt man dann durch Nachrechnen die Punkte:

8Vgl. dazu auch [Sparrow1982, S. 196 f.]
9Gem#B [Lauterbach2002] Definition 6.3.2
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e C°=1(0,0,0)
e Ct=(\/(e—1)8,/(e— 1B, (0—1))
e C~ =(—/(0-1)3,—/(e—1)B,(0—1))

Der Ursprung ist offensichtlich fiir alle Parameter-Werte ¢ > 0 eine Ruhelage, die Punkte C
und C~ jedoch nur fiir p > 1.

Sei wie oben ® der zum Lorenz-System gehorige Fluf. Fiir x = (z1,2,23) haben wir als
Linearisierung die Jacobi-Matrix

—0 o 0
Dd(x)=|(o—23) -1 —x1] . (1.10)
T2 T —f

Die Eigenwerte von D®(-) berechnen wir iiber die Nullstellen des charakteristische Polynoms
P(\) = det(D®(-) — \E3) .
Fiir die Ruhelage C° = (0,0, 0) erhilt man damit die Eigenwerte:

g + 1 1 2
Al =— + - 1 4 -1
1,2 ) 2\/(‘7+ )" +4o(0—1) (1.11)
A3 =—p
Fiir die Ruhelagen C™ und C~ hat das charakteristische Polynom die Gestalt
PA)=— N+ (+B8+DN+B(c+0)A+208(0—1)) . (1.12)

Die Nullstellen von P und somit die Eigenwerte von D®(C?), hiingen [bei festen Parame-
tern 0 = 10 und 8 = %] nun nur vom Parameter ¢ ab. Wir untersuchen die Eigenschaften
der moglichen Ruhelagen fiir verschiedene Parameterwerte ¢ im Einzelnen. Wegen der bereits
erwithnten Symmetrie des Lorenz-Systems (siehe S. 8) reicht es offenbar aus, wenn wir unsere
Beobachtungen auf die Ruhelagen C° und C* beschriinken.

Die Ruhelage C°

el Fall: 0<p<1
Fiir die Ruhelage C° = (0,0, 0) sind die Eigenwerte A1 2 3 nach dem oben Gesagten alle negativ
(sie haben also insbesondere negative Realteile); somit ist das Spektrum

o(D®(0)) C {IA € R | A <0}

also ist nach dem Satz von LJAPUNOV iiber Spektrum und Stabilitét!® die Ruhelage CV asym-
ptotisch stabil.

e 2 Fall: p=1

x1-Koordinate von C°, Ct, C~, aufgetragen tiber o.

10ygl. [Lauterbach2002], Satz 6.1.4
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Bei ¢ = 1 findet eine Heugabel- Verzweigung statt: Fiir o — 17 vereinigen sich die beiden stabi-
len Ruhelagen C*, C~ mit der instabilen Ruhelage C° zu einer einzigen stabilen Ruhelage.

e 3. Fall: p > 1

Die Ruhelage C° hat drei reelle Eigenwerte. Man sieht, dal A\; > 0 ist, womit aus dem Satz
iiber Spektrum und Stabilitéit folgt, dal die Ruhelage C? instabil ist. Die Eigenwerte Ay und
A3 sind beide negativ und reell. Insgesamt spricht man von einem Sattelpunkt: Der Punkt hat
eine ausflieSende und zwei hereinkommende Richtungen.

Die Ruhelagen Ct und C—

Fiir den Fall o < 1 existieren die Ruhelagen C und C~ nicht, fiir den Fall o = 1 fallen sie
offenbar mit der Ruhelage C° zusammen. Es bleibt somit nur noch der Fall ¢ > 1 zu betrachten.

Es ergibt sich zunéchst, dafl fiir Werte von p, die geringfiigig iiber dem Wert 1 liegen, die
Eigenwerte von CT und C~ alle reell und negativ sind. Somit ist also insbesondere die Ruhelage
C* asymptotisch stabil. Man kann errechnen, daf} fiir ¢ < 1.346 alle drei Eigenwerte reell und
negativ sind. Fiir o = 1.346 hat man zwei negative reelle Eigenwerte, und fiir ¢ > 1.346 hat
man einen negativen reellen sowie ein Paar komplex konjugierter Eigenwerte mit (zunéchst)
negativem Realteil.

Es stellt sich die Frage, ob es einen Wert fiir g gibt, fiir den die Ruhelagen C und C'~ nicht mehr
asymptotisch stabil sind. Dazu miissen wir aber wissen, fiir welchen Wert von p ein Eigenwert
von D®(CT) bzw. D®(C™) erstmals Realteil 0 hat, also rein imaginér ist. Wir betrachten das
charakteristische Polynom von C'*, also die Gleichung (1.12):

_ (3 2 _
P =—(A —l—(a—i—_.ﬁ—&-l))\ +ﬁ(i+g))\+206_(.g 1))

Angenommen ip, p € R\ {0}, sei eine rein imaginire Nullstelle. Dann folgt durch Koeffizien-
tenvergleich:

P(ip) =0= —P(in) =0
= —ip® —aop® + aripp+ag =0
=0=ip(p® —a1) A 0=ag— ayu’
:Oz;ﬂ—al A Ozao—aglf
= 0=ag — asaq
o(oc+3+3)
c—p—-1
Als kritischen Parameterwert o', bei dem erstmals ein rein imaginirer Eigenwert bei CT bzw.
C~ eintritt, erhalten wir somit
, oo+ [B+3) 470

TP 2T 94.7368...
S 19

= o=

Mit diesem Resultat folgert man sofort: Fiir o < ¢’ sind die Ruhelagen C* asymptotisch stabil,
da die Realteile aller Eigenwerte negativ sind; fiir o > o’ treten stets Eigenwerte mit positivem
Realteil auf, C* und C~ verlieren also ihre Stabilitéit. Dies geschieht in einer sogenannten sub-
kritischen Hopf-Bifurkation. Der mathematische Nachweis sei hier vernachlissigt!!.

Intuitiv geschieht z.B. im Fixpukt C* das Folgende: Fiir o < ¢’ ist CT stabil. Rings um den
Fixpunkt verlauft ein Sattelzyklus, d.h. ein periodischer Orbit mit einer zweidimensionalen in-
stabilen Untermannigfaltigkeit sowie einer zweidimensionalen stabilen UMF (nicht abgebildet).
Nihert sich ¢ — ¢’ von unten her, zieht sich der periodische Orbit um den Fixpunkt herum

Mygl. etwa [MarsdenMcCracken1976]
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zusammen. In der Hopf-Bifurkation absorbiert C* den periodischen Orbit und wechselt iiber
in einen Sattelpunkt.

Sattelfokus )
lokal g
-— LN
- ! J .
LY. E
Im L
instabiler s
Grenszylklus . Ly

Verlauf der Hopf-Bifurkation.

Wir wollen uns nun noch iiberlegen, wie Trajektorien, die in der Ndhe des Ursprungs verlaufen,
fiir verschiedene Werte o > 1 qualitativ aussehen.

Trajektorien in der Nihe des Ursprungs'?
Fiir die folgenden Uberlegungen erinnern wir zunichst an zwei Begriffe.

Definition'?. Es sei xo € R? ein kritischer Punkt und ® der Fluf des Systems. Dann nennen
wir

Wi(x0) := {x € R® | ®;(x) — %o fiir t — 00}
Wa(x0) := {x € R® | ®4(x) — xp fiir t — —00}

die stabile bzw. die instabile Mannigfaltigkeit von Xg.

Bemerkung. Man kann zeigen, dafl W, und W, tatséchlich UMFen sind, die sich zudem auch
noch transversal schneiden. Auflerdem sind die Tangentialriume an Ws(xo) bzw. an W, (xo)
parallel zu E; bzw. E,,, d.h. Tyx,Ws(x0) = Es und Tx,Wy.(x0) = F.

Wir betrachten zunéchst ein o, das geringfiigig grofler als 1 ist. Man iiberlegt sich, dafl aufgrund
der zwel negativen Eigenwerte A\; und A2 die stabile Mannigfaltigkeit des Ursprungs, W(0),
zweidimensional ist, da auch E; zweidimensional ist. In einer geniigend kleinen Umgebung des
Ursprungs kann man sich die stabile MF dann als eine Ebene vorstellen, die den R? in zwei
Hilften teilt. Wegen unserer fritheren Uberlegung, daf8 alle Trajektorien auf der z3-Achse fiir
t — oo zum Ursprung hin laufen, mufl aulerdem die z3-Achse eine Teilmenge der stabilen
Mannigfaltigkeit des Ursprungs sein.

Bemerkung: In diesem Zusammenhang ist eine Arbeit der Mathematiker Dr. Bernd Kraus-
kopf und Dr. Hinke Osinga, beide von der Universitit Bristol, recht instruktiv und hilfreich.
Mit Hilfe numerischer Verfahren haben beide die stabile und instabilen Mannigfaltigkeit des
Fizpunktes C° visualisiert. Siehe dazu

http://www.enm.bris.ac.uk/staff/hinke/vectorfields/lorenz/

Man erhélt durch numerische Berechnungen, dafl fiir ¢ > 1 alle Trajektorien, die in der Néahe
des Ursprungs starten und nicht auf der stabilen Mannigfaltigkeit liegen, fiir ¢ — oo entweder
gegen C oder gegen C~ konvergieren, je nachdem auf welcher Seite der stabilen Mannigfal-
tigkeit sie starten. Dies geschieht solange, wie ¢ unterhalb eines kritischen Wertes von 13.926
liegt. Je néher p an diesen Wert herankommt, umso langer dauert die Annéaherung der Trajek-
torien an die Ruhelagen C* und C~. Fiir ¢ = 13.926 konvergieren die Trajektorien schliefllich
gar nicht mehr gegen C* und C~, sondern bilden homokline Orbits, d.h. stabile und instabile

2Tn diesem Abschnitt halten wir uns weitgehend an die Vorgehensweise aus [Sparrow1982, S. 13 ff.]. Da
die dortigen Ergebnisse numerisch ermittelt wurden, soll dieser Abschnitt vor allem dazu dienen, einen kleinen
Einblick in das qualitative Verhalten der Trajektorien zu geben. Auf strenge Beweisfithrung wird verzichtet.
13[Amann1995, S. 288 f.]
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Mannigfaltigkeit fallen zusammen. Fiir ¢ > 13.926 konvergieren die Trajektorien wieder gegen
die beiden Ruhelagen, allerdings zu den jeweils entgegengesetzten Ruhelagen. Wir haben dazu
ein Matlab-Programm geschrieben, das mit Hilfe des Runge-Kutta-Verfahrens dieses Verhal-
ten darstellen soll. Als Startpunkte unserer Trajektorien haben wir den Punkt (0.1,0.1,0.1),
durch den in den Skizzen jeweils die rote Trajektorie lduft, und (—0.1, —0.1,0.1) mit der blauen
Trajektorie genommen.

e o = 6.0; Schrittweite fiir das Runge-Kutta-Verfahren: h = 0.005;

Es ergibt sich das gleiche Bild wie im vorherigen Fall, allerdings sind die ,,Schleifen® um
die Ruhelagen wesentlich weiter, d.h. die Trajektorien konvergieren langsamer gegen die
Ruhelagen.

e o = 13.926; Schrittweite h = 0.00005;
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Es entstehen homokline Orbits.

e o = 15.0; Schrittweite wiederum h = 0.005;

Die Trajektorien konvergieren wieder, allerdings gegen die ,,vertauschten“ Ruhelagen.

1.2.3 Numerische Hinweise fiir einen seltsamen Attraktor im Lorenz-
system

Als Lorenz 1963 das nach ihm benannte System untersuchte, fand er heraus, daf} fiir den Para-
meterbereich ¢ > 24.74... die Losungen unregelméfig oszillieren ohne dabei periodisch zu sein,
obwohl die Trajektorien, wie gezeigt, in einem begrenzten Bereich des Phasenraums bleiben.
Aus seinen numerischen Betrachtungen zog Lorenz den Schluf3, dafl die Trajektorien sich einer
komplizierten Menge annihern, die man heute einen seltsamen Attraktor nennt. Diese Men-
ge ist weder ein Punkt noch eine Kurve oder eine Fliche. Dieses Gebilde ist der “klassische“
Lorenz-Attraktor.

50

Bevor wir den Begriff seltsam unter formalen Gesichtspunkten betrachten, sei noch eine ab-
schliefende Bemerkung zu diesbeziiglichen numerischen Ergebnissen gemacht:
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Es ist in dieser Bilderfolge die Divergenz nahe beieinanderliegender Trajektorien zu sehen. Die
markierten Punkte auf dem Attraktor zeigen die Entwicklung einer kleinen Wolke von 10000
nahe zusammen liegenden Anfangsbedingungen zu Zeiten ¢t = 3,6,9,15. Wahrend sich jeder
Punkt entsprechend den Lorenzgleichungen bewegt, dehnt sich die Punktwolke in einen langen
diinnen Streifen, der sich um den Attraktor wickelt. Schliellich sind die Punkte iiber einen
groflen Teil des Attraktors verteilt; dies zeigt, dafl die Endzustidnde fast {iberall sein konnen,
obwohl die Anfangsbedingungen fast identisch waren. Diese sensitive Abhéngigkeit von den
Anfangsbedingungen ist kennzeichnend fiir ein chaotisches System.

1.2.4 Koordinatentransformation im Lorenzsystem

Bevor wir uns im néchsten Teil mit dem geometrischen Modell des Lorenz-Attraktors so-
wie Tuckers Beweis, dafl dieser ein seltsamer Attraktor ist, befassen, wollen wir zunéchst
noch das System (L) in andere Koordinaten umschreiben. Da wir eine lineare Transforma-
tion durchfiithren, dndern sich dabei die qualitativen Aussagen iiber Ruhelagen, Attraktoren
etc. des Systems nicht. Tucker beweist sein Theorem iiber den Lorenz-Attraktor anhand des
transformierten Systems.

Wir bezeichnen die rechte Seite des Lorenz-Systems (L) mit f(x), x = (21, z2,x3). Als Linea-
risierung des Flusses im Ursprung erhalten wir nach (1.10) die Matrix

-0 O 0
DP0)=] o -1 0 ,
0 0 —-p

Diese Matrix soll zunéchst diagonalisiert werden:

Als Eigenwerte haben wir nach (1.11) die Eigenwerte Ay = —% + %\/(U +1)° +40(0—1)
sowie A3 = —(. Als Eigenvektor zu —f sieht erkennt man sofort den Vektor v = (0,0,1). Die
Eigenvektoren vq 2 zu Aj 2 erhélt man durch die Losung des Gleichungssystems

(Dq)(()) — )\112E3)V112 =0.

Setzen wir die Parameterwerte g = %, o = 10 und ¢ = 28 ein, so erhalten wir die speziellen
Eigenwerte A\; ~ 11.8277 und Ay ~ —22.8277. Wir miissen also die folgenden Gleichungssysteme
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l6sen:
—21.8277 10 0 12.8277 10 0
28 —12.8277 0 vi=0 und 28 21.8277 0 ve =0
0 0 —14.4944 0 0 20.1610

Die Losungen (die Eigenvektoren vy, v2) kann man dabei so normieren, dafl ihre erste Kompo-
nente iibereinstimmt:

vi = (—0.4165,-0.9091,0)7 ; vo = (—0.4165,0.5343,0)T

Schreibt man die drei Eigenvektoren vi,i € 3 als Spalten einer Matrix S~! und berechnet die
zugehorige Inverse S, so erhélt man SAS™! = D, wobei D die Diagonalmatrix mit den Ei-
genwerten \;,i € 3, als Eintréigen in der Hauptdiagonalen ist. Diese Diagonalform werden wir
benutzen, um (L) auf eine einfachere Form zu bringen:

Man schreibt:

—0T1 + 0T2 -0 o 0 1 0
f(X) = | —0T1 — T2 —T1 — T3 | = 0 -1 0 xo | + | —x173 (1.13)
—fBr3 + T122 0 0o —-p T3 T1To
—_———
=D®(0)=:4 =1g(x)

d.h. f wird in einen linearen und einen Restterm aufgespalten.
Wir fithren nun eine lineare Koordinatentransformation durch, indem wir setzen: y := Sx.
Dann erhalten wir unter Anwendung von (1.13):

y=5%x=5f(S""y) =545y +g(5'y)

—0.4165(y1 + y2)
= Dy + Sg(S~'y) = Dy + Sg | | —0.9091y; + 0.5343y>

Y3
—0.8887 —0.6928 0 0
=Dy+ [ -1.5122 0.6928 0 0.4165(y1 + y2)ys
0 0 1/ \0.4165(y1 + y2)(0.9091y1 — 0.5343ys2)
=S
—0.2886(y1 + y2)ys3
= Dy + 0.2886(y1 + y2)ys

(y1 + y2)(2.1827y; — 1.2828y,)

—0.29(y1 + y2)ys
~ Dy + 0.29(y1 + y2)ys3 (1.14)
(y1 + y2)(2.2y1 — 1.3y2)

Diese Form des Lorenzsystems ist Basis fiir Tuckers Beweis. Alle Eigenschaften, die Tucker fiir
das System (1.14) nachweist, sind robust, das heifit einfach formuliert, daf sich die qualitativen
Eigenschaften des Systems nicht dadurch dndern, daf§ man die zugehoérigen Parameter leicht
variiert. Somit folgt aus der Existenz eines seltsamen Attraktors fiir das ,,genédherte“ Lorenz-
System (1.14) auch die Existenz des seltsamen Attraktors fiir das urspriingliche Lorenz-System

(L)

1.3 Das geometrische Modell des Lorenz-Attraktors nach
Guckenheimer, Williams

In diesem Abschnitt verwendete Begriffe und Konzepte:
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Definition'*. (X, f) sei ein diskretes dynamisches System, und A sei eine abgeschlossene Teil-
menge von X. A heiflt attraktiv, falls eine Umgebung U von A existiert mit der Eigenschaft:
Fiir jede Umgebung V von A gilt f™(U) C V fiir hinreichend grofle n.

Definition'®. (X, f) sei ein diskretes dynamisches System, und A sei eine f-invariante Teil-
menge von X. f heiflt topologisch transitiv auf A, wenn es fiir jedes Paar offener Mengen
0 £U,V CAeinn € Z, gibt mit fA(U)NV # 0.

Definition. Ist f : X — X topologisch transitiv auf einer invarianten attraktiven Menge
A C X, dann nennt man A einen Attraktor des dynamischen Systems (X,f).

Der amerikanische Mathematiker John Guckenheimer fithrte 1976 eine geometrische Beschrei-
bung eines Flusses ein'®, welcher die qualitative Dynamik der Losungen des Lorenzsystems zu
haben schien. Es stellte sich dann allerdings heraus, dafl das Lorenzsystem dem geometrischen
Modell nicht hinreichend entspricht. Dennoch ist Tuckers Beweisidee vom geometrischen Modell
inspiriert.

Im folgenden werden Guckenheimers Ergebnisse zusammengefaflt, die zeigen, dafi der geome-
trisch definierte Fluf} einen seltsamen Attraktor aufweist.

1.3.1 Definition des Modellflusses

Das geometrische Modell des Flusses ist so konstruiert, daf es bestimmte Eigenschaften erfiillt,
aus denen sich die Existenz eines seltsamen Attraktors schliefen 148t. Obwohl die globalen Ei-
genschaften beim Lorenz-Attraktor nicht vollstéindig erfiillt sind, ist das Bild des Lorenzsystems
als anschauliche Vorstellung bei der folgenden Beschreibung des Modellflusses hilfreich.

Es sei ein FluB im R® gegeben mit einem Fixpunkt im Ursprung und dazugehérigen reellen
Eigenwerten wie beim Lorenzsystem, d.h. mit zwei negativen und einem positiven Eigenwert:

0< —A3 <A1 < =Xy

Dementsprechend ist die stabile Mannigfaltigkeit W#(0) des Ursprungs zweidimensional, und
die instabile Mannigfaltigkeit W™ (0) eindimensional.

In der Ebene z = 1 sei X ein Rechteck mit der Eigenschaft, da8 fiir alle Punkte (x,y,2)T € X
gilt:

z <0,

d.h. alle Trajektorien durchlaufen X' von oben nach unten; die meisten verlassen die Umgebung
des Ursprungs anschliefend wieder, ungefdhr in Richtung von dessen instabiler Mannigfaltig-
keit und winden sich auflerhalb wieder so, daf sie zu X zuriickkehren. Die Ausnahme bilden die
Punkte aus der Menge I' := W*(0) N X, deren Trajektorien auf den Fixpunkt 0 zulaufen.
Bildet X die obere Fliche eines Wiirfels, so treten fast alle Trajektorien durch diese Fléche ein
und verlassen ihn wieder durch zwei gegeniiberliegende Seiten.

14 Metzler1998, Def. 1.7]
15[Metzler1998, Def. 1.16fF]
16[MarsdenMcCracken1976], [Guckenheimer1997, Chapter 5.7]
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Das geometrische Modell des Flusses ist nun aus zwei Teilen zusammengesetzt: Der erste Teil
modelliert den Fluf} lokal in der Ndhe des Ursprungs, genauer ausgedriickt im Inneren des Ein-
heitswiirfels, der zweite Teil beschreibt die Trajektorien, die in groferer Entfernung verlaufen.
Mit diesem zweigeteilten Modell kann auch die Poincarésche Riickkehrabbildung auf der Ober-
seite des Einheitswiirfels als Verkniipfung von zwei verschiedenen Abbildungen aufgefafit wer-
den:

R=DoP, (1.15)

wobei P den Eintrittspunkt in den Wiirfel auf den Austrittspunkt abbildet, und der Diffeomor-
phismus D die Trajektorien auflerhalb des Einheitswiirfels beschreibt.

Innerhalb des Wiirfels wird ein Vektorfeld angenommen, das durch eine lineare Differential-
gleichung bestimmt wird; die definierende Matrix besteht aus den Eigenwerten des Fixpunktes
bei (0,0,0)7:

Sﬁl Al 0 0 X1
T | = 0 X 0 x2 |, 0< */\3 <A < =X (116)
.1:3 0 0 )\3 I3

So kann die Abbildung P explizit bestimmt werden: Das System (1.16) hat die einfache Lsung

1 afertt
x| = | 2detet mit Anfangsbed. (29,29, 1)
3 e)\gt

So ergibt sich als Bedingung fiir die Austrittzeit ¢ aus dem Einheitswiirfel:

1
71| = [z1eM[ =1 = t=——In|2f|
A1

also erhilt man als Schnittpunkt mit einer der beiden Austrittsflichen des Wiirfels

_)\2>\—11 In|zq] 6_>\3>‘_11 In \11|)T

P(z15z25 1) = (Sgn(x1)7x26 )

PPN o)
= (sgn(z1), walz| "X, |z |7X0)T

Es ist zu bemerken, dafl die besonderen Eigenwerte im Ursprung Expansions- bzw. Kontrakti-
onseigenschaften fiir die Abbildung P implizieren:

OPs . 0P

o = ) -— =0 1.17
‘9511|H—1’O 0y ' \111\II—I>0 Oxo ( )
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o -2

Abbildung: Fin- und Austrittspunkt der Trajektorie am Einheitswiirfel; Abbildung P.

Der Flufl aulerhalb des Wiirfels wird im geometrischen Modell zwar als nichtlinear ange-
nommen, doch wird verlangt, dafl die Trajektorien zwischen Austritt aus dem Einheitswiirfel
und Wiedereintritt in den Wiirfel durch X' ihre x5-Koordinate nicht veréndern, d.h.

D(ila Z2, ) = (’73527 1)

Speziell wird angenommen, daf§ horizontale Linien auf der Austrittsfliche, d.h. Kurven mit
konstantem Wert fiir 3, auf Linien in X' abgebildet werden, d.h. Kurven mit konstantem Wert
fir zq:

) = (£1,t,¢c) = I(t)=(&t,1) , te[-1,1]
Dies impliziert, dafl die erste Komponente der Riickkehrabbildung R unabhéngig von x5 ist. Es
existiert also eine Darstellung

R = (f(z1),9(z1,22))
= D(sgn(xl),x2|501|7%a |z1|7%)

Dabei wird fiir f Punktsymmetrie zum Ursprung angenommen und das Vorhandensein einer
Singularitdt in 0, d.h. f besitzt etwa das folgende Schaubild:

Damit wird auch sichergestellt, daf die Expansions- bzw. Kontraktionseigenschaften (1.17) sich
auf R iibertragen.

Fiir die Riickkehrabbildung auf X' wird insgesamt gefordert R(X\I') C X. Bildet man nun

A= ﬁ RY(X)
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so ist A kompakt, invariant und attraktiv'?.

30~

/

101

-~
R 7
or R / /
. -
P
_10b
-
-20 /
./'

-30 L L L L L L L I}

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Abbildung: Approximation des Attraktors A bei z = o —1 = 27.

Betrachtet man die Wirkung der Abbildung R auf A € A, so gilt zunédchst

Dif 0
DR =
(D19 ng)

Beziiglich der partiellen Abbildungen D; f und Dsg, welche die Eigenwerte dieser Matrix be-
stimmen, werden nun zwei weitere Annahmen gemacht:

@§u<1; o L3 Y,z e X (1.18)
Oxa 0z

Damit gilt | Dy f| # 1, |D2g| # 1 und A ist eine hyperbolische Menge.
Nach einem Satz der Spektraltheorie!'® existiert somit fiir A € A ein sog. Splitting

T\A = ES © E*

in einen kontrahierenden Unterraum E{ und einen expandierenden Unterraum E}. Dieses Split-
ting ist tnvariant, d.h. es gilt

Die Unterrdume E7 sind gerade die Kurven I(t) (s.0). Durch das hyperbolische Splitting hat
man also eine Uberdeckung der Fliache ' durch eine Familie SR von Kurven erhalten, die invari-
ant unter R ist, d.h. eine Kurve aus & wird wiederum auf eine (andere) Kurve aus R abgebildet.

Die genannten Annahmen fiihren zunéchst zu der folgenden Skizze der Riickkehrabbildung R:

7vgl. [Metzler1998], Satz 1.11
18vgl. [Metzler1998], Def. 11.25fF.
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Aus Dyg — 0 folgt, daB die Grenzwerte lim,, ,o- R(z1,z2),lim,, o+ R(x1,z2) unabhéngig von
9 sind, und man setzt

lim R(z1,22) =: (r*,t7), lim R(x1,29) =: (r ,t7)

x1—0— xr1—0T

Ferner sei V =1 x [—1,1] C X der vertikale Streifen, der durch I = [r~,r™] definiert ist, und
durch R auf sich selbst abgebildet wird; fiir f wird angenommen, daf8 gilt 0 < f2(r;) < f(ry) <
reund 0> f2(r_) > f(r—) >r_.

1.3.2 Nachweis der Existenz eines Attraktors

Es wird gezeigt, daB A = (;—, R (X) ein Attraktor der Abbildung R ist.
Dazu sei ¢ € A und U = K X J eine rechteckige Umgebung von z. Es wird gezeigt, daf} die
Bilder von U dicht liegen in A. Dies geschieht in zwei Schritten:

Lemma 1. Es gibt ein n > 0, so daf} die erste Komponente von R, d.h. f*(K) die Menge V'
abdeckt. Diese Eigenschaft wird in der Literatur als locally eventually onto bezeichnet'®.

Beweis. Induktiv sei eine Folge von Intervallen definiert:

o K fir0¢ K
*7 ) die langste Komponente von K\{0} fiir 0 € K

und

Ko, = ) UKD fiir 0 ¢ f(K;)
o die lingste Komponente von f(K;)\{0} fiir 0 € f(K;)

Nun setze
= inf {f
p= o {O}{f (z)}

Den gemachten Annahmen entsprechend gilt > /2. AuBerdem gilt nach Konstruktion 0 ¢ K?.
Dabher ist nach der Kettenregel

diam(f(K;)) > pdiam(K;)
Wegen der Wahl von K41, Ko gilt zudem

Giam(Konr) > {udiam(Ki) fiir 0 ¢ f(K;

diam(K;42) > pdiam(K; 1) fir 0¢ f(K;+1)
2= djam(Ki+1) fur 0 € f(

9vgl etwa [Robinson1998], p. 351
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Sei nun angenommen, daf§ 0 ¢ (f(K;) N f(K;+1)) gilt. Dann ist

diam(f(K;y2)) > %2 diam(K;)

Demnach wiichst alle zwei Iterationen die Linge von K; mit einem Faktor von p?/2 > 1 bis zu
einem n € N, fiir das gilt: 0 € (f(K,—2) N f(Kn-1)).

Hilfsbehauptung. Fiir das oben konstruierte n € N gilt K,, = (r_, 0] oder K,, = [0, ).

Beweis. Esist 0 € f(K,—2), also 0 € 9(K,,—1), d.h. K,,_1 endet genau bei 0. Sei b > 0, so dafl
gilt f(+b) = 0. Der Umstand 0 € f(K,—1) impliziert nun, dafl b oder —b € K,_1, also gilt
insgesamt

K,—1 D [-b,0) oder (0, d]
Also enthilt f(K,—1) entweder f([—b,0)) = [0,74) oder f((0,b]) = (r—,0] O
I

Nun sei ¢ = f(ry). Aus der Hilfsbehauptung folgt f(K,) = (—¢,r4+) = (—¢,0] U [0,r1) oder

f(K (’I“_,C) = (T—a ] [0 C)
Wegen f(c) = f?(ry) > 0= f(b) gilt ¢ > b. Schlieflich folgt damit:

F2(Kn) D f((=¢,0) U £([0,74))
D f((=0,0]) U £([0,r4))
D[0,r+)U(r_,c)

2 (T_,T+)

Ein #hnliches Argument gilt fiir den Fall f(K,) = (r_,¢) = (r—,0] U [0,¢). Damit ist die
Behauptung gezeigt. O

Lemma 2. Die Bilder von U liegen dicht in A, d.h. in jeder e-Umgebung eines beliebigen
Punktes s € A gibt es ein Bild R™(z,y) eines Punktes (z,y) € U.

Beweis. Seie > 0 beliebig gegeben, sowie s € A = (72 R*(X). Aus der Kontraktionsbedingung
(1.18) folgt
d(R"(@,y1), R"(2,y2)) < pu"[y1 — y2|

Daher gibt es ein m € N, so daf} gilt
d(R™(z,y1), R™ (%,12)) < € (1.19)

fiir beliebige (z,y1), (z,y2) € X.

Wegen s € (=, R'(X) gibt es einen Punkt (u,v) € ¥ mit R™(u,v) = s. Nun gibt es nach
Lemma 1 Werte n € N, w und einen Punkt (z,y) € U, so daf} gilt R™(z,y) = (u, w).

Damit folgt aus (1.19), dal der Punkt R™*"(z,y) in der e-Umgebung um R™(u,v) = s liegt.
Dies zeigt, dafl die Trajektorien aus U eine dichte Teilmenge von A bilden. (]

Existenz eines seltsamen Attraktors

Definition?’. (X, f) sei ein diskretes dynamisches System, und A ein Attraktor von (X, f).
A heilit seltsamer Attraktor, wenn f auf A sensitiv abhéngig ist von den Anfangsbedingungen,
d.h. es existiert ein € > 0 derart, dafl fiir alle 2 € A und fiir jede Umgebung U(z) in A ein
y € U(x) und ein n € Ny existieren mit d(f™(z), f"(y)) > ¢

Zum Nachweis der sensitiven Abhéngigkeit der Riickkehrabbildung R von den Anfangswerten
werden wieder die besonderen Eigenschaften von f, der ersten Komponente von R, verwendet:

Eigenschaften 1. Eigenschaften

20 Metzler1998, Def. 6.11]
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1. f(x1) hat eine einzige Singularitit bei 1 = 0 mit

lim f(z;)=1 , lim f(z1)=-1,

2. f+ [FLA0} = [=1,1],

3. fist C* auf [~1,1)\{0} und es gilt f'(z1) > /2 fiir  # 0.

f weist sensitive Abhéngigkeit auf. Dies kann gezeigt werden durch symbolische Dynamik, wird
aber auch unmittelbar deutlich bei der Betrachtung des Graphen von f:

0.8

0.6

04t

021

—02F

—04b

—06k

—08lk

= L L L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 06 0.8 1

Durch die Expansionseigenschaft von f und die Polstelle bei 0 werden zwei Punkte nach endlich
vielen Iterationen auf verschiedene Zweige von f abgebildet und entfernen sich voneinander.
Wi&hlt man ndmlich u,v € [—1,1] mit d(u,v) = 4, so gilt

A w), 1) > (V2)' s

Der raumliche Attraktor des geometrischen Flusses

Globale Betrachtung
Um aus dem Attraktor der Riickkehrabbildung auf X' auf den dreidimensionalen Attraktor des
Flusses zu schlielen, ist das folgende Bild hilfreich:

v
’ /tII/lI_'////////////A‘ﬁ.

Es sei ein Korper im R? betrachtet, dessen Seitenflichen tangential zum Fluf geformt sind
mit Ausnahme der Oberseite, die durch V' C X' gebildet wird. Auf der vorderen und hinteren
Oberflache ist der Fluf} in den Korper hinein gerichtet, wihrend er an den Seiten nach auflen
gewandt ist.

Dabei wird er austretende Flufl durch die Riickkehrabbildung F' wieder auf die obere Fliche
abgebildet. Mit dieser Betrachtungsweise ist der rdumliche Attraktor die Vereinigung aller Tra-
jektorien, die durch A C V' gehen zusammen mit dem Punkt (0,0,0)7.

Lokale Betrachtung
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Definition?!. Sei I ein Intervall. Eine Menge A C I heifit Cantor-Menge, wenn sie abge-
schlossen, vollstdndig unzusammenhéngend und perfekt ist. Eine Menge A ist wvollstindig un-
zusammenhdngend, falls sie keine Intervalle enthilt, und sie ist perfekt, falls jeder Punkt in A
Haufungspunkt von A ist.

Der Attraktor hat lokal betrachtet eine Cantormengen-artige Struktur. Dies wird durch die
folgende Uberlegung plausibel: Durch die Riickkehrabbildung F' wird das Rechteck X auf zwei
Gebiete abgebildet. Diese wiederum werden auf insgesamt vier Gebiete abgebildet, dann auf
acht und so weiter.

Betrachtet man den Grenzwert der Iteration, dann wird die Riickkehrfliche X' vom Attraktor in
einer Cantormenge von Kurven geschnitten. Wechselt man zur Betrachtungsebene des dreidi-
mensionalen Flusses, so heif3t dies, dafy der Attraktor aus einer Cantormenge zweidimensionaler
Seiten besteht, von denen jede die Flache X in einer Kurve schneidet.

Der Attraktor erscheint gewissermaflen als Cantor-Buch. Eine Familie von Oberflichen para-
metrisiert durch eine Cantormenge, die zusammengeheftet sind an einer Kurve. Diese Kurve
(der ,Riicken“ des Buches), ist die instabile UMF von (0,0, 0)7.

1.4 Der Lorenz-Attraktor ist ein seltsamer Attraktor

Zusammenfassend wurde im letzten Abschnitt das Folgende getan: Ausgehend von geometri-
schen Betrachtungen wurden giinstige Annahmen an ein Vektorfeld gestellt. Diese Annahmen,
insbesondere {iber Expansion und Kontraktion ldngs der Koordinatenachsen, hatten bei der
Betrachtung der Poincaréschen Riickkehrabbildung ein hyperbolisches Splitting

T\M = ]Ei @E;

fiir Punkte A auf der Riickkehrebene X als Ergebnis. Dieses wiederum ergab eine Uberdeckung
von X durch eine Kurvenfamilie R. Die Riickkehrabbildung selbst konnte dargestellt werden
als

R = (f(x1),9(x1,22))

Mit den iiber f gemachten Annahmen gelang der Nachweis der Existenz eines seltsamen At-
traktors.

Letztere Uberlegungen lassen sich weiter abstrahieren: Da alle Punkte einer Kurve I (t) € R auf
Punkte einer anderen, jedoch gemeinsamen Kurve l3(t) € R abgebildet werden, kann man alle
Punkte einer Kurve zu einer Aquivalenzklasse zusammenfassen. Bildet man nun den Quotienten

I:=X/E

so reduziert sich die Riickkehrabbildung R auf eine Abildung f : I — I. Mit dieser Abbildung f
konnen dieselben Uberlegungen durchgefiihrt werden wie mit der ersten Komponentenfunktion
von R - tatsdchlich waren beide Abbildungen im letzten Abschnitt identisch.

21 Metzler1998, Def. 3.5]
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Wie erwéhnt, erfiillt das Lorenz-System nicht alle Eigenschaften des geometrischen Modells. So
gibt es fiir die in (1.15) konstruierte Riickkehrabbildung R im ,,echten® Lorenz-System durchaus
Mengen, auf denen R in mehrere Koordinatenrichtungen expandiert, was nach dem geometri-
schen Modell nicht der Fall ist.

Als Tucker 1998 in [Tucker1998] der Beweis der

Behauptung. Fiir die klassischen Parameterwerte o = 28,0 = 10 und § = 7% liefern die
Lorenz-Gleichungen (L) einen seltsamen Attraktor A.

gelang, liefl er sich jedoch vom geometrischen Modell wesentlich inspirieren. Tucker zeigt in
seiner Arbeit, dal auch im klassischen Lorenzsystem Voraussetzungen gegeben sind, welche
ein Splitting der Riickkehrabbildung und damit eine Uberdeckung durch Kurven, wie oben be-
schrieben, implizieren. Die Intervall-Abbildung f, die sich durch Bildung des Quotienten ergibt,
erfiillt die Bedingungen aus 1, Seite 23, die hinreichend sind fiir die Argumentation im letzten
Abschnitt.

Im folgenden betrachten wir das durch unsere Koordinatentransformation in (1.14) erhaltene
System

S.Cl = 118131 i v}
Ty = —22.8x9 + 029(I1 + 1’2)1'3 (LI)
T3 = —2.67x3 + (.’L‘l + 1‘2)(2.21‘1 — 1.3332)

wofiir wir auch x = f(x) schreiben.
Als Norm im R? verwenden wir fiir x = (21, 22, 23) € R? bzw. fiir Abbildungen g : R® — R3

x| = max{|ai] i €3} gl = max{|f()]| : x| <1}

1.4.1 Tuckers Beweisidee
Nachahmung des geometrischen Modells

Tucker betrachtet die Ebene X' = {x : 3 = 27} und die Menge I' = X' N W*(0), wie sie im
geometrischen Modell des Lorenz-Attraktors definiert sind.

Er betrachtet eine kompakte Teilmenge N C X, die er in zwei Komponenten N+ und N~ auf-
spaltet, welche wiederum jeweils aus 350 Rechtecken N, ii bestehen. Die beiden Komponenten
sind symmetrisch gewéhlt, so dafl es wegen der auf Seite 8 erwéhnten Symmetrie-Eigenschaft
des Lorenz-Systems ausreicht, sich bei den folgenden Betrachtungen auf eine der beiden Kom-
ponenten zu beschrinken.

Alle diese Rechtecke Nii sind transversal zum Flufl der Lorenz-Gleichungen, d.h. die Kompo-
nente f3(x) aus (L') verschwindet nicht. Tucker ,verfolgt* nun jedes dieser Rechtecke lings
des Flusses. Betrachten wir dazu ein achsenparalleles Rechteck R&) in der z129-Ebene, das
transversal zum Fluf} ist, also

B B k
R*) — 2] 7$Ir] X [x5 7x§r] X {zg )} .

Wir nehmen an, daf alle Trajektorien dieses Rechteck von oben nach unten durchqueren. Wegen

der stetigen Abhingigkeit von Anfangswerten gibt es dann eine Ebene X*+! = {x : 23 = asgkﬂ)}
durch die der Fluf§ flieBt, sofern nur der Abstand von xgk) zu xékﬂ) nicht zu grof ist.

Es bezeichne ¢(x,t) den zu (L') gehorenden Flu. Wir betrachten eine Abbildung

I: RW — S0 x s (p1(x, (%)), 02(x, (%))
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wobei t = t(x) die Losung von @3(x,t(x)) = mgkﬂ) ist. Die Abbildung IT ist dann eine von

zwei Variablen abhingige Funktion. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes erhalten wir fiir ¢ € 3 die
Existenz von 7; € [0,¢], so da die Gleichungen

wi(x,t) =z +tfi(p(x, 7)) 7 €[0,1] (1.20)
gelten. Indem man h := xék) - mgk—H) setzt und (1.20) fiir ¢ = 3 nach ¢ auflést, erhilt man
__h
fs(p(x,73))

Setzt man dies in die zwei verbleibenden Gleichungen von (1.20) ein, so erhilt man

k+1)

20D = 2Bt fa(p(x, ) = t = (1.21)

plilex i) e
fs(p(x,73))

Die rechte Seite von (1.21) benuntzt Tucker nun, um Schranken fiir #(x) zu finden. Damit erhilt

er dann wiederum Abschitzungen fiir die Koordinaten des Punktes II(x) € X 1), Es ergibt

sich eine Abschitzung fiir die Abweichungen in Richtung der x1- bzw. z2-Achse durch

fi(x)
f3(x)

Wegen der stetigen Abhiingigkeit von Anfangswerten, kann man dann (sofern das Rechteck
R*) Klein genug gewihlt ist) die dz; geringfiigig vergroBern, so daB fiir alle Punkte x € R®*)
die Abweichungen ldngs der x;1- bzw. der za-Achse durch diese (vergrofierten) dx; abgeschétzt
werden konnen. Indem man nun

IL;(x) = pi(x,t(x)) = 2; — 1=1,2.

Sx; =h ~ |z, — I(x)| fir i=1,2.

B = [z] — 0x1, 2] + dx1] X [15 — dx2, 25 + S22 ¥ [zgk+1),z§k)]

setzt, erhilt man somit einen Quader, in dem alle Trajektorien zwischen den Ebenen R*) und
X (E+1) verlaufen. Beziehungsweise wenn wir mit (Z1, Z2, Z3) den Mittelpunkt von B bezeichnet,
konnen wir B schreiben als

B = (fl,i‘g,i‘g) + (A.’L‘l,A,TQ, A.Z'3) .

Tucker wahlt einen Wert Axs = ﬁ. Die Grofle von Axzy und Axs liegt zwischen 0.010 und
0.070. Im Regelfall (auf den wir uns hier beschréinken wollen — fiir den Ausnahmefall gibt
Tucker jedoch Modifikationen an) kann man also davon ausgehen, dafl sich das Bild von RK)
unter I vollstéindig in einem achsenparallelen Rechteck R+t < X+ einhiillen 148t, auf
dessen Riindern die Bilder der Eckpunkte von R™*) liegen. [Genauer gesagt, liegen die Bilder der
Eckpunkte durch die Vergréfierung der dx; natiirlich nicht direkt auf dem Rand des Rechtecks
R+ sondern im Inneren desselben.] Die folgende Skizze verdeutlicht dies.

Durch ausreichend grofziigige Abschitzungen des Einhiillenden Rechtecks R*+1) in Richtung
der x1- und der x2-Achse ist somit einerseits gesichert, daf tatséichlich das Bild von R*) unter
II vollstéindig im Inneren von R**+1 enthalten ist. Andererseits wird dadurch das Problem
von Rechner-bedingten Rundungsfehlern umgangen, da die gemachten Abschitzungen grober
gewdhlt werden als die grofitmoglichen auftretenden Rundungsfehler. Diese miissen somit bei
dem angegebenen Verfahren nicht mehr beriicksichtigt werden.

Das gesamte Verfahren wird nun im AnschluB auf das neu entstandene Rechteck R(**1) ange-
wendet, so lange bis man (hoffentlich) wieder mit den Trajektorien in N landet.
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Rechtecke in verschiedenen Ebenen

Sei nun (nach obigem Muster) R(®Y) C X unser ,Startrechteck“. Ein erstes Problem tritt
auf, wenn nach einigen Iterationsschritten die Trajektorien unter Umsténden gar nicht mehr
transversal zu einem Rechteck in der x;xo-Ebene sind. Die auf S. 13f. mit dem Runge-Kutta-
Verfahren erstellten Skizzen zeigen, daf3 dieser Fall irgendwann zwangsléufig eintreten muf. Sei
R*) das Rechteck nach k Schritten. Wir schreiben

R®) = [27 (k), aF (k)] x [v5 (k) 23 (k)] x {3} .

Da wir davon ausgehen, dafl die Trajektorien irgendwann nicht mehr transversal sind, muf} es
ein n € N geben, so daf fiir dieses n erstmals (O.B.d.A.) |f3(x)] < fi1(x) gilt, die Trajektorien
machen also eine Bewegung nach rechts (s. unten stehende Skizze).

Tucker fithrt nun die folgende Gréfien ein:

&5 = x3(n)

&3 = x3(ng) mit ng:=max{k € [0,n] : 2] (k) < 27 (n)}
Z5 = min{x; (k) : k € [n — ng, n]}

23 = max{z] (k) : k € [n — ng,n]}

.i‘l = l‘;r (no)

Diese Festlegungen werden durch die folgende Abbildung verdeutlicht:

x3‘

Man sieht, dafl
R = {i1} x [87,43] x 35, ]

ein Rechteck in der zoz3-Ebene definiert, und alle Trajektorien, die durch die Rechtecke R(¥) | k =
0,...,n laufen, miissen aufgrund der ,,grofziigigen* Definition der Eckpunkte des neuen Recht-
ecks auch durch R laufen. Nun kénnen wir auf unser neues Rechteck wieder das oben vorgestellte
Verfahren anwenden.

Zerlegung der Rechtecke

Die Rechtecke, die aus den verschiedenen Iterationsschritten entstehen, haben die Tendenz
immer grofler zu werden, so dafl unsere Abschétzungen mit steigender Anzahl von Iterationen
wertlos zu werden drohen. Von Zeit zu Zeit werden die erhaltenen Rechtecke unterteilt. Ist in
einem Rechteck die eine Seite mehr als doppelt so lang wie die andere, so wird das Rechteck in
der Mitte der lingeren Seite halbiert. Anderenfalls wird das Rechteck in vier gleich grofie Teile
geteilt. Auf jedes neu entstandene Rechteck wird nun das obige Verfahren angewendet.
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Der Fluf3 in der Nihe des Ursprungs

In der Nihe des Ursprungs kann es passieren, dafl die numerischen Abschéitzungen fiir die
Rechtecke wertlos werden. Das liegt daran, daf§ der Ursprung eine Ruhelage ist und somit
die Flulzeiten unbegrenzt sind. Dies fithrt dazu, dal das qualitative Verhalten in der Ndhe des
Ursprungs mit den numerischen Methoden evtl. falsch wiedergeben wird. Somit mufl eine andere
Methode entwickelt werden, um die Trajektorien in der N#he des Ursprungs abzuschétzen.
Tuckers Untersuchungen dazu beginnen mit der folgenden Aussage:

Proposition. Es gibt eine Koordinatentransformation £ = ¢ + ¢(¢) mit

2
|ol]r < 5 fir r<1

so da8 das Lorenz-System (L) £ = A+ F(¢) in die Normalform (= AC+ G(¢) tiberfiihrt

wird, wobei gilt

min{|Gi, |G| + [Gsl} = O(e) = [Gi(Q)| = O(e'0)  fir i€3

und
20

r i - 1

ir  r< -
—3r 3
Folgerung. Da G gewissermaflen einen nichtlinearen ,,Stérterm* innerhalb des Systems dar-
stellt, bedeuten die angegebenen Abschitzungen fiir G, dafl fiir Punkte ¢ in der Néhe der (-
Achse bzw. der (2(3-Ebene dieser Storterm in der GréSenordnung O(g'?) auftritt. Insbesondere

folgt daraus aber

Gl <7107

Gl(O,CQ,C3) =0 und 02,3(C1,0,0) =0.

Dies bedeutet dann aber wegen der Diagonalgestalt von A, daf} die stabile bzw. instabile Man-
nigfaltigkeit in einer kleinen Umgebung des Ursprungs mit der (2(3-Ebene bzw der (;-Achse
zusammenfallen.

Wir betrachten nun zunéchst nur den linearen Teil des Systems in unseren neuen (-Koordinaten,
also das System ¢ = A(. Bezeichnet man mit #(¢,t) den zugehorigen Fluf}, so erhilt man als
Losung der Differentialgleichung ¢(¢,t) = e*¢ bzw. komponentenweise ¢;((,t) = eit¢; fiir
i € 3, da ja A eine Diagonalmatrix ist. [Die A; sind die Eigenwerte der Linearisierung des
Lorenz-Systems im Ursprung (s. o.).]

Wir legen nun einen kleinen Wiirfel mit Radius (d.h. halber Kantenléinge) » um den Ursprung
und betrachten fiir eine Punkt ¢ mit ¢; # 0 im Inneren des Wiirfels die Trajektorie durch diesen
Punkt. Da die Eigenwerte die Bedingung

8

0< - <11.8277 < 22.8277
3 —_—— =
~— N Ao

—s3

erfiillen, sieht man bei Betrachtung von ¢, dafl diese Trajektorie den Wiirfel nur durch die
Seiten verlassen kann, die senkrecht auf der (;-Achse stehen. Dies ist genau dann der Fall,
wenn ¢1(¢,t) = sgn({1)r gilt. Man rechnet leicht nach, daff dann fiir die Austrittszeit 7.(¢) gilt:

1 r
7(¢) = )\_1 log m

Setzt man 7. nun in die Koordinaten-Funktionen ein, so erhélt man als Koordinaten fiir den
Austrittspunkt

B¢ () = [ sea(cn & (M)_ - (@)_ . (1.22)

T r
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Wegen KT—I‘ < 1 und =22 =~ 1.93 wird ein Linienelement, das in Richtung der (»-Koordinate

A1
verlduft, stark kontrahiert, wohingegen wegen j\AlS ~ 0.225 ein Linienelement in Richtung der
(1-Achse expandiert.

Ferner gilt fiir einen Punkt ¢ auf der Oberfliche des Wiirfels

$2(G,t) Q2 (=)t o, 82 —20.161¢

¢3 (Cv t) r r

Das bedeutet, daf} alle Trajektorien, die durch die Oberseite des Wiirfels gehen, diesen in zwei
Regionen (genauer: zwei sog. cusp shaded regions) auf den zur (i-Achse senkrecht stehenden
Seiten des Wiirfels verlassen, also der Menge {C : |C1] = r,|C2], |¢3] < r}. Die folgende Skizze
verdeutlicht das fiir die eine Hilfte des Wiirfels:

Wir haben bis jetzt nur den linearen Anteil betrachtet. Wir miissen uns also noch iiberlegen,
wie grofl der Fehler ist, den wir dadurch gemacht haben, dafl wir G weggelassen haben. Wir
wollen also herausfinden, inwieweit sich die Orbits des Flusses des linearisierten Systems (d.h.
bei Weglassen von G) von denen des Flusses des Systems in der Normalform unterscheiden.
Dazu betrachten wir nach wie vor den Wiirfel um den Ursprung, wobei wir von einem Radius
r = + ausgehen, wir betrachten also {¢ : [¢| < £}. Sei nach wie vor ¢ der FluB des linearisierten
Systems (in den (-Koordinaten) und sei ¢ der Flufl des Systems in Normalform, ebenfalls in
den ¢-Koordinaten. Mit Hilfe der zuvor fiir den linearen Flul gemachten Uberlegungen kommt
Tucker zu dem Ergebnis, daf fiir alle Trajektorien, die durch einen Punkt auf der Oberflédche

des Wiirfels gehen, folgendes gilt:

e Fiir wachsendes ¢ nimmt die Komponente [¢1((,t)| zu, wohingegen die Komponente
13(¢,t) abnimmt.

e Im gesamten Wiirfel gilt die Abschétzung ¥5(¢,t) > |¥2(¢, 1)].

e Die Komponente |11(¢,t)| wichst schneller als die Komponente v3(¢, ¢) abnimmt.

e Der Quotient ngg’g} nimmt sogar exponentiell in ¢ ab.
Wir hatten aus diesen Eigenschaften fiir den Flufl des linearisierten Systems ¢ gefolgert, dafl
alle Trajektorien, die durch die obere Seite des Wiirfels verlaufen, gem#fl der obigen Skizze den
Wiirfel in einer der zwei cusp shaded regions verlassen. Diese wichtige Feststellung gilt somit
also auch fiir das System in Normalform-Darstellung.

Desweiteren ergibt sich fiir den Flul der Normalform fiir die Austrittszeit die folgende Abschéitzung:

I S T
N +2-10-19 8 1] Gl

Die folgende Abbildung ist somit nach den Voriiberlegungen wohldefiniert:

< 7.(¢) log

< - -
~ AN —2-10"19

p: {C |C1|a |§2| < TaC1 7é OaC3 = T} - {C Kl' =T, |C2|a |£3| < ’I"}
¢ P((7e(Q))
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Jeder Punkt auf der Oberfliche des Wiirfels (der nicht auf der stabilen Mannigfaltigkeit liegt)
wird also auf den Punkt abgebildet, durch den die durch ihn verlaufende Trajektorie den Wiirfel
an einer der Seiten verldft. Dies entspricht der Idee des geometrischen Modells von Guckenhei-
mer und Williams. Somit hat man nun eine Methode, das Verhalten der Trajektorien in unmit-
telbarer Ndhe zum Ursprung analytisch zu berechnen, und zwar mit einer Fehlerabschétzung
in der Grélenordnung 10719,

Tuckers Vorgehensweise ist nun die folgende: Wann immer eines seiner Rechtecke auf die Ober-
seite des Wiirfels um den Ursprung trifft, bricht er die numerischen Berechnungen ab und
wechselt nach der soeben vorgestellten Methode in die Normalform-Darstellung iiber. Fiir die
Eckpunkte des Rechtecks berechnet er dann die Austrittspunkte. Unter Umstéinden kann es da-
durch, dal die Rechtecke tendenziell sehr grofziigig abgeschitzt sind, dazu kommen, dafl sich
ein Rechteck auf der Oberfliche des Wiirfels mit der stabilen Mannigfaltigkeit des Ursprungs
schneidet. Ist dies der Fall, so wird es an der Schnittlinie, also der (2(3-Ebene in zwei Rechtecke
geteilt und dann fiir jedes einzelne Rechteck die Austrittspunkte ermittelt. Anschliefend wird
(mit nochmaliger Fehlerabschétzung) wieder zu den urspriinglichen Koordinaten iibergegangen
und die numerischen Berechnungen werden fortgefithrt. Im Fall, daf$ die Rechtecke die Ober-
fliche nur streifen, werden die numerischen Berechnungen nicht unterbrochen, da die Fliche
der Rechtecke im Vergleich zur Oberfliche des Wiirfels sehr klein ist.

Kegelfelder

Wiéhrend Tuckers numerische Untersuchung der Trajektorien des Systems die Existenz einer
invarianten Menge auf Y zeigt, muf fiir den Nachweis der topologischen Transitivitdt wie im
geometrischen Modell das Verhalten von Tangentialvektoren von X unter DR betrachtet wer-
den. Dies geschieht mithilfe sogenannter Kegelfelder (engl. conefields):

In jedem seiner Startrechtecke NZ-jE nimmt sich Tucker dazu zwei Tangentialvektoren

u® = (1,uéo),0) und v(© = (1,1)50),0)
wobei u$”) und v so gewiihlt werden, daB der Winkel zwischen u(®) und v(® 10° betréigt. Die
Familie all dieser Kegel liefert ihm ein Kegelfeld €. Tucker beobachtet nun die Bilder dieser
Kegels unter dem Flufl des Systems mit dem gleichen Verfahren, mit dem auch die Trajektorien
untersucht wurden. Er erhilt so in jedem Schritt, d.h. wenn der FluB von einem Rechteck R ()
zum nachfolgenden Rechteck R*+1) flieBt, durch weitere Abschiitzungen einen Kegel, in dem
das Bild des urspriinglichen Kegels vollstdndig enthalten ist.

1.4.2 Ergebnisse

Mit den skizzierten Methoden weist Tucker zusammenfassend in seiner Arbeit die folgenden
Punkte nach:

o Die Riickkehrabbildung R im Sinne des geometrischen Modells existiert; Es gibt ei-
ne kompakte Teilmenge der Riickkehrebene N C X, die vorwdrts invariant ist, d.h.
R(N\T") C N°.

Dies impliziert die Existenz einer attraktiven Menge A.

o Auf N existiert ein Kegelfeld €, das unter DR strikt in sich abgebildet wird, d.h. fur
x € N gilt DR(x) - €(z) C €(R(x)).

o Die Tangentialvektoren von € expandieren unter DR nach einer endlichen Zahl von Ite-
rationen. Das bedeutet, es existieren C > 0, A > 1, so daf fiir alle v € €(z), x € N gilt
[DR" ()| = CA™||v]|, n > 0.

Diese Expansion ist stark genug, um den Nachweis zu fithren, da3 R topologisch transitiv
ist auf A.
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Die letzten beiden Punkte bilden die Voraussetzung fiir die Anwendung eines Satzes iiber stabile
Mannigfaltigkeiten®2. Dieser liefert die Existenz einer Uberdeckung von N durch eine Kurven-
familie wie beim geometrischen Modell.

Damit sind auch die hieraus gezogenen Schluifolgerungen richtig: Das Lorenz-System besitzt
einen seltsamen Attraktor.

22vgl. etwa [HPS1977]
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