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1 Begriffe

Sei f: R* — R" ein Diffeomorphismus.

Definition 1. Eine Menge A C R" heifit invariant, wenn gilt
f(A) = A.

Eine invariante Menge A heiffit Attraktor mit fundamentaler Umgebung
U, wenn fiir jede offene Menge V., A C V, ein N € N existiert mit

VieN,j>N fi(U)cV.

Bemerkung 2. Aus der Stetigkeit von f folgt sofort, daB fiir jede invariante
Menge A auch der Abschlu8 A invariant ist. Also kénnen wir unsere Betrach-
tungen auf abgeschlossene invariante Mengen A konzentrieren und erhalten

A= F).

jEN

Definition 3. Sei () C R" kompakt und sei A der globale Attraktor. Dann
heifit die Menge

Ag:={r e A: fFx)eQ fiir alle k > 0}.

der globale Attraktor relativ zu ()



2 Teilungsalgorithmus

Der Algorithmus generiert eine Folge (Bg)ren, wo jedes By eine endliche Men-
ge von kompakten Teilmengen des R™ ist. Dabei ist By = {@} und der Durch-
messer diam(By) konvergiert gegen 0. Der Durchmesser der Menge By, wird
definiert als

diam(By) := max diam(B)

BeB;
mit
diam(B) := sup |z — y|.
z,yeB

Die Vereinigung

QkI: UB

BeB;

ist die k-te Ndherung an unseren relativen Attraktor.
Die Menge Bjy1 ensteht in zwei Schritten:

1. (Teilung) Wir konstruieren cine endliche Menge By, von kompakten
Teilmengen des R™ mit

UJ B=1JB

Beg}c-H BeB;,

und R
diam(Bg11) < ¢ - diam(By) fur ein ¢ € (0,1).

2. (Reduktion) Wir definieren

By = {B € By fH(B)NQy # (Z)}



Nun zeigen wir, dal () aus dem Algorithmus fiir & — oo gegen den
relativen globalen Attraktor Ag konvergiert. Zunéchst zeigen wir, dafl Ag
stets in () enthalten ist:

Lemma 4. Sei Ag der globale Attraktor relativ zur kompakten Menge ) und

set Qo = Q, d.h.
U B=0.
BeBy

Dann gilt
VkeN Ay C Q.

Beweis. Nach Definition von Ag gilt Ag C @ = Qo. Angenommen, es gibt
ein k € Nmit Ag ¢ Q. Sei ohne Einschrénkung £ minimal, d.h. es gelte
Ao C Qk—1. Dann wurde im k-ten Reduktionsschritt ein B € gk entfernt mit
Ag N B # (. Wegen f~1(Ag) C Ag gilt f~(B)N Ag # 0. Da B entfernt
wurde, gilt f~1(B) N Q-1 = 0. Es gilt aber Ag C Qx—_1, und somit

0#f 1Y B)NAg C fHB)NQx1 =0.
Widerspruch. O

Eine direkte Folgerung aus diesem Lemma ist

AQ C ﬂ Qk =: Qoo- (1)

keN

Insbesondere ist Qo # 0, wenn Ag # 0.

Unsere Vorgehensweise sieht jetzt so aus: Als néchstes zeigen wir, dafi jede
riickwérts invariante Teilmenge von () im relativen globalen Attraktor Ag
enthalten sein mufl. Dann zeigen wir, dal der Durchschnitt )., riickwérts
invariant ist. Damit gilt ()oc C Ag und zusammen mit (1) folgt daraus

Ag = Q.

»Riickwirtsinvariant“bedeutet hier nicht f~!'(B) = B, sondern nur f~(B) C
B.



Lemma 5. Sei B C Q und es gelte f~'(B) C B. Dann gilt B C Ag.
Beweis. Aus f~1(B) C B folgt

VkeN f®B)cBcQ. (2)
Da f : R® — R" bijektiv ist, folgt daraus B C f*(B) fiir alle k € N. Somit

gilt
Bc () F(B) c () F£U) = 4, (3)

k>0 k>0

wobei A der globale Attraktor und U eine fundamentale Umgebung von A
ist. (Da A ein globaler Attraktor ist, kann U mit B C U gewé&hlt werden)
Zusammen bedeuten (2) und (3) gerade, dafl B C Ag. O

Nun zeigen wir
Lemma 6. Die Menge Qo ist nichtleer und rickwdrts invariant.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, da§ Ag C Qu ist. Somit ist Qu # 0. Es
bleibt zu zeigen

Q) C Q.

Angenommen, es gibt ein y € Qu mit f71(y) ¢ Qu. Da Qo kompakt ist,
hat f~! einen positiven Abstand d zu Q,

d:=d(f M (y), Qw) > 0.

Also existiert ein N € N mit

Vk> N d(f '(y),Qw) > =, (4)

N,

da (Qk)ren eine antitone Mengenfolge und (., deren Durchschnitt ist. Da
nach Voraussetzung y € () ist, existiert zu jedem k € N ein By € By mit
y € By. Aus der Stetigkeit von f~!, diam(Bg) | 0 und und (4) folgt die
Existenz eines [ > N mit

| R

FHBY C U () wnd - d(f 7 (), Qo) >
Daraus folgt aber sofort

fFHB)NQi =0,

also ein Widerspruch zur Konstruktion von B5;. 0



3 Konvergenzverhalten

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl der Teilungsalgorithmus in einer leicht
modifizierten Form unter bestimmten Umsténden exponentiell gegen den ge-
suchten relativen Attraktor Ag konvergiert. Dazu werden wir aber erst einige
Begriffe einfithren und einige Aussagen zitieren.

Definition 7. Sei eine Menge A invariant bzgl. des Diffeomorphismus f. Nan
nennt A\ hyperbolisch fiir f, wenn folgendes gilt:

1. Der Tangentialraum TAR™ von A hat eine stetige Darstellung als direkte
Summe
T\R" = EX & E}
mit
Df(ES) = B und Df(EY) = EX.
2. Es existieren Konstanten ¢ > 0 und A € (0,1), so daB fiir alle x € A
und alle £ € N gilt
1D @)
1S (@)ol]

cAF|jv|| fiir alle v € E2, (5)

<
< e\ ||v|| fiir alle v € B (6)

Das einfachste Beispiel fiir eine hyperbolische Menge wére ein einzelner
hyperbolischer Punkt von f. Die Zerlegungskomponenten E® und E* wéren
dann die Eigenrdume zu Eigenwerten, die betragsméfig kleiner bzw. grofier
als 1 sind. Wichtig ist auch, dafl es bei hyperbolischen Punkten keine Figen-
werte mit Betrag 1 gibt.

Die Abschétzungen (5) und (6) gelten unter bestimmten Bedingungen
nicht nur fiir Punkte aus A, sondern auch fiir eine gewisse Umgebung davon.
Das folgt aus dem Satz von Stabilen Mannigfaltigkeiten, einen Teil dessen
wir nun zitieren wollen. Zunéchst die Definiton der stabilen bzw. instabilen
Mannigfaltigkeiten:

Definition 8. Fiir z € R"” und € > 0 heiflen die Mengen

Wiw) = {y €R" 1 d(f5(@), f(y) =i O
und d(f*(z), f¥(y)) < evk > o}
W) = {y € B () £ ) i 0

und d(f* (@), f*(y)) < eVk < o}

entsprechend die lokale stabile und instabile Mannigfaltigkeit.
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Nun zitieren wir den Satz von Stabilen Mannigfaltigkeiten. Er besagt un-
ter anderem, daB fiir kleine € die Mengen W#(x) und W*(z) in der Tat glatte
Mannigfaltigkeiten sind, und rechtfertigt somit die obige Namensgebung. Den
Beweis der folgenden Aussage findet man z.B in Shub (1987).

Satz 9. Sei die Menge A C R™ abgeschlossen und hyperbolisch fir f und
sei A die Konstante aus der Definition 7. Dann existiert ein € > 0, so dafs
fiir jeden Punkt x € A die Mengen W2(z) und W¥(x) im R"™ eingebettete
Scheiben sind von gleicher Dimension wie entspr. ES und EY. Auflerdem
gilt:

1. Es existiert eine Konstante C > 0 mit

d(f*(x), fFy)) < CA* fir alle y € W2 (x) und k > 0,
d(f~ (), f*(y)) < CN fir alley € W*(x) und k > 0.

2. Die lokalen stabilen bzw. instabilen Mannigfaltigkeiten sind gegeben
durch

Wi@) = {yeR":d(f" @), f(y) < =¥k = 0},
W) = {ye R d(f (@), f(y) <=9k <0},

Diesen Satz undeinige weitere technische Hilfsmittel werden wir nutzen,
um die exponentielle Konvergenz des Teilungsalgorithmus zu zeigen. Bevor
wir uns mit dem Algorithmus beschéftigen, brauchen wir folgende Bergiffe
und Hilfsaussagen:

Definition 10. Sei § > 0 und (zx)rez eine Folge in R™. Diese Folge heifit
0-Pseudoorbit, wenn gilt

Vk € Z ‘f(l'k) — $k+1’ < 6.

Fiir e > 0 ist € A ein e-tracing Point in A fiir einen Pseudoorbit (zy)kez,
wenn gilt

Vk€Z |ff(x)—x] <e

Definition 11. Die Menge A C R"™ hat die shadowing Property, wenn es
fiir jedes € > 0 ein 0 > 0 gibt, so daf} jeder §-Pseudoorbit in A einen e-tracing
Point hat.



Lemma 12. Sei A C R"™ kompakt, hyperbolisch und besitze die shadowing
Property. Auferdem sei € gewdhlt wie im Satz 9 und sei € € (0,6/2) eine
Konstante.

Dann existiert ein 6 > 0 und eine Umgebung U von A, so dafl jeder 6-
Pseudoorbit in U ist é-shadowed durch einen Punkt y € A. Insbesondere ist
jeder Punkt von U enthalten in einer stabilen Mannigfaltigkeit eines Punktes
aus A.



Nun formulieren wir die Modifikation des Algorithmus. Sie betrifft nur den
Reduktionsschritt. In der Urspriinglichen Version wurde das By ; gegeben als

Buwr = {B € By s 1 (B)NQu £ 0} (7)

Diese Auswahl ist suboptimal. Wenn z.B. eine Menge B, € B\kAH in einem
Reduktionsschritt entfernt wird, so kann auch jede Menge B € By, entfernt
werden, die nur mit By einen nichtleeren Schnitt hat. Das geschieht aber
nicht bei diesem Verfahren!

Das heifit, man kann die Reduktion noch verschérfen, ohne dafl die Approxi-
mationseigenschaften von ()5 dadurch leiden wiirden. Man kann By stets so
wéhlen, daf} gilt

VBeBIACB,: fHB)NA#D, (8)

d.h. es kann nach diesem Teilungsschritt nichts mehr aus Bj entfernt wer-
den.

Realisieren kann man das z.B. dadurch, dafi der Reduktionsschritt (7) so-
lange wiederholt wird, bis nichts mehr entfernt werden darf. Man fingt m1t

B el = Bk+1 an und macht sukzessiv weiter mit B,ifl statt By und l’)’kJrl

statt Bk+1, 71 =20,1,2,. Das m1n1male B+ hat man gefunden, wenn die
Anzahl der Elemente von Bk +1 zum ersten Mal gleich der Anzahl der Ele-

mente von B( we1 1st. Da jedes By nur endlich viele Elemente hat, wird man
dafiir nur endlich viele Reduktinsschritte benotigen.

Man kann diese Auswahl auch in einem Schritt machen, wenn man die Uber-
schneidungen der Urbilder notiert (z.B. in einem gerichteten Graphen) und
dann diese Daten analysiert.

Diese Vorgehensweise mufl nicht einmal die Laufzeit des Algorithmus verlangern,
denn je kleiner das By, ist, desto weniger Rechenaufwand hat man bei spéte-
ren Teilungen und Reduktionen!



Im Folgenden werden wir die Konvergenz der Version des Algorithmus
betrachten, fiir die (8) gilt. AuBlerdem werden wir statt des Diffeomorphismus
f die Abbildung

g:=r1
betrachten, wobei ¢ € N so gewéhlt wird, dafl

1
)\q _
C <2

ist mit A, C' aus dem Satz 9.

Bemerkung 13. Die relativen globalen Attraktoren Ag(f) von f und Ag(f?)
von f9 sind i.a. nicht gleich. Aber es gilt stets Ag(f) C Ag(f?), denn nach
Definition 3 gilt fiir ¢ > 1

Ag(f) ={z € A: f~%(z) € Q fiir alle k > 0} D Ag(f).
Somit geht uns wenigstens kein Teil von Ag(f) verloren.

Unter gewissen Bedingungen stimmen Ag(f) und Ag(f*) sogar iiberein.

Nun sind wir soweit, die entscheidende Aussage dieses Vortrags zu for-
mulieren und zu beweisen.

Satz 14. Sei g := f? mit C\ < 1/2 fir C, X\ aus dem Satz 9 und sei
Ag = Ag(g) der globae Attraktor von g relativ zu Q). Auflerdem sei Ag C A,
wobei A eine kompakte hyperbolische Menge mit shadowing Property ist.

Dann gilt fiir die verschdarfte Version des Teilungsalgorithmus folgende Abschdtzung:

FEs existiert ein N € N, so daf fir k > N der Hausdorff-Abstand

h(Ag,Qk) == sup d(z,y)

r€AQ,YEQK

zwischen Ag und Q) abgeschitzt werden kann durch



