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Was sind Markov-Partitionen?

Hat man ein diskretes dynamisches System f : M — M gegeben, so will man M in
eine endliche Zahl von Markovpartitionen | J M; = M zerlegen, so dass man jeden Punkt
dadurch beschreiben kann, in welchen Gebieten M; seine Trajektorie liegt.

Man kann eine Punkt dann durch eine Folge representieren, wobei das i-te Element der
Folge angibt, in welcher Teilmenge sich die i-te Iteration des Punktes befindet.

Damit ist das Anwenden der Abbildung auf den Punkt gerade das Verschieben der Folge.
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eine endliche Zahl von Markovpartitionen | J M; = M zerlegen, so dass man jeden Punkt
dadurch beschreiben kann, in welchen Gebieten M; seine Trajektorie liegt.

Man kann eine Punkt dann durch eine Folge representieren, wobei das i-te Element der
Folge angibt, in welcher Teilmenge sich die i-te Iteration des Punktes befindet.

Damit ist das Anwenden der Abbildung auf den Punkt gerade das Verschieben der Folge.

Der Vortrag
e Quadratische Abbildung fy : [0,1] - R : 2 — Ax(1 — x)
e Smale’s Horseshoe - eine verwandte Abbildung in definiert auf [0, 1]?
e Verzicht auf die Linearitit des Horseshoes
e Automorphismen auf dem Torus
e Definition der Markovpartitionen

e Sitze zur Existenz von Markovpartitionen



Quadratische Abbildung f,:[0,1] = R: 2z — Az(1 —x)

A > 2(14+/2)
f(z) und f(f(x))




Quadratische Abbildung f,:[0,1] = R: 2z — Az(1 —x)

A > 2(14+/2)
f(x) und f(f(x))

NS

r € (—00,0) = lim f"(z) > —o0
n—oo

re€(l,oo) = lim f"(x)— —o0
n—a~0o0

Punkte mit beschranktem Orbit

A= ﬂ f—n<[07 1])

neN



Wie beschreibt man diese Punkte?

Al




Wie beschreibt man diese Punkte?

1 I 1 1 /11
]‘— - _ — 2: — _ — —

£, 1) = Alua?

Allgemein hat jedes Intervall J C [0, 1] zwei Urbilder eines in A und eines in A®.



Wie beschreibt man diese Punkte?

1 1 1 1 1
Al =10, — /=== A= |=44/>=21
05—V~ SRRt

Fo) =AU
Allgemein hat jedes Intervall J C [0, 1] zwei Urbilder eines in A und eines in A®.
Es existiert &€ mit f/(z) > € > 1 auf f71([0,1]), wobei A > 2(1 + v/2).

f/(:zz)|>\(12:13)>)\12<; ii) \/)\—Q—A \/1 +1>1




Identifikation mit Folgen
Folge w = (w;);jen mit w; € {1,2} - spiter w € 25.
Man betrachte dann die Intervalle

N .
ﬂ f_hLl(Awi).
1=1

Deren Lange geht exponentielle mit & N nach Null und sie sind nie leer.
Daher existiert eine Abbildung

h(w) = () F71(A%),
1€N
h bijektiv auf A\, da jedes Bild entweder in Al oder in A? ist.

NS

Um Stetigkeit zu zeigen, bendotigt man zuerst eine Metrik auf 25



Fir £ € N sei 2; die Menge der zweiseitigen Folgen iiber Menge der Symbolen
M =A1,.. k}

Xk = {(a;)iezla; € {1,.., k}} und
und das einseitige Pendant

S = {(aienla; € {1, k}}

Metrik: |
d(a,b) =Y 84527
1€Z
bzw. |
d(a,b) =y 6,527V,
1€N

wobei 9. 5. := 0 fiir a; = b; und 9, 5, := 1 sonst.
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Fir £ € N sei 2; die Menge der zweiseitigen Folgen iiber Menge der Symbolen
M =A1,.. k}

Xk = {(a;)iezla; € {1,.., k}} und

und das einseitige Pendant

S = {(aienla; € {1,..k})

Metrik: |
d(a,b) =Y 845,27
1€7,
bzw. |
d(a,b) = 6,527,
1€EN

wobel 9y, . = 0 tiir a; = b; und 9, 5. := 1 sonst.

Fiir das definierte |
hw) = (] F7(A%).
1€N
oilt dann:
h stetig, da ﬂ:j\il F7H(A%) mit €7 gegen Null geht.
h—1 ist stetig, da f stetig ist.
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Zwei C" Abbildungen f : M — M und g : N — N heiflen topogolisch konjugiert.
wenn ein Homeomorphimus h : M — N existiert mit f = h™1 o g o h.

Eine Abbildung g : N — N heifit Faktor (bzw. topologischer Faktor) von der Abbil-
dungen f : M — M, wenn eine stetige Abbildung h : M — N existiert mit ho f = goh.
h heilit Semikonjugation.

Hier gilt
c=h"1o foh
Mit dem Shift o
o ((ai)iez) = (ai+1)icz bzw.
0 ((ai)ieN) = (@it1)ieN

Folgerungen:
e A\ enthalt eine abzédhlbare Zahl von periodischen Punkten
e \ enthélt eine abzéhlbare Zahl von asymptotisch periodischen Punkten

e In A gibt es dichte Orbits
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Smale Horseshoe

Geometrische Definition von f:

[

—
L

Das Ziel:
e Punkte A finden, die in S = [0, 1]? bleiben
e Aufteilung von A in A’ finden.
e Konjugation h vom Shift zum f
Schwierigkeiten:

1. Uberlappen die A kann es Punkte geben, die mit mehreren Folgen kodiert werden.

2. Alle Punkte ;o7 f*(A%) werden mit der Folge w = (w;);e7 kodiert.
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Geometrische Definition von f:

Wie sieht die Abbildung aus?

f auf f(S) NS linear mit Streckung w4 in y-Richtung und Stauchung A in x-Richtung.
f(Hy) = Vi und f(Hs) = V5
V1 und V5 sind Rechtecke der Grofie A - 1

H{ und H»> sind Rechtecke der Grofie 1 - ,u_l
A0 —A 0
Df = (O M) auf Hy und Df = 0 —pu auf Ho.

Die Orientierung ist unterschiedlich in V7 und V5.

14



Df—(A O) auf Hy und Df = A0 auf Ho.

0 w 0 —u
Die Orientierung ist unterschiedlich in V7 und V5.

Man konnte daher auch einen alternativen Horseshoe betrachten:
]

D)
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f ist nur aut S definiert.

= Betrachte f nur auf A = ;o5 f4(S).
Wie sieht diese Menge aus?
HiUHy,=5nf"48)
V1UV2:Sﬂf(S>

FRHAS) NS A fFHS)), F(S)Nn SN fFHS) und fF(F(S)N SN fH(S))

16
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ﬂie{O,—l,—Z,...,—n} £Y(S) besteht aus 2" horizontalen Streifen der Dicke .

MNieg0,1.2,...n) /'(S) besteht aus 2™ vertikalen Streifen der Dicke A™.
A ist Cantormenge x Cantormenge.
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Hy, C Hy, Hy, C Hy, f(Hz1) C Hy und 2f<H:132) C Ho. :
Vi1 C f(Hy) =W, Vio C f(Hg) = V5, Vigy C f%(H1) und Vog C f4(H).

Wie sieht ﬂiE{—Z—LO,LQ} FYS) aus?

Es ist Haga; N Va_sa_q durch eine Folge (a_2a_1 - agay) representiert.
Weiter identifiziere man (a;);cz mit z, so dass f'(z) € Hg,.
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Dann gilt:
f auf A ist konjugiert zum Shift o auf .

d.h. es gibt einen Homeomorphismus A : A — Yo mit f = h_loh, wobel Yo =
{(a))iezlai € {1,2}} und d(a,b) = 3 ic7, 64, 5,2"

21



Dann gilt:
f auf A ist konjugiert zum Shift o auf .

d.h. es gibt einen Homeomorphismus A : A — Yo mit f = h_loh, wobel Yo =
{(a))iezlai € {1,2}} und d(a,b) = 3 ic7, 64, 5,2"

Beweis: |
Definiere h(z) = (a;)jcz mit f'(z) € Hy,.
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Dann gilt:
f auf A ist konjugiert zum Shift o auf .

d.h. es gibt einen Homeomorphismus A : A — Yo mit f = h=loh, wobel Ty =
{(a))iezlai € {1,2}} und d(a,b) = 3 ic7, 64, 5,2"
Beweis:

Definiere h(r) = (a;);ez mit fi(z) € Hy,.
Wegen f'*(z) = f'(f(x)) gilt h(f(x)) = o(h(2))
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Dann gilt:
f auf A ist konjugiert zum Shift o auf .

d.h. es gibt einen Homeomorphismus A : A — Yo mit f = h_loh, wobel Yo =
{(a))iezlai € {1,2}} und d(a,b) = 3 ic7, 64, 5,2"

Beweis:
Definiere h(r) = (a;);ez mit fi(z) € Hy,.
Wegen f'"(z) = f'(f(x)) gilt h(f(x)) = o(h(2))

h ist bijektiv, durch (a;);en ist eine eindeutige horizontale Linie gegeben und durch
(a_;);eN ist eine eindeutige vertikale Linie gegeben.
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Dann gilt:
f auf A ist konjugiert zum Shift o auf .

d.h. es gibt einen Homeomorphismus A : A — Yo mit f = h_loh, wobel Yo =
{(a))iezlai € {1,2}} und d(a,b) = 3 ic7, 64, 5,2"

Bewelis:

Definiere h(z) = (a;);c7 mit f'(r) € Hy,.

Wegen f'*(z) = f'(f(=)) gilt h(f(z)) = o(h(z)).

h ist bijektiv, durch (a;);en ist eine eindeutige horizontale Linie gegeben und durch
(a_;);eN ist eine eindeutige vertikale Linie gegeben.

h ist stetig, da f stetig ist.

h—1 ist stetig, denn ist eine Folge von —m bis n festgelegt, dann liegen alle maglichen
Punkte in einem ,u_<”+1> X A" Quadrat.
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Dann gilt:
f auf A ist konjugiert zum Shift o auf .

d.h. es gibt einen Homeomorphismus A : A — Yo mit f = h_loh, wobel Yo =
{(a))iezlai € {1,2}} und d(a,b) = 3 ic7, 64, 5,2"

Beweis:
Definiere h(r) = (a;);ez mit fi(z) € Hy,.
Wegen f'"(z) = f'(f(x)) gilt h(f(x)) = o(h(2))

h ist bijektiv, durch (a;);en ist eine eindeutige horizontale Linie gegeben und durch
(a_;);eN ist eine eindeutige vertikale Linie gegeben.

h ist stetig, da f stetig ist.

h—1 ist stetig, denn ist eine Folge von —m bis n festgelegt, dann liegen alle maglichen
Punkte in einem ,u_<”+1> X A" Quadrat.

Daher gilt
e f hat 2" periodische Punkte der Periode n,
e cs gibt Punkte mit dichtem Orbit,

e A\ enthalt iiberabzihlbar viele nicht periodische Punkten,
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e \ enthilt abzahlbar viele heterokline und homokline Orbits fiir vorgebenen Punkte x.y
gegen die positiv bzw. negativ asymptotisch ist.
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Verzicht auf die Linearitit

Andert man f leicht zu f wird Sﬂf( )ﬂf?(S) N...N f*(S) immer noch aus 2" vertika-
len Streifen und SN f=H(S)NF=2(S)N...NFf~™(S) aus 2" horizontalen Streifen bestehen.
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Andert man f leicht zu f, wird S ﬂNf(S) N f2(S)~ﬂ .. N f™(S) immer noch aus 2"
vertikalen Streifen und SN f=1(S) N f=2(S)N...N f~™(S) aus 2" horizontalen Streifen
bestehen.

Zur Beschreibung benotigt man zu erst horizontale und vertikale Streifen.
Vertikale Kurve z = v(y)

0<o(y) <1, |o(y) —v(y)| <plyr —yolfir 0 <y <y <Tund 0 < p < 1

Horizontale Kurve y = h(x)

0 < h(x) <1, |h(x1) — h(xo)| < plory —xolfir 0 <2y <29 <1lund 0 < p <1
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Verzicht auf die Linearitit

Andert man f leicht zu f, erd SN f( )N f2(S)~ﬂ .. N f™(S) immer noch aus 2"

vertikalen Streifen und SN f=1(S)N F72(S)N...N f~™(S) aus 2" horizontalen Streifen
bestehen.

Zur Beschreibung benotigt man zu erst horizontale und vertikale Streifen.
Vertikale Kurve z = v(y)

0<o(y) <1, |o(y) —v(y)| <plyr —yolfir 0 <y <y <Tund 0 < p < 1
Horizontale Kurve y = h(x)

0 < h(x) <1, |h(x1) — h(xo)| < plory —xolfir 0 <2y <29 <1lund 0 < p <1
Vertikale Streifen fiir Kurven vq(y) < vo(y),y € [0, 1]

V =1z, y)lz € [vi(y),v2(y)];y € [0, 1]}
Horizontale Streifen fiir Kurven hi(xz) < ho(z),z € [0, 1]

H = {(z,y)|z € [0,1];y € [h1(x), ho(z)]}
Und deren Dicke

d(V) Zygl[%ﬁ]\vz( y) —viy)|,  d(H) Zxrg[%ﬁ]\hz( z) — hi(7)]
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Verzicht auf die Linearitit

Andert man f leicht zu f, erd SN f( )N f2(S)~ﬂ .. N f™(S) immer noch aus 2"

vertikalen Streifen und SN f=1(S)N F72(S)N...N f~™(S) aus 2" horizontalen Streifen
bestehen.

Zur Beschreibung benotigt man zu erst horizontale und vertikale Streifen.
Vertikale Kurve z = v(y)

0<wv(y) <1, |o(y) —vlp)| <plyr —plfir0 <y <y <lud0<p <1
Horizontale Kurve y = h(x)
0<h(xz) <1, |h(z1)—h(zo)| < oy —woffiir 0 <y <aop <Tund 0 < pp <1
Vertikale Streifen fiir Kurven vq(y) < va(y),y € [0, 1]
V ={(z,y)|z € [vi(y), valy)];y € [0, 1]}
Horizontale Streifen fir Kurven hj(x) < ho(x),z € [0, 1]

H = {(z,y)|r €[0,1];y € [h1(x), ho(z)]}
Und deren Dicke

(V) = mas [ooly) ~ i)l d(H) = mas [ho(e) ~ ()

Fiir (Vi)ijeny mit V; D Vigq und limy, 00 d(V;) = 0 ist ();cn Vi eine vertikale Kurve.
Eine vertikale schneidet eine horizontale Kurve in genau einem Punkt.
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Allgemeiner Horseshoe f : S — R?

H1S ={1,2,..., N}, H;,V, fir i € S sind disjunkte horizontale bzw. vertikale Streifen
und f(H;) = V;.

H2 f kontrahiert vertikale Streifen, f~! kontrahiert horizontale Streifen. D.h. es gibt v €
(0,1) mit V' C Vj folgt f(V/) NV ist ein horizontaler Streifen und

d(f (Vi) NVj) < vd(Vi)d(V))/d(Vi)
und H C H; folgt f —I(H ;) NV H ist ein horizontaler Streifen und
d(f~H(H]) N Hj) < vd(Hj)d(H;)/d(H;)
Man kann H?2 ersetzen, denn H1 und H3mit 0 < p < % implizieren H2 mit v = u/(1—p)

H3 Es gibt Sektorbiindel SY = {(&,n)||&] < p|n|} definiert auf (J,cgV; und S° =
{(&n)|Inl < plxi|} definiert auf | J;cq H; fir 0 < p~1, so dass Df(S*) c S
und Df~L8% < S%. Und auBerdem mit Df(&y,m9) = (£1,m) und Df~ Y&, my) =

(E—1,m—1) gilt [m1| = (1/p) [mo| und [n_q1] = (1/p) |€0]-
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Wieder ist f auf A konjugiert zum Shift.
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Automorphismen auf dem Torus Da;S Zl@l:

e Punkte finden, die in T? = R?/Z? bleiben
e Aufteilung von T2 in A’ finden.
e Konjugation h vom Shift zum f
Schwierigkeiten:
1. Uberlappen die A kann es Punkte geben, die mit mehreren Folgen kodiert werden.

2. Alle Punkte (;cz f/(A%) werden mit der Folge w = (w;);cz, kodiert.

Beim Horseshoe waren die A* = H; disjunkt.
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Automorphismen auf dem Torus Da;S Zl@l:

e Punkte finden, die in T? = R?/Z? bleiben
e Aufteilung von T2 in A’ finden.
e Konjugation h vom Shift zum f
Schwierigkeiten:
1. Uberlappen die A kann es Punkte geben, die mit mehreren Folgen kodiert werden.

2. Alle Punkte (;cz f/(A%) werden mit der Folge w = (w;);cz, kodiert.

Beim Horseshoe waren die A* = H; disjunkt.

Auf dem Torus sind alle Orbits beschrinkt bzw. bleiben in T2, daher muss ganz T2
aufgeteilt werden. Also sind die A’ nicht disjunkt.

Die A’ sind abgeschlossen, fiir zusammenhéngende, kompakte Mannigfaligkeiten ist, ergibt
sich diese Problem also immer.
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Symbolische Dynamik am Beispiel f : T? — T?

fle,y) = +y,z+y) = G D @) (mod1)

(2 1) hat Eigenwerte \{ = _ 34V5 0 A9 T\/S

"
el

Eigenvektor zu A\; =

”‘\“T‘i

Eigenvektor zu A9 =

36



Symbolische Dynamik am Beispiel f: T — T

fle,y) = +y,z+y) = G D <x> (mod1)

Y

(2 1) hat Eigenwerte \{ = 3+2\/5 und Ao = %

11
1+/5
Eigenvektor zu A\; = % st ( % ) .
1-+/5
Eigenvektor zu A9 = 3_2\/5 1st 2

Die Abbildung hat genau einen Fixpunkt bei (0, 0).
W((0,0)) = {(z,y)(mod e = H2y} und W3((0,0)) = {(zy)(mod D]x = =52y}

(z,y) € W5((0,0)) = limp—o0 f™(z,y) = (0,0).

Der Abstand entlang W?((0,0)) geht expontentiell mit A5 gegen Null.

(z,y) € W"((0,0)) = limp—o00 f~"(z,y) = (0,0).

Der Abstand entlang W*((0,0)) geht bei Riickwirtsiteration expontentiell mit A{" gegen
Null.
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Horizontale und vertikale Richtung waren genau die Eigenrichtungen.
Daher will man die Rechtecke A" mit Seiten parallel zu den Eigenvektoren wéhlen.
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Horizontale und vertikale Richtung waren genau die Eigenrichtungen.

Daher will man die Rechtecke A* mit Seiten parallel zu den Eigenvektoren wihlen.
Verlangert man die Eigenvektoren von (0, 0) bis man die Schnittpunkte b, ¢ und d erhalt,
so erhalt man das obige Bild.

40



Horizontale und vertikale Richtung waren genau die Eigenrichtungen.

Daher will man die Rechtecke A* mit Seiten parallel zu den Eigenvektoren wihlen.
Verlangert man die Eigenvektoren von (0, 0) bis man die Schnittpunkte b, ¢ und d erhélt,
so erhalt man das obige Bild.

Man definiert die Rechtecke R und R(2).
Auf diesen konnte man dann symbolische Dynamik betreiben.
Aber: Die symbolische Dynamik ware dann exakt die gleich wie beim Horseshoe.

Woran liegt das?
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Horizontale und vertikale Richtung waren genau die Eigenrichtungen.

Daher will man die Rechtecke A* mit Seiten parallel zu den Eigenvektoren wihlen.
Verlangert man die Eigenvektoren von (0, 0) bis man die Schnittpunkte b, ¢ und d erhélt,
so erhalt man das obige Bild.

Man definiert die Rechtecke R und R(2).
Auf diesen konnte man dann symbolische Dynamik betreiben.
Aber: Die symbolische Dynamik ware dann exakt die gleich wie beim Horseshoe.

Woran liegt das?
Im Gegensatz zum Horseshoe wird man hier keinen Homeomorphismus A finden.
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Z.B. liegen alle Iterationen von b sowohl in RW als auch in R2).
Also muss man andere Gebiete wahlen.
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Man wahlt daher
A c F(RW)n RW

S

Oa Ud s

L=
=



&f‘“\

f kontrahiert in horizontaler Richtung und f~! kontrahiert in vertikaler Richtung. Da-

her besteht (,cz f~4(A%) fiir eine Folge (a;);c7,a; € {1,2,3,4,5} aus maximal einem
Punkt.

[iir eine Folge (a;);ez,a; € {1,2,3,4,5}, bei der f(A%) N A%+1 innere Punkte enthélt,
ist (Niez /™' (A%) # 0.
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f kontrahiert in horizontaler Richtung und f~1 kontrahiert in vertikaler Richtung. Daher
besteht (V;c7 FHA%) fiir eine Folge (a;);ez,a; € {1,2,3,4,5} aus maximal einem
Punkt.

[iir eine Folge (a;);ez,a; € {1,2,3,4,5}, bei der f(A%) N A%+1 innere Punkte enthélt,
ist (Viez fT(AY) # 0. . .

Man definiert dann die Ubergangsmatrix A tiber A;; = 1 genau fiir f(A*) N A7 enthélt
innere Punkte.
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Hier ist dies
( 1101 0\

11010
A=111010

Man definiert dann einen Teilmenge > 4 von X fiir eine n X n-Matrix als

Ya={(a;)iczla; € {1,2,....n} und Ag, ¢, , = 1}
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f kontrahiert in horizontaler Richtung und f~1 kontrahiert in vertikaler Richtung. Daher
besteht (V;c7 FHA%) fiir eine Folge (a;);ez,a; € {1,2,3,4,5} aus maximal einem
Punkt.

[iir eine Folge (a;);ez,a; € {1,2,3,4,5}, bei der f(A%) N A%+1 innere Punkte enthélt,
ist (Viez fT(AY) # 0. . .

Man definiert dann die Ubergangsmatrix A tiber A;; = 1 genau fiir f(A*) N A7 enthélt
innere Punkte.
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Hier ist dies
( 1101 0\

11010
A=111010

Man definiert dann einen Teilmenge > 4 von X fiir eine n X n-Matrix als
Ya={(a;)iczla; € {1,2,....n} und Ag, ¢, , = 1}

Wie beschrieben besteht ;7 f~*(A%) aus einem Punkt. Daher existiert eine Semikon-
jugation b : ¥4 — T?: (a;)iez = Niez f~(A%) mit foh=hoo.

Um die Dynamik zu verstehen, muss man feststellen, welche Folgen auf identische Punkte
abgebildet werden.
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(11010\

11010
A=111010
00101

\00101/

Wie beschrieben besteht ();c5 f~*(A%) aus einem Punkt. Daher existiert eine Semikon-
jugation b : X4 — T?: (a;)iez — Niez f(A%) mit foh=hoo.

Um die Dynamik zu verstehen, muss man feststellen, welche Folgen auf identische Punkte
abgebildet werden.

> 4 hat 3 Fixpunkte (...1111...),(...22222...) und (...5555...). f hat jedoch nur einen Fix-
punkt
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11010
A=111010
00101

\00101/

Wie beschrieben besteht ();c5 f~*(A%) aus einem Punkt. Daher existiert eine Semikon-
jugation b : X4 — T?: (a;)iez — Niez f(A%) mit foh=hoo.

Um die Dynamik zu verstehen, muss man feststellen, welche Folgen auf identische Punkte
abgebildet werden.

> 4 hat 3 Fixpunkte (...1111...),(...22222...) und (...5555...). f hat jedoch nur einen Fix-
punkt.

In X 4 ist die Zahl der periodischen Punkt der Periode n gegeben durch trA"™ = X’f -+
Ay + 0"+ 0"+ 0" f hat aber nur Pp,(f) = A + AY — 2 Punkte der Periode n.

(Pu(f) = |det(f" = 1) = (A = 1)(A3 = 1)).

Genau die Punkte z € T2 haben ein eindeutiges Urbild in X 4, deren Orbit nie aut

dem Rand von R oder R liegt. Denn dies sind genau die Punkte, deren Orbit nie aut
einem Rand einer der A’ liegt.
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Daher betrachtet man die Abbildung nicht auf ganz > 4, sondern nimmt Folgen heraus,
e deren rechtes Ende der Folge konstant 1 oder konstant 5 ist. (...1111), (...555)

e deren linkes Ende entweder nur aus ben besteht oder aus len und 2en.
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11010
A=111010
00101

\00101/

Wie beschrieben besteht ();c5 f~*(A%) aus einem Punkt. Daher existiert eine Semikon-
jugation b : X4 — T?: (a;)iez — Niez f(A%) mit foh=hoo.

Um die Dynamik zu verstehen, muss man feststellen, welche Folgen auf identische Punkte
abgebildet werden.

> 4 hat 3 Fixpunkte (...1111...),(...22222...) und (...5555...). f hat jedoch nur einen Fix-
punkt.

In X 4 ist die Zahl der periodischen Punkt der Periode n gegeben durch trA"™ = X’f -+
Ay + 0"+ 0"+ 0" f hat aber nur Pp,(f) = A + AY — 2 Punkte der Periode n.

(Pu(f) = |det(f" = 1) = (A = 1)(A3 = 1)).

Genau die Punkte z € T2 haben ein eindeutiges Urbild in X 4, deren Orbit nie aut

dem Rand von R oder R liegt. Denn dies sind genau die Punkte, deren Orbit nie aut
einem Rand einer der A’ liegt.
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Daher betrachtet man die Abbildung nicht auf ganz > 4, sondern nimmt Folgen heraus,
e deren rechtes Ende der Folge konstant 1 oder konstant 5 ist. (...1111), (...555)
e deren linkes Ende entweder nur aus Sen besteht oder aus 2en und len.

Damit ergibt sich der Satz:

Die Semikonjugation zwischen o und f ist bijektiv fiir alle periodischen Punkte aufler den
Fixpunkten. Die Anzahl der Urbilder jedes Punktes, der nicht negativ asymptotisch zu
einem der Fixpunkte ist, ist beschrankt.
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Definition von Markovpartitionen

A sel eine maximale, invariante, unzerlegbare Menge fiir eine Funktion f : A — A, wobei
unzerlegbar bedeutet, dass es zu jedem e und jedes Paar x,y € A eine e-Kette von x zu
y gibt. Also gibt es © = xg, 21, 29, ..., xp = y mit | f(x;) + 20| < e
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Definition von Markovpartitionen

A sel eine maximale, invariante, unzerlegbare Menge fiir eine Funktion f : A — A, wobei
unzerlegbar bedeutet, dass es zu jedem e und jedes Paar x,y € A eine e-Kette von x zu
y gibt. Also gibt es © = xg, 21, 29, ..., xp = y mit | f(x;) + 20| < e

Unstabile Mannigfaltigkeit W¥(x) bzw. stabile Mannigfaltigkeit W7 (x) ist definiert fiir
kompakte, invariante A, auf denen f : R"™ — R" ein C"-Diffeomorphismus ist und die
eine hyperbolische Struktur E§ @& E\ haben.

Und zwar so, dass y € Wi(x) < || f™(x), f™"(y)|| > € und

y e Welz) & [|f"(x), M)l < e

Und W2(x), W¥(x) zusammenhingend mit x € W2 (x) und x € Wt (x).

Daraus ergibt sich sofort exponentielle Annahrung.
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Definition von Markovpartitionen

A sel eine maximale, invariante, unzerlegbare Menge fiir eine Funktion f : A — A, wobei
unzerlegbar bedeutet, dass es zu jedem e und jedes Paar x,y € A eine e-Kette von x zu
y gibt. Also gibt es © = xg, 21, 29, ..., xp = y mit | f(x;) + 20| < e

Unstabile Mannigfaltigkeit W¥(x) bzw. stabile Mannigfaltigkeit W7 (x) ist definiert fiir
kompakte, invariante A, auf denen f : R"™ — R" ein C"-Diffeomorphismus ist und die
eine hyperbolische Struktur E§ @& E\ haben.

Und zwar so, dass y € Wi(x) < || f™(x), f™"(y)|| > € und

y € Wlz) & [[f"(x), f"(y)l < e
Und W2 (x), WH(x) zusammenhéngend mit x € W2 (x) und z € WH(x).

Daraus ergibt sich sofort exponentielle Annahrung.

Ein Rechteck R fiir A ist ein abgeschlossene Teilmenge von A mit der Eigenschaft:
r,y € R=W:(x)NW(y) € R und ist genau ein Punkt.

Das stable-manifold-theorem sagt, dass es unter diesen Voraussetzungen 0, € > 0 gibt mit
|z —yl| < d=WZ5(x)NWHy) ist genau ein Punkt.
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Markovparition fiir A ist eine endliche Menge von Rechtecken { Ry, ...y, } = R mit
LA=UZ R
2.t R; Nint Ry = 0 fir i # 4

3. (fWe(w) N Ry) O (W (f(x)) N Ry und (f(WE(z) N R;) € (WE(f(z)) N Rj wann
immer x € int R; und f(x) € int R;.

1 TRwii0,Ry) WiIR,)
f{x) tf{wﬁtn.ﬂﬂl .
1

Y
 wiix, Ry)
R, — T F -y
Luw”[:.nm Wi, Ry
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Kompakte, maximale, unzerlegbare, hyperbolische, invariante Mengen haben Markov-
partitionen.

Smale-Birkhoff Homoclinic Theorem

Sei f : R" — R" ein Diffeomorphismus, p hyperbolischer Fixpunkt, ¢ # p ein transversa-
ler Schnittpunkt zwischen W¥(p) und W#(p). Dann hat f eine hyperbolische invariante
Menge A, auf der f konjugiert ist zu einem Shift o.
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