Kapitel 3
Sobolev—Raume

Sobolev-Raume sind das zentrale Hilfsmittel der modernen Theorie
elliptischer Gleichungen. Man schwécht den Differenzierbarkeitsbegriff und
damit den Losungsbegriff ab, zeigt Existenz und Eindeutigkeit fiir den
modifizierten Losungsbegriff und zeigt nachtréglich fiir geeignete Probleme,
dass die neuen Losungen auch klassiche Losungen sind. Dafiir werden einige
funktionalanalytische Grundlagen benotigt. Wir stellen hier die
wesentlichen Begriffe zusammen, fiir die Beweise verweisen wir auf mein
Skript iiber Funktionalanalysis [17], sowie auf die Werke von Gilbarg und
Trudinger [10] und Adams [2].
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3.1 Schwache Ableitungen

Gegeben sei ein Gebiet 2 C R™. Mit C§°(£2; R) bezeichnen wir die Menge der
reellwertigen C'*°—Funktionen mit kompaktem Tréger. Wie tiblich steht LP(€2)
fiir den Raum der Funktionen, deren Betrag zur p-ten Potenz integrierbar
ist, mit der iiblichen Norm, welche wir mit ||u|| sy bezeichnen. L}, () steht
fiir den Raum aller messbaren Funktionen @ — IR, so dass v € L'(Y') fiir
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26 KAPITEL 3. SOBOLEV-RAUME

jedes Q' CC Q. Wir nennen diesen Raum den Raum der lokal integrierbaren
Funktionen.

Definition 3.1.1

Es sei u eine lokal integrierbare Funktion auf €.

(a) Die lokal integrierbare Funktion v heifit die schwache Ableitung von u
nach x;, falls fiir alle p € C§°(2) gilt

/u&pdx:—/vgodx.
o 0z Q

(b) Ist o ein Multiindex, v lokal integrierbar, so sagen wir v = D%u im
schwachen Sinn, falls fiir alle ¢ € C§°(S2) gilt

/uDo‘god:E: (—1)a|/vg0dx.
Q Q
Aufgabe 3.1.2

Man zeige, dass eine Funktion u € C™ () fiir || < m schwache Ableitungen
D%u besitzt und dass diese mit den klassischen Ableitungen zusammen fallen.

Lemma 3.1.3
Besitzt die lokal integrierbare Funktion u eine schwache Ableitung D*u und

D%y, wiederum eine schwache Ableitung DP(D“u), so hat u auch eine schwa-
che Ableitung der Form DSy und es gilt D**Pu = DP(Du).

Beweis. Sei ¢ € C§°(€2). Dann folgt
/uDo‘god:c = (—1)“'/(Do‘u) wdx
Q Q
Ist ¢ € C5°(€Q) und schreiben wir DA = ¢, so folgt
/ (D) pdx = / (Du) (D) dz = (1) / DP(D%u)ydx
Q

Q Q

und insgesamt

/ uDPypdr = (—1)lotHl / DP(D%u)ydx
Q

Q
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Definition 3.1.4
Mit W™P(Q) werde fiir m € IN und 1 < p < co der Raum

WmP(Q) = {u € LP(Q) | Va mit |a] <m Jv € LP(Q), so dass v = D%u}

bezeichnet. W™P () heiit Sobolevraum!.

Satz 3.1.5
1. WmP(Q) ist fiir jedes m € IN und jedes 1 < p < oo ein Banachraum
mit Norm .
P
lullf, = D2 1D ulbq | (3.1)
la|<m

(Fiir p = oo betrachtet man die Summe der L*°-Normen). Fiir p < oo
ist dieser Banachraum separabel.

2. Fiir p € (1,00) ist W™P(Q) reflexiv.

3. Fiir p = 2 ist W™P(Q) ein Hilbertraum. Dieser wird mit H™(2) be-
zeichnet.

Beweis. Der Beweis ist sehr einfach, wir werden in den Ubungen dariiber
sprechen.

O

3.2 Approximation durch glatte Funktionen

Definition 3.2.1
Eine Glattungsfunktion (engl. mollifier) ist eine Funktion p € C*°(R", R) mit

1. p =0 auferhalb B;(0) = {x € R" | ||z| < 1}.

2. [gn p(x)da = 1.

1Sergej Lwowitsch Sobolev (6.10.1908-3.1.1989) erkannte aufgrund von physikalischen
Uberlegungen, dass es sinnvoll ist den Losungsbegriff fiir partielle Differentialgleichungen
abzuschwiichen. Spéter konnte er diese verallgmeinerten Losungen als Funktionale inter-
pretieren und schuf damit die Grundlage der Theorie der Distributionen. Er war damit der
Wegbereiter fiir den Gebrauch funktionalanalytischer Methoden in der Theorie partieller
Differentialgleichungen. Diese sind heute auch aus der Numerik partieller Differentialglei-
chungen nicht mehr wegzudenken. Auch fiir diese Entwicklungen legte er den Grundstein
in einer Arbeit mit W. I. Smirnow.
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3. p>0.
Beispiel 3.2.2

ole) = { e (7)) < 1

0, el =1

ist eine Glattungsfunktion, falls ¢ > 0 so gewahlt wird, dass

/ pe(x)dx = 1.
Definition 3.2.3

Fiiru € L}, (), h > 0 und eine Glittungsfunktion p ist

o) = g [ o (551 oty

die Regularisierung von u. Diese ist fiir alle x € €} mit

h < dist(z, R" \ )

definiert.

Bemerkung 3.2.4
Fiir alle Q' CC Q ist up, = Jyu € C°(Q'), sofern h < dist(2, R™ \ Q).

Lemma 3.2.5
Ist u € C(Q), so konvergiert u, — u gleichméafBig auf jedem Kompaktum
O cca.

Beweis. Findet man in den oben angegebenen Literaturstellen.

Lemma 3.2.6
Essei 1l < p < oo. Ist u € LP(Q) oder u € LY (), so konvergiert wy, fiir

h — 0 gegen u im Sinne der Konvergenz in LP(2) beziehungsweise in L} ().

(Konvergenz in LP (Q) bedeutet

loc

LP (Q) LP (S

loc

Up == U = Uy, %)uVQ'CCQ.)

Beweis. Siche die Literatur {iber Funktionalanalysis. U
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Satz 3.2.7
Es seien w,v € LY (Q) mit v = D*u. Dann konvergiert u;, gegen u und

D*(uyp,) gegen v in Sinne der Konvergenz von L}, ().

Beweis. Siehe Funktionalanalysisliteratur. a
Definition 3.2.8 X
Seien m € IN, p € [1,00) und Q C R™ ein Gebiet. Mit C™P?(Q2) C C™(2)
bezeichnen wir die Teilmenge mit
1/p
lullh, = Y. [ D ufde < 00

la|<m

Bemerkung 3.2.9
C™P(Q) ist ein normierter linearer Raum, der jedoch nicht vollstindig ist.

Satz 3.2.10 (Meyers® und Serrin®(1964))
Die Vervollstéindigung von C™*(S2) beziiglich der Norm || - ||i% ) ist W™ (€2).

Bemerkung 3.2.11
Wy (Q) € W™P(Q). Ist Q beschrénkt, so ist

Wo™ () # Wmr(Q)!

3.3 Sobolev-Ungleichungen

Wir beginnen mit einem wichtigen Spezialfall, der uns an vielen Stellen aus-
reichen wird. Die Beweise der stérkeren Formen der Sobolev-Ungleichungen
sind sehr technisch und sind der Vollstédndigkeit halber hier angegeben.

2N. G. Meyers ist Professor an der University of Minnesota in Minneapolis. Seine Ar-
beiten betreffen vornehmlich elliptische Differentialgleichungen.

3 James Serrin ist emeritierter Professor an der University of Minnesota in Minneapolis.
Er hat Arbeiten zu vielen Aspekten partieller Differentialgleichungen und deren Anwen-
dungen speziell in der Mechanik und Hydrodynamik geschrieben. Er war fiir viele Jahre
einer der Herausgeber des Archive for rational mechanics and analysis, einer der fithrenden
Zeitschriften auf diesem Gebiet.
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Satz 3.3.1
Es sei ) ein beschrénktes Gebiet. Dann gibt es eine Konstante C = C(f2),

die nur vom Gebiet Q abhiingt, so dass fiir alle Funktionen u € Wy (),
p € [1,00) gilt:

ey 32)
Q

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir Funktionen in C§°(€2; R). Der
allgemeine Fall folgt dann aus der Dichtheit dieser Funktionen und der Ste-
tigkeit der Normen, bzw. des Integrales. Der Induktionsanfang besteht darin
eine Funktion u € C§°((a,b);R) zu betrachten. Wir wéhlen einen Punkt
zo € (a,b) mit u(zg) = 0 und schreiben

Insbesondere folgt dann

u(z)] < ]Iu'(S)\ ds < /blu'(8)| ds

Fiir p =1 folgt nun

/blu(ﬂf)\ dx S/b\u/(8)| ds(b — a).

Im allgemeinen Fall benotigen wir die Holdersche Ungleichung. Nun ist wegen
der Beschranktheit des Intervalls die Funktion 1 € L?((a, b)), wobei 1—1)+$ =1

und es gilt
b b
/ ju] do = / 1 dz < IJull 1112

b p b
/ ude | < / P de 1],

Insbesondere ist
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Dann ist wie oben

b V4
()P < / ol (s)] ds
und
b b p
/|u|p dr < /|u'(s)|ds (b—a)
b
< [ ds 16~ a.
Das bedeutet
1
b P

1
/WMP@? < e 1 2a (b —a)e

a
1

(b—a)g

Q=

= [[ul|ze(b—a)
= [[W]lo(b—a).

Sei nun zu 2 C R" ein Quader
Q = [al,bl] X X [an,bn]

mit 2 CC Q gewihlt und u € C§°(2) durch Null auf @) fortgesetzt. Integriere
nun die Ungleichung

b1 bl
/|U|p dl’l S (b—a)p/|8xllb(l‘1,l’2,...,l'n)| dxl
al al

beziiglich xs, ..., z, iiber [ag, bs] X -+ X [ay,, b,]. Dies ergibt
by, by b, by
//|u(x)|p dry... dzx, < (b— a)p/.../|6$1u(x)|p dxy ... dx,.
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/|u|p dx < (by — ay) / |Vull? d.
Q Q

Dies impliziert

Definition 3.3.2
Die Ungleichung (3.2) wird als Poincaréungleichung® bezeichnet.

Bemerkung 3.3.3
Die Bedeutung der Poincaréungleichung liegt darin, dass der Raum VVO1 P(Q)
aufgrund der Poincaré-Ungleichung eine zur tiblichen Norm dquivalente Norm
besitzt, in der nur die Ableitungen auftreten. Dies ist fiir viele Schliisse ein
zentraler Gedanke.

Satz 3.3.4

Es sei Q ein beschrinktes Gebiet, 02 von der Klasse C?, m € IN, p € R,
p > 1. Dann gibt es eine Zahl ey = €o(2, p, m) und zu jedem ¢ € (0, () eine
Konstante C' = C(Q,m,p,€), so dass fiir alle u € C™(Q) die Sobolevsche
Ungleichung gilt

<ellullfy, + Cllull o)

||u||m l,p =

Beweis. Dies folgt sofort aus: Jeo(i) > 0: Ve < g¢(i) 3C = C(p, 1,2, ) mit

/|D0‘u|p dv<e ) /|Dﬁu|p dx+C’/|u|p dx (3.3)
la|=i ¢ |B]=i+1 g

mit ¢ € (0,g9), C = C(p,i,,¢) und i € {1,...,m — 1}. Denn mit der
Bezeichnung [D'ulP = 37, _; [ [D%ul? dxv gilt fir ¢ = mini—1,__m-1(c0(7)),
QO

e €(0,e0) und C' = max;—1_,m—1(C(7))

m—

m—1
lullt,—y, = > [DufP < [DOuf + Z (e| D™ ulP + C| D ulP)

< e, (( — 1O+ Dlull 2

4Jules Henri Poincaré (29.4.1854-17.7.1912) war ein Zeitgenosse Hilberts und gilt als
einer der bedeutendsten Mathematiker seiner Zeit, wie auch des Jahrhunderts. Er fithrte
topologische Methoden bei der Untersuchung analytischer Probleme ein und wurde damit
auch zu einem Mitbegriinder der algebraischen Topologie.
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Mit dem iiblichen 2P-Trick und einer Neuanpassung der Konstanten bekommt
man nun die Behauptung.

Wir beweisen die Abschétzung (3.3) durch vollstéandige Induktion und
beginnen mit dem Fall i = 1,m = 2,n = 1. Sei 0 < € < 2P|QJP, wobei hier
|Q2| die Intervallénge ist. Wir unterteilen 2 in Intervalle der Lange

1 1 1
Le]| 5E7 er].

Sei (a,b) eines dieser Teilintervalle. Setze o = 2% Wihle Punkte z; €

(a,a+ ), x5 € (b— a,b). Fiir ein x15 € (21, x2) gilt

u(rs) — u(r;)

=D .
To — I U(SL’12)

Es gilt
Du(z) = Du(x1a) + / D?u(&)de.
xr12
Daraus folgt nun

u(z)] + [u(e,)|

D <
Du(a)] <

b
+ [1DPue)de

Integration dieser Ungleichung iiber z; € (a,a + «), x5 € (b — a, b) ergibt
b

@\Du(a)| < 5 [ lu©ldg +a* [ 1D%u(e)lde

a

Mit der Holderschen Ungleichung erhalten wir durch Potenzieren

C
apPtl

b b
Du(z)? < / u(€)[Pde + ca?™! / DA(EPde (34)

mit ¢ = ¢(p). Man beachte dazu, dass wegen

Q|
3=

/b1IU(§)Id€§ /blqdf 7 /bIU(S)IpdS E < (4a) /bIU(f)I”dS

a a a

S
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und einer entsprechenden Abschétzung fiir ff | D?u|dz gilt

| Du(x)|?

IN

b p b p
% / u(€)]de | + 20 / |Du(€)|de

b b
< 2000t [fu@pdg + 20 Vatar [ Du(e)pde

Aus der Bedingung p~! + ¢=! = 1 schliefit man (3.4). Wir integrieren nun
(3.4) beziiglich « und erhalten

b

b
/ Dux)Pdz < — / lu(z)[Pdz + ca? / | D2u(x)Pda
(8%

a

b

a

b

b
/
CE / u(2)[Pdz + s / | D?u(z)|Pda.

a

IA

Aufaddieren iiber alle Teilintervalle ergibt das Teilergebnis. Hier, wie im
folgenden bedeuten gleiche Konstanten nicht notwendig das gleiche, hdngen
aber von den gleichen Groflen ab. Im Regelfall kann man alle gleichen Kon-
stanten durch die jeweils Grofite ersetzen. Verschiedene Konstanten werden
eingefithrt um den Uberblick zu behalten, in welcher Reihenfolge neue Kon-
stanten eingefiithrt werden miissen.

Der néchste Schritt besteht darin, Wiirfel mit Kanten parallel zu den
Koordinatenachsen zu betrachten. Im wesentlichen wird dabei der gleiche
Trick wiederholt, d.h. wir betrachten Wiirfel Q = [a1, bi]x. .. [a;, bi] . . . [ayn, by
der Kantenlénge L, wie im ersten Schritt. Dann ergibt sich fiir einen solchen
Wiirfel und eine Koordinatenparallele z* = (29,...,2;,...,2°%), wobei z; in
einem Intervall der Lange L variiert

b

bi bi
/
/|Diu(xi)|pdxi §5/|D,~,~u(zi)|pdxi+C—/|u(xi)|pdx,~.
€

a;
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Integration beziiglich der anderen Variablen x;, j # 7 ergibt

/
/\Diu|pda:gc'e/\Diiu|pdx+c—/|u|pd:c.
£

Q Q Q

Addition der entsprechenden Ausdriicke fiir die verschiedenen Ableitungen
D;u und aufaddieren iiber die Wiirfel @, ergibt die Gleichung (3.3).

Im folgenden schreiben wir |DFulP fiir > jaj=k [DulP. Der Rest ist eine
Induktion iiber m: fiir m = 2 ist die Behauptung gezeigt fiir i = 1 (trivial
fiir i = 0). Angenommen die Gleichung ist wahr fiir m = 2,..., .

Sei k =m und ¢« = k — 1. Wir wenden obiges Resultat fiir i =1, m = 2
auf die (k — 1)-ste Ableitung an und erhalten (mit /2 statt )

/|Dku|pda:< /\Dk+1u|pdx+ | DFufPda.
0 0

Die Induktionsvoraussetzung fiir kK = m, ¢ = k — 1 ergibt nun

/\Dklu\pd:cgé/\Dku\pd:c—i— /\u\pda:

Q Q

Setze § = ﬁ Damit erhalten wir
1 c, C
/\Dku\pd:cg %/\Dk+1u\pd:c+§/\Dk [Pdx: +—1—2 (2C))* /\u\pd:c
Q

Alles in allem wird dies zu

C
/\Dku\pd:c§8/|Dk+1u|pdx+—kl/\u\pd:c.
€
0 0 0

Dies ist die Behauptung fiir m =k + 1,7 = k.
Als néchstes wollen wir den Induktionsschritt (i, k) — (7, k+1) durchfiihren.
Wir schreiben die Behauptung fiir ¢« = k,m = k + 1 als

C
/\Dku\pd:c Su/|Dk+1u\pdx—|——;l/|u|pd:c.
0 0 2
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Dies ergibt mit der Induktionsannahme fiir allgemeines (i, k)

A C
/|D’|” dx §5/|Dku|p dx + —2& /|u|p dx (3.5)
Q Q 0F Q
. Cyd C
i, |p k+1, |p ~4v P 3 P
/|D ul dxgéu/|D ulPdx + : |ul dx+5i/(k_i) /|u| dx.
Q Q Q Q
Mit der Wahl o )
0= 51“5;" = gkl

k 7

ergibt sich op = ¢ und pk = e, §= = e Istm =k + 1 folgt daher
k= §m—. Damit hat man die Behauptung fiir i, m =k + 1. N

Definition 3.3.5 )
1. Der Standardkegel mit Offnung p > 0 im IR" ist die Teilmenge

KPS ={tz |z = (21,..., 00 1,2,) = (2, 2,), ||| < p,z, = 1}.

2. Der Standardkegel mit Offnung p und Héhe h > 0 ist

Kih:Kfﬂ{xE]Rﬂ lz|| < h}.

3. Jedes Bild K, = f(K}),), wobei f(z) = Az +b,A € O(n),b € R",
heifit Kegel mit Offnung p und Héhe h. Dabei wird b die Spitze von
K, genannt.

Definition 3.3.6

Ein Gebiet Q@ C R" erfiillt eine (gleichméBige) Kegelbedingung mit Kegel-
konstanten p > 0, h > 0, falls zu jedem Punkt x € ) ein Kegel K, mit
Spitze in x existiert, so dass K, C ().

Satz 3.3.7 (Einbettungssatz)
Es sei 0 C IR™ ein Gebiet, welches einer Kegelbedingung mit Konstanten
p,h > 0 geniige. Ist u € C™(Q)NW™P(Q), p > 1, m > =, so gibt es eine
Konstante C' = C(p, h,n,p) mit

sup fu()| < Cllull2,
€N
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Beweis. Wir beweisen den Satz fiir p > 1, fiir p = 1 muss man den Beweis

geringfiigig modifizieren. Sei g € C*°(RR, R) gegeben durch
0 t>1

Fiir festes € Q fithren wir im K, mit Spitze x Polarkoordinaten (r,6) €
R x S" ! um z ein. Mit diesen gilt

/ = u(r, 9)) dr. (3.6)

Man beachte, dass die Stammfunktion von % (g (%) u(r, 9)) fiir r = 0 den
Wert u(0,0) = u(z) und fir » = 1 den Wert 0 hat. Integration der Gleichung

(3.6) fiihrt auf

h
8 r

87’

u(r, 0)) dr df.

0

Dabei bezeichnet S, C (—m,7) X (—g, 2)"~2 die Menge der Winkel, so dass

(r,0) in dem Kegel K, liegt. Mehrmaliges Anwenden partieller Integration

der Form
h h
0/% <g (%) u(r, 0)) dr = — O/T% <g (%) u(r, 0)) dr

fiihrt auf

u) = o // m- 167:; 2) u(r,@)) dr do.

Mit rm=t = pmonpn=l o pn=ldgdr = dV und der Holderschen Ungleichung
schitzt man ab

uwic| [

Kp,h

7))
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Um die Holdersche Ungleichung anwenden zu kénnen muss ™" in L9(K, ;)
sein, ¢ = p/(p — 1). Betrachte

/r(m")qu = / (m=m)355 e

Kp,h Kp,h

h
= //r”lr(m_")z):drdﬁ
0

p
h

(m—n)p+(n—1)(p—1) n)p+n 1)(p=1)
= / dr.

0

Der Exponent hat die Form

mp—p—n+1_mp—n_1>_1
p—1 - p-1 '

Aus der obigen Beziehung folgt die Behauptung unmittelbar. N

Satz 3.3.8
Sei u € C{(R™), r > n. Dann gilt fiir alle x,y € R"

fule) — w)] OZ ot

lz =yl

Beweis. Setze d = ||z — y||, S; = Bu(z), S = S, N S,. Integration der
Dreiecksungleichung liefert die Abschéitzung

ju(z) — u(y)|ulS) < / fu(z) — u(z)|dz + / (=) — u(y)|dz.
S S

Wir erhalten eine obere Abschitzung, indem wir das erste Integral iiber S,
und das zweite iiber S, auswerten. Wir schreiben z(s) = = + s” ” Dann

~ [ 2utona

ist mit p = ||z — z||
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/|u(az) —u(z)|dz < //p ‘%u(z(s))‘ dsdz.

Mit Polarkoordinaten (r,#) um z kann dies wie folgt abgeschétzt werden

Also folgt

p P
/ /@ ds | p"tdhdp < d"_l/ /@ ds | dfdp
0s 0s

S, \0 S \0
; 0
< gt / / P as | dodp
0s
S. \0
< Cd / Ou| _dz
ap pn—l
S

N
Q
S
S
?\
S
S
Q.
N
|
—
b/ﬁ
il
N

Die gleiche Abschatzung fiir das zweite Integral ergibt

) = u)lpts) < e 5™ para:
fn =1

Da u(S) proportional zu d" ist, folgt die Behauptung nach Division durch
w(S). [

3.4 Einbettungssitze

Satz 3.4.1 (Sobolevscher Einbettungssatz)

Es sei 0 C R" ein beschrianktes Gebiet, das einer Kegelbedingung mit Ke-
gelkonstanten p, h geniige. Falls u € WIP(Q) , j > m + =, so gibt es einen
Représentanten von u in C™(€2).
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Beweis. C77(Q) ist dicht in W7*(Q). Es sei {u, }yew € CPP(Q) eine Cauchy-
folge beziiglich ||.||$,. Fiir v mit 0 < || < m gilt mit Satz 3.3.7 angewendet
auf D € Wi—lelr(Q)

sup |D%u, — D%u,| — 0 mit v, 4 — oo.
Q

Damit ist lim, ., u, =@ € C™(9). 0

Definition 3.4.2
1. Es seien X, Y Banachrdume. Wir sagen, der Banachraum X ist be-
schrankt in den Banachraum Y eingebettet, wenn X C Y und die
Abbildung T : X — Y : x + x beschrankt ist. T' wird die Einbettungs-
abbildung genannt. Wir schreiben X Sy.

2. Die Einbettung heifit kompakt, wenn die Einbettungsabbildung kom-
pakt ist (X S Y).

Korollar 3.4.3
Mit der Bezeichnung C7*(Q2) fiir den Unterraum von C™()) von Funktionen,
fiir die gilt

Jull = 37 sup |Du(a)]| < oo,

la<m TE

hat man fir j > m + 2 eine beschrénkte Einbettung WiP(Q) — C™(Q).
(Beachte, || - ||, macht C*(§2) zum Banachraum.)

Lemma 3.4.4 (Verallgemeinerte Holder’sche Ungleichung)
Es seien py,...,p¢ > 1 und Y p;' =1, f; € LP{(Q). Dann gilt

¢
Hfz‘ e L'(Q)

und

l l
J 1T stde < TT 1o
Q 1=1 =1

Beweis. Ubung! N
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Satz 3.4.5
Es sei 2 C R™ beschrédnkt. Dann gilt

1p (Q) p<n
We @)C{ c@ pon

AuBerdem existieren Konstanten C' = C(n,p) mit

lu|| = < C|Dullrrq p<n
ey [ Py Sl

1_1
supg [u(z)| < ClQ» " [| Dul| o) p > 1.

71

(3.8)

Beweis. Wir beweisen dies fiir Funktionen v € C}(£2) und fithren dann die

gleichen Grenziibergéinge wie oben durch. Fiir u € C3(Q) und i € {1, ...,

gilt

x)| < /|Dz~u|dxi

z)|" < H/|Diu|dxi.
i=1Y

Wir beweisen den Satz zunéchst fiir p = 1. Betrachte also

und daher

1

n—1

ﬁ/\Dm\dazi
=17

[ u@)da

Q

Wir wollen das Integral

abschétzen. Es gilt

o0

/|u(x)\%dx:/\u(:c)|ﬁdx://|u(x)\"_711dx1dxn
Q R™ —o0 —00

n}

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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Wir nutzen dies zur iterativen Berechnung (per Induktion) aus:

/\u(x)|%d:c1 = / H/|Dzu\da:2 dxy
—o0 —o0 izlxi

IA
—
—

IS

s

QL

E
=D
—

>

=S
QL
g
QL
E

oo n—1 o0 n [ee] n—1
= /|D1U|dl’1 /H /|Dzu|dxz dxl
— 00 —00 =2 T
eL":(R)
1 1
oo n—1 n (e e lNe o] n—1
— 00 =2 oo T

Im letzten Schritt wurde die verallgemeinerte Holdersche Ungleichung ver-
wendet.

Dies war der erste Schritt in der Induktion. Wir nehmen nun an, nach j
Schritten (fiir j € {1,...,n}) sei gezeigt

oo (9] oo 9] n—1
j—1 0o o0 ﬁ
=1 —00 —00
11 /...//|Diu\dxidxj...dx1
i=j+1

—00 —00 T

(3.12)

1
n—1
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Nun erhdlt man durch Integration beziiglich x;,

[e.9] (e 9]

/~-~/\u(:c)|%dx1...dxjd:cj+1§/ /.../|Dju\d371---

o —00

73
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o0 (e oo o}

j—1
// /|Diu|dx1...dx
1‘:1700 —00 —00
AT
H / / /|D u|dx;dxy .. dxjiq
= ]+1 “o0 z;
o0 =
< / /|D uldzy ..
j—1 o) oo 00 ﬁ
/ / / |Dyuldzy .. .dx
izlfoo —00 —00
A=l
/ / / |Dj+1u\dxj+1da:1
konstant bez. Tjt1
H / / /|D u|dx;dxy .. dxjiq
=742 " oo
o [e.9] ﬁ
S / / |Dj+1u|dx1...dxj+1
oo —00 N
o0 j o0 n—1
/ H / / |D;ul|dxy . .
s i=1 oo
o=

H / //|Du|dxdx1 dxjqq.
=7+2 U

—00 T;
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Eine erneute Anwendung der verallgemeinerten Holderschen Ungleichung er-
gibt (3.12) fiir j + 1. Daraus erhdlt man

n—1

[ u@)=rds N _

n n

H/ |D;u|dx

ZIQ

IA

IA

—/ E | D;u|dz (geom. Mittel < arith. Mittel)
n
—

1

Die weiteren Falle bekommt man durch Betrachten von Potenzen von w. Ist
v > 1, so gilt

]

gl -1 v -1
setviy < o [ 1P 1Dulds < Sl | Dull (313)
Q

wobei 1 " 1% = 1 ist. Wahle v so, dass

o (y=Dp (n—1)p
- dh y=-—"% . 3.14
e B e (p <n) (3.14)

Wegen (3.13) hat man die Abschétzung

]

LI o D Dy
e o 9 )y,
T e = Va Y

Fiir den Zéhler von @) ergibt sich

n—1

v _ Tatg

e gy = | [ 1=

Q

n—1
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und fiir den Nenner

1/p’
el iy = (J '“'“_”p)
1/p
— (f|u|<v—1>p%> (3.15)
Q

p 1/’
= ()
Q V,

Also hat man fiir Q wegen "T_l — z% = "n;pp die Gleichung

_np_
Q= [ 1 = Jull, 25,

Q

Wir bemerken zum Fall p > n zunéchst, dass fiir Gebiete, die einer Kegelbe-
dingung geniigen, bereits aus Satz 3.3.7 die stetige Einbettung von VVO1 P(Q)
nach C(9) folgt. Hier geht es darum, eine vergleichbare Behauptung ohne
Kegelbedingung (aber fiir W, (€2)-Gebiete zu zeigen. Fiir Gebiete mit Ke-
gelbedingung folgt die Form der Abschitzung auch aus dem Beweis von Satz
3.3.7. Wir kommen zum Beweis im allgemeinen Fall. Es sei p > n. Wir defi-

nieren fiir u € VVO1 P(€)) eine neue Funktion

|ul
v= a1
| Dul| Ly ()

Ferner setzen wir voraus, dass || = 1 ist. Dann gilt

17 oy < A0 Ml

mit
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7

und p’ < n/ und v > 1 wie oben, denn aus dem ersten Teil des Beweises folgt

dann

N
v n! < —_— 7 n!
HU ”L @ = (”DUHLP(Q) H|u| ”L ()

g e [ Dul| e
< /'l Q)W
Lr(Q)
|t
< i el e o
1Dl
= 7||UV||LP/(Q)

Daraus folgt dann

11—
1l o) < v Il -
Die rechte Seite wird wegen |2| = 1 durch

1,12
’Y’Y ||v||pr’(Q)

nach oben abgeschétzt. Sei § = Z—: > 1 und v = ¢” fiir v € IN. Dies ergibt

ol ) < 0 Nolliins g

wegen vp' = 0¥p' = n'ov L.
Setze zunéchst ¥ = 1 und erhalte eine Abschétzung

1 1
[oll e 0y < 8 vl

Hier kann [[v|[ ;. () durch

Vvn 1 f
[0l v @) < s ——llull v o IIDUIILla
2O = Dl O = o Dl “
unter Verwendung von 3.15 abgeschéitzt werden. Aus

| Dul| 210 <1
| Dull e

erhélt man fiir beliebiges v

[v]| prrav () < g2 C = K,
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fiir eine Konstante K. Man beachte die Iteration deren Anfang fiir v = 2 so
aussieht

2 2 — 1 1—-6~1)(1—-6"2
[0l sy < 0% o]y < 6270 ol g )

Mit v — oo konvergiert die linke Seite gegen ||v||z(q), also

supv < K.
Q

Damit ist

HDuHLP
\/7
Durch eine Koordinatentransformation erhalt man das Resultat auch fiir Ge-
biete mit || # 1. 0

sup [ul < ==



