Kapitel 1
Grundlagen

In diesem Kapitel machen wir einige einfiihrende Bemerkungen iiber
partielle Differentialgleichungen. Danach betrachten einige Beispiele und
zeigen daran Techniken, wie sie in der Theorie partieller
Differentialgleichungen benétigt werden.
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1.1 Einfiihrung

Nachdem Isaac Newton! und Gottfried Wilhelm Leibniz? unabhingig Theo-
rien geschaffen hatten, die die Grundlage der Analysis geworden sind, hat
Leonhard Euler® die Bedeutung des Funktionsbegriffes erkannt und Glei-
chungen fiir Funktionen aufgeschrieben, vor allem um Probleme der realen
Welt zu verstehen. Funktionen als eigenstindige Groflen aufzufassen, ebnete
den Weg fiir neuartige und weitreichende Entwicklungen. So kann man damit
Variationsprobleme formulieren. Joseph Louis Lagrange* erkannte, dass die
Bewegung eines Korpers die Energie minimiert. Damit kann man die Bewe-
gung eines Korpers als Variationsproblem aufschreiben. Dies ist vergleichbar
der Charakterisierung des Weges des Lichtes, wie sie schon von Pierre de

saac Newton (4.1.1643-31.3.1727) Beriihmtester englischer Mathematiker, Physiker
und Astronom, einer der wenigen Naturwissenschaftler, dem die Ehre zuteil wurde, in
Westminster Abbey begraben zu werden, legte die Grundlagen des Verstédndnisses des
Schwerkraft und damit der klassischen Mechanik, die er auf axiomatische Grundlagen
stellte. Daneben hatte er als erster Einsicht in die Farbenlehre und begriindete die moder-
ne Optik. In der Mathematik war er einer der Wegbereiter der Differentialrechnung. Er
erklarte Ebbe und Flut, vor allem auch den 12 stiindigen Rhythmus und versuchte aus der
Hohe der beobachteten Flut die Lage des gemeinsamen Schwerpunktes des Erde/Mond
Systems zu berechnen. In seinem Werk Prinicipia Mathematicae wird dieser Schwerpunkt
irrtiimlich als aulerhalb der Erde liegend angegeben.

2Gottfried Wilhelm Leibniz (1.7.1646-14.11.1716) war Philosoph, Mathematiker und
Naturforscher. Seine Leistungen wurden nicht anerkannt. Er war einer der Begriinder der
Analysis und erzielte Erfolge bei der Summation von Reihen. Er erkannte, dass Differentia-
tion und Integration sich umkehren und kannte Kettenregel und andere Differentiationsre-
geln. Auch er nutzte die neue Theorie, um Probleme der Realitét zu l6sen, u.a. Belastung
eines Balkens. Die Entwicklung der Logik wurde durch seine Arbeiten begonnen.

3Leonhard Euler (15.4.1707-18.9.1783) hinterlieB ein duBerst umfangreiches wissen-
schaftliches Werk und erzielte in allen mathematischen Bereichen bahnbrechende Fort-
schritte. Er wurde zum Wegbereiter eines modernen Funktionenbegriffes und legte da-
mit den Grundstein zum Studium von Differentialgleichungen. Die Herausgabe seines
vollstdndigen Werkes ist bis heute nicht abgeschlossen. Er verbrachte lingere Zeit an der
Akademie der Wissenschaften in Potsdam und am Hofe der Zarin in St. Petersburg.

4Joseph Louis Lagrange (25.1.1736-10.4.1813) war Mathematiker, Physiker und Astro-
nom. Er arbeitete zunéchst iiber Variationsprobleme. Auf Einladung von Friedrich IT ver-
brachte er 20 Jahre in Berlin und verfasste hier unter anderem sein Werk Mécanique
analytique. Neben seinen Beitriigen zur Analysis (nach ihm sind eine Restgliedformel und
der Multiplikator benannt) stammen auch algebraische Erkenntnisse von ihm.
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Fermat®, gegeben wurde. Extremalprobleme in euklidischen Réumen werden
durch Bedingungen an die Ableitung gelost. Fiir Variationsprobleme {iber-
nehmen Funktionenrdume die Rolle des euklidischen Raumes, die Bedingun-
gen an die Ableitung fiihren auf partielle Differentialgleichungen. Damit hat
man eine reiche Quelle verschiedenster partieller Differentialgleichungen. Wir
werden darauf zuriickkommen.

Partielle Differentialgleichungen sind, grob gesprochen, Gleichungen fiir
Funktionen mehrerer Verédnderlicher, in denen die Funktion und ihre partiel-
len Ableitungen vorkommen. Dabei ldsst man i.a. nicht zu, dass die Funktion
mit mehreren Argumenten (oder Integrale der Funktion usw.) in der Glei-
chung auftreten. Damit hat die einfachste partielle Differentialgleichung fiir
eine Funktion u : R? — R die Form

ou Ou
e 8_y (1.1)

Wie man es schon von den gewohnlichen Differentialgleichungen kennt, be-
stimmt die Gleichung allein noch nicht die Losung. Bei partiellen Differential-
gleichungen kommen noch weitere Fragen dazu: auf welchem Gebiet ) C R?
soll die Losung definiert sein? Wie glatt soll die Funktion sein? Sind alle
Ableitungen in der Gleichung an allen Stellen erklédrt? Bei den partiellen Dif-
ferentialgleichungen, und das werden uns gleich die ersten Beispiele zeigen,
gibt es keine einheitliche Methode, um alle Gleichungen zu behandeln. Viel-
mehr gibt es eine Fiille von Werkzeugen, die bei speziellen Gleichungen und
Gleichungstypen weiterhelfen. Oft sind diese Gleichungen aus angewandten
Wissenschaften und werden benannt nach demjenigen, der als erster diese
Gleichungen als Modell fiir einen realen Vorgang aufgeschrieben hat. All dies
hat die Theorie partieller Differentialgleichungen mit der gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen gemeinsam, nur ist die Heterogenitét in Fragestellungen
und Methoden vielleicht noch viel gréfer.

Bevor wir die oben genannte, einfachste Gleichung losen, kommen wir zu Bei-
spielen aus der Physik. Partielle Differentialgleichungen kommen allerdings
nicht nur in der Physik, sondern z.B. auch in der Chemie, in der Biologie, in
der Metereologie, der Klimaforschung und in den Wirtschaftswissenschaften
(z.B. Black-Scholes-Gleichung® vor.

5Pierre de Fermat (20.8.1601-12.1.1665) franzosischer Jurist und Mathematiker. Er
verfasste Arbeiten zur Geometrie und Zahlentheorie. Bekannt ist vor allem der nach ihm
benannte grofie Satz von Fermat, der vor kurzem von Andrew Wiles bewiesen wurde.

Snach Fischer Scheffey Black (11.1.1938-30.8.1995) und Myron Samuel Scholes (geb.
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In vielen Anwendungen werden diese Gleichungen mittels numerischer Ver-
fahren néherungsweise gelost. Algorithmen zur Losung hochdimensionaler
bzw. komplexer partieller Differentialgleichungen sind fiir die Mathematik ei-
ne grofle Herausforderung. Ziel muss neben dem Finden und Programmieren
eines solchen Algorithmuses auch sein die Konvergenz- und Approximations-
eigenschaften zeigen zu kénnen.

1.2 Die Wiarmeleitungsgleichung

Hier geht es darum, die Warmeleitung in einem Medium zu modellieren. Da-
bei setzen wir voraus, dass ein Gebiet  des R? von einem Medium ausgefiillt
sei und an jedem Punkt x € Q) eine Temperatur

uo() (1.2)

vorgegeben sei. Wir interessieren uns fiir die Funktion u(¢, ) von zwei Verdnder-
lichen, welche jedem z € ) und jedem Zeitpunkt ¢ > 0 die Temperatur an
dieser Stelle und zu diesem Zeitpunkt zuordnet. Dabei machen wir eine von
zwei {iblichen zusétzlichen Annahmen: am Rand herrscht eine von auflen ge-
gebene Temperatur oder der Rand ist vollkommen isoliert, d.h.:

1. Fur x € 09 ist u(t,x) durch eine gegebene Umgebungstemperatur
bestimmt. Oft wird diese Bedingung normalisiert, so dass man fordert

u(t,z) =0, x € 0. (1.3)
Wir sprechen von Dirichlet-Randbedingungen”.

2. Die andere, haufig gestellte Bedingung am Rand unseres Mediums ist,
dass kein Wérmefluss durch den Rand stattfindet (totale Isolation),
d.h., dass am Rand kein Temperaturgradient auftritt, und damit, dass

Ju

on

1.7.1941), letzterer hat zusammen mit Robert C.Merton (geb. 31.7.1943) fiir das finanz-

theoretischen Modell, das durch diese Gleichungen beschrieben wird, den Nobelpreis fiir
die Wirtschaftswissenschaften im Jahr 1997 erhalten.

"Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (13.2.1805-5.5.1859) Er bewies den grofien

Fermatschen Satz fiir n = 5. Bekannt sind vor allem die nach ihm benannten Reihen, die
in der Zahlentheorie eine wichtige Rolle spielen und sein Beitrag zur Variationsrechnung.

(t,ZE) =0 (14)




1.2. DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG 5

ist, wobei n den aufleren Normaleneinheitsvektor an den Rand von €2 im
Punkt x € 02 bedeutet. In diesem Fall sprechen wir von Neumannschen
Randbedingungen®.

3. Natiirlich kénnen auch Mischformen dieser Randbedingungen auftre-
ten.

Nun kommen wir zur Modellierung im Inneren des Gebietes. Mit ¢ sei die spe-
zifische Wirme unseres Materials bezeichnet, mit v das spezifische Gewicht.
Dann stehen Temperaturinderung éu und Wérmeédnderung 6¢) in einem Vo-
lumen V' im Zusammenhang du ¢y V = Q) oder

_ @

Bei der Ubersetzung von realen Problemen in die Sprache der Mathematik
werden immer wieder solche Grundgleichungen, die aus der jeweiligen Fach-
wissenschaft kommen, benotigt. Sie werden oft als konstitutive Gleichungen
bezeichnet. Sei nun B.(xy) eine Kugel, die so klein gewihlt sei, dass die
Temperatur in dieser Kugel als konstant angesehen werden kann, d.h.

/Bg(m) u(z) de = u(zo)V.

Dann ist
Q(t+h) — Q)
cyV

u(t + h,wo) — u(t,wo) = : (1.6)

wobei () nun die Warmemenge in B.(xy) beschreibt. Nun nehmen wir an,
dass die Verdnderung der Warme in der Kugel proportional zum Warmefluss
durch die Oberfliche ist, also

Qt+h)—Q(t)=T1h / (Vu, n)do, (1.7)
B (o)

wobei 7 die Proportionalitdtskonstante (Wdirmeleitzahl) und n die &duBe-
re Normale zur Kugel darstellt. V bezieht sich auf die partielle Ableitung

8Franz Ernst Neumann (11.9.1798-23.5.1895) arbeitete vor allem zur mathematischen
Physik.
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beziiglich z. Nimmt man an, dass die Funktion u geniigend glatt ist, so folgt
aus dem Satz von GauB’, dass

/ (Vu, vydo = / div Vu(t, z) dx. (1.8)
OBc(x0)

Be(z0)
Damit ergibt sich insgesamt, dass

T

— Au(t,x) dx. 1.9
AV Lo (t, ) (1.9)

1
(uft + b, 7o) = u(t,z0) =

Mit k = - erhélt man durch Grenziibergang (h,e — 0) die Warmeleitungsgleichung

ou
5 = k. (1.10)

Im weiteren steht A fiir den Laplace-Operator'?, d.h.
Au = div Vu.

Eine Losung dieser Gleichung, zusammen mit der Anfangsbedingung (1.2)
und einer der Randbedingungen (1.3) oder (1.4) beschreibt fiir uns die Warme-
leitung in €2. Eine Losung dieser Gleichung, die nicht von ¢t € IR abhéngt, heifit
stationdre Losung der Warmeleitungsgleichung. Sie modelliert eine Tempe-
raturverteilung in unserem Medium, die sich im Gleichgewicht befindet, so
dass kein Warmefluss auftritt. Nun wollen wir die eindimensionale Warme-
leitungsgleichung mit Dirichletschen Randbedingungen auf [—m, 7] mit & = 1
16sen. Wir wenden dabei das Verfahren der Trennung der Verdnderlichen an

9Carl Friedrich GauB (30.4.1777-23.2.1855) zeigte schon als Kind mathematische Ge-
nialitdt und wurde vom GroBherzog Wilhelm Ferdinand geférdert. Im Jahr 1797 bewies
er den Fundamentalsatz der Algebra. Sein wissenschaftliches Werk umfasst bedeutende
Beitrige zu allen Bereichen der Mathematik, insbesondere Algebra, Zahlentheorie, reelle
und komplexe Analysis und Differentialgeometrie. Dariiberhinaus war er fiir lange Zeit
Direktor des Gottinger Observatoriums.

10Pjerre Simon Laplace (28.3.1749-5.3.1827) war withrend der franzésischen Revolution
engagiert und wechselte danach mehrfach die politische Richtung. Seine mathematischen
Untersuchungen betreffen partielle Differentialgleichungen, Kugelflichenfunktionen, Him-
melsmechanik, Stromungsmechanik und die Wahrscheinlichkeitstheorie.
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und entwickeln u(t, z) fiir jedes ¢ in eine Fourierreihe!!, d.h. wir machen den
Ansatz

u(t, z) = ap(t) + Z(a,,(t) cos(vx) + b, (t) sin(vx))

mit ausreichend glatten Funktionen a,(t), b,(t).
Wir erhalten

0 / . / / :
= ag(t) + 2 (a,(t) cos(vx) 4+ b, (t) sin(vx))
= Au
= Z(—VQ) (ay,(t) cos(vx) + sin(vx)) .

Multiplikation dieser Gleichung mit Funktionen cos(vz) (7 > 0), sin(vx),
(v > 0) ergibt unter Ausnutzung der Orthogonalititsrelationen fiir die trigo-
nometrischen Funktionen

™

/Cos(yx) cos(vx)dx = 6,7,

—Tr

T

/sin(l/x) sin(vz)de = 6,7,

—Tr

s

/ sin(ve) cos(Fr)dr = 0

—T

eine unendliche Folge gewdhnlicher Differentialgleichungen fiir die Funktionen

a, (1)
da, :

(1) = —va, (1)

11 Jean Baptiste Joseph de Fourier (21.3.1768-16.5.1830) war einer der Begriinder der
mathematischen Physik. Er beschéftigte sich mit der Wérmeleitung und trug zur Theorie
partieller Differentialgleichungen bei. Er nahm am Feldzug Napoleons in Agypten teil, war
als Diplomat tdtig und machte nebenbei mathematische Forschung. Nach der Riickkehr
wurde er von Napoleon zum Prifekten des Departements d’Isere ernannt. Dies hinderte
ihn nicht an einer weiteren fruchtbaren wissenschaftlichen Arbeit.
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und entsprechendes auch fiir die Funktionen b, (¢). Als Losung erhélt man
a,(t) = a%e "

Damit ergibt sich als eine Losung der partiellen Differentialgleichung (1.10)
u(t,x) = ag + Z (ay, cos(vz) + b)) sin(vz)) ,

mit reellen Koeffizienten ag, a’, b%. Diese erhiilt man aus der Fourierentwick-
lung des Anfangswertes ug(x ) Aus der Dirichletschen-Randbedingung folgert
man (fiir ¢ — oo konvergiert u(t, z) gegen ag), dass ap = 0 ist.

Aufgabe 1.2.1

Bei einer stationédren Temperaturverteilung erwartet man, dass die Tempe-
ratur u(z) an der Stelle x gleich dem Mittelwert der Temperaturen in einer
umgebenden Kugel ist:

Es sei §) offen und zo € Q, € > 0, so dass die Kugel B.(zq) C €2, und u eine
stationdre Losung der Warmeleitungsgleichung in (). Man zeige:

1
u(xg) = 7/ u(zx)dx. (1.11)
’ (B (z0)) Be(z0)
Dabei ist u(B:(xo)) das Lebesgue-Maf3 der Kugel B.(xy)).

1.3 Die Wellengleichung

In diesem Abschnitt wollen wir die Differentialgleichung fiir die schwingen-
de Saite ableiten. Dabei sei zwischen a,b € IR eine Saite eingespannt, und
u(t, ) bezeichne die Auslenkung der Saite zum Zeitpunkt ¢ > 0 an der
Stelle z € [a,b]. Wie zuvor sei ug(z) die Konfiguration der Saite zum Zeit-
punkt 0 und entsprechend der Befestigung am Rande setzen wir Dirichlet—
Randbedingungen (keine Auslenkung am Rand) voraus. Nach Newton ist
die an einem Korper angreifende Kraft gleich dem Produkt aus Masse des
Korpers und dessen Beschleunigung. Sei nun ein Stiick der Léange ¢ der Saite
(spezifisches Gewicht ) gegeben, wir betrachten die Bewegung des Mittel-
punktes xy. Die Masse ist nun fye die Beschleunigung %(t, xp) und damit ist
die angreifende Kraft gleich veZ% 8t2 #(t, o). Diese ist gegeben durch die Span-
nung, welche ldngs der Saite wirkt. Sei £ ein Punkt auf der Saite in der Aus-
gangslage, dann ist die Lange L({) der ausgelenkten Saite bis zum Punkt der
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tiber £ liegt, gegeben durch L(& f ¢ \/ 1+ g— dy, die infinitesimale

Léngenédnderung ist also

dz—f) = \/1 + (%(t,&)) . (1.12)

Falls 2 S2(t,&) klein ist, ist diese GréBe nach Taylor ndherungsweise gleich

1+ 5 i (f ). Auf das Stuck der Lénge ¢ wirkt also eine Kraft proportional zu

8“(75 zo+¢e/2) — 4(t, zp — £/2). Also gilt mit der Proportionalitétskonstante
7 (Hookesches Gesetzu)

Pu 1

ou ou
ﬁ—;é‘ T(&(t,l’o‘i‘S/Q) O

—(t, 20 — 6/2)) . (1.13)

Mit dem Grenziibergang ¢ — 0 erhélt man

0*u 0u T

— ==, N=—. 1.14

a2~ oz v (1.14)
Die soeben hergeleitete Gleichung nennt man eindimensionale Wellenglei-
chunyg.

Aufgabe 1.3.1
Man lose die Wellengleichung wie oben die Wéarmeleitungsgleichung unter
der Annahme Dirichletscher Randbedingungen und bei einer Ausgangsaus-
lenkung ug(z). Sollte damit die Losung nicht eindeutig bestimmt sein, iiber-
lege man sich weitere sinnvolle Bedingungen um eine eindeutige Losbarkeit
zu garantieren.

1.4 Kontinuitiatsgleichung und Navier-Stokessche
Gleichungen

Es sei zunédchst € C R™ ein beschrénktes Gebiet. Mit (.,.) werde das eukli-
dische Skalarprodukt im IR™ bezeichnet.

12Robert Hooke (18.7.1635-3.3.1703) war Naturforscher und ab 1665 Professor fiir Geo-
metrie in London. Er arbeitete an der Luftpumpe, normierte die Temperaturmessung und
fithrte aufgrund mikroskopischer Beobachtungen den Begriff der Zelle ein.



10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Definition 1.4.1

Das Gebiet heiit von der Klasse C! (berandet), falls es zu jedem Punkt
r € 00 eine Umgebung U gibt, so dass U N 9Q Graph einer C*-Funktion
R" ! — IR ist, d.h. dass 99 eine C'-Mannigfaltigkeit ist.

Bei vielen physikalischen Vorgéngen spielt die Zeit eine ausgezeichnete Rolle,
man beschreibt Vorgénge, die mit der Zeit ablaufen. Der Buchstabe ¢ ist im
weiteren fiir die Zeit reserviert. Fiir t € R sei ), C 2 ein Teilgebiet, das fiir
jedes t € R von der Klasse C"! ist. Ferner sei eine Funktion p € C'(Q2 xR, R)
gegeben, die wir als Dichte auffassen wollen. Wir werden die Ableitung

pr p(x,t)dx (1.15)
Q

bendtigen. Ferner sei eine Abbildung £ : IR x Q — € gegeben mit
O ={&(t,x) | x € Q}.

Dabei stellen wir uns unter (-, z) die Stromlinie einer Fliissigkeit vor. Wir
setzen voraus (-, z) : R — Q sei C''. Dann ist

eine stetige Abbildung.
Die Berechnung der Ableitung in Gleichung (1.15) erfolgt mittels der Diffe-
renzenquotienten, also:

i/p@c,t) dr = lim — /p(az,t+5t) d;z:—/p(:v,t) dx

dt ot—0 5t
Q Qitst Q
t+ ot) — t
_ hm/p(% +0t) —plz,t)
5t—0 ot
Q¢

1
+ (‘)1151?1)O 5 / p(z,t +dt) doe — / p(z,t+ 0t) dx

Qig5t\ Q\Q4 5t
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Den ersten Ausdruck erhidlt man durch Vertauschung von Integral und Grenz-

wert als
jm, | 3 o= [ o

Qt Qt

Fiir den zweiten Ausdruck erhalten wir

ot—0 5t
Q¢ 456\ Qe\Qiyst

lim L / p(x,t+ ot)dx — / plx,t+ dt)dx | =

ot—0 5t
Q166 \ 2\ Q1 st

~ lim / p(2,1) dr — / p(z,1) do

Nun gilt es, die Differenz dieser beiden Integrale zu berechnen. Dazu ap-
proximieren wir den Rand 0€2; durch Polyeder, wobei jede Seite eine durch
eine Grofle € > 0 begrenzte Fliche habe und an einem Punkt tangential an
0y sei. Sei nun F(e) = {F1,..., Fr)} so eine Kollektion von Fldchen und
xz; € F; die Kollektion der Punkte, wo F}; tangential an 0€); ist. Die Grofle
e sei dabei geniigend klein gewéhlt, so dass jede der Fliachen F} in einer
Koordinatenumgebung U;, welche in der Definition der C''-Glattheit von €
auftritt, von x; enthalten ist. Nun wird die Menge

Qeqor \ Qe U\ Qigor
durch schiefe Zylinder mit Grundflache F; und Hohe
ot (v(x;,t), nj)

in Richtung n;, der &uBeren Normalen zu €2, in x;, approximiert. Wir fixieren
fiir den Moment 6t > 0 und erhalten

% / p(x,t) dx — / plx,t) dx | =

Q4 1656\ Qe\Qy 451
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r(e)
m Y play, ) (v(w),t),n) | F|
7j=1

li
6—0 ~

= /p(v,n) dF + O(dt)

o

Der Grenziibergang ot — 0 liefert nun
d
pm plz, t)dr = /,ot(x,t)d:p + / p(x,t){v,n)dF. (1.16)
Q Q 1ok
Mit dem Satz von Gauf} erhalten wir
/p(v,n}dF = /div(pv)da:.
8Qt Qt
Damit wird aus (1.16) die Gleichung
d :
E/p(x,t)dx:/(pt(a:,t)+d1v(p(:c,t)v(a:,t)))da:. (1.17)
Qt Qt

Wir kommen wieder zu physikalischen Anwendungen. Sei p die Dichte eines
Gases oder einer Fliissigkeit (orts- und zeitabhéngig). Dann ist

/ p(z, t)dx
Qi
die Gesamtmasse zum Zeitpunkt t. Da die Masse erhalten wird, hat man
d/( t)de =0 (1.18)
o | pl,t)dz =0. .
Qi
Insbesondere folgt aus (1.17) und (1.18)

/ (1) + div(p(z, )o(x, 1)) dz = 0. (1.19)

Q
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Da Qg C Q beliebig ist, erhdlt man aus (1.19) die sogenannte Kontinuitéts-
gleichung
pt +div(pv) = 0 in Q x RR. (1.20)

Im folgenden betrachten wir den Fall einer idealen, kompressiblen Fliissigkeit
im Gebiet Q. Dabei sei p(z,t) die Dichte am Ort x zum Zeitpunkt ¢ und
v(x,t) der Geschwindigkeitsvektor an der Stelle x € 2. Wir kénnen uns z(t)
als die Bewegung eines Teilchens vorstellen, die Bewegung geniigt dann der
Gleichung

T =v(x,t).

Fiir die Beschleunigung des Teilchens erhélt man

dvor o
or ot Ot

xrx =

Sei nun, wie oben, )y ein beliebiges Teilgebiet von Q mit C*-Rand. Auf ein
solches Gebiet wirken die folgenden Kréfte und sind im Gleichgewicht:

/ Ovdr  Ovy
P\azat "ot )"

Qo

1. Beschleunigungskréfte:

2. Krifte aufgrund des Druckes:

/ pndo,

Q0

3. Externe Kréfte und Kréfte aufgrund von innerer Reibung
— / fdx.
Qo

Damit erhélt man als Gleichung

/p(vt+(v,V)v) dr = — /pn do+/fdx. (1.21)

) Qo Qo
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Mit dem Satz von Gaufl wird das Randintegral zu

/pndO:/Vpdx.
Qo

0o

Da €y beliebig war, erhélt man daraus die Form
p (v + (v,V)v) = —=Vp+ f. (1.22)

Diese Gleichung ist nach Euler benannt.

Ist die Fliissigkeit inkompressibel, so ergibt sich der folgende Spezialfall: p
ist konstant oder % = 0 und aus der Kontinuititsgleichung folgt div v = 0.
Die innere Reibung wird {iblicherweise durch einen Term der Form —vAw
modelliert. Damit ergibt sich dann insgesamt die Gleichung

v
P ot

Diese Gleichung ist nach Navier'® und Stokes'* benannt. Hier steht f. fiir
die externen Kréfte. Solche konnen Gravitationskrifte, elektrische oder ma-
gnetische Felder bei ionisierten Fliissigkeiten sein. Anwendungen mit solchen
elektrisch nicht neutralen Fliissigkeiten finden sich beim Studium der Kon-
vektionsstrome im Erdinneren mit Anwendungen auf Orientierungswechsel
des Erdmagnetfeldes oder auch bei der Untersuchung von Fusionsreaktoren.

+vAv+ (v, Vv = =Vp+ fe. (1.23)

1.5 Eine einfache Gleichung

In diesem und im néchsten Abschnitt wollen wir an ausgewéhlten Beispielen
einige Phénomene studieren, zunéchst ohne auf die physikalische Relevanz
der Gleichungen zu achten.

13Claude Louis Marie Henri Navier (15.2.1785-21.8.1836) war als Professor fiir Mechanik
an der Ecole des Ponts et Chaussées in Paris tatig. Spéter wurde er Professor fiir Analysis
und Mechanik an der Ecole Polytechnique. Er gilt als Begriinder der Elastizitétstheorie.
1824 gab er die Navier-Stokessche Gleichungen fiir die Bewegung einer zdhen inkompres-
siblen Fliissigkeit an.

14 Georg Gabriel Stokes (13.8.1819-2.2.1903) studierte und lehrte an der Universitiit
Cambridge. Er erweiterte die von Navier angegebenen hydrodynamischen Bewegungsglei-
chungen vom Fall der inkompressiblen auf den Fall der kompressiblen Fliissigkeit. Auf ihn
geht der nach ihm benannte Integralsatz und der Begriff der gleichméfligen Konvergenz
zuriick.
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Zunachst wollen wir die Konvention einfithren, partielle Ableitungen als In-

dizes zu notieren, d.h. u, steht fiir %.

Satz 1.5.1

Jede stetig differenzierbare Losung u : R* — R der Gleichung u, — u, = 0
hat die Form u(x,y) = v(z +y) fiir v € CY(R,R). Jede Funktion dieser
Gestalt Iost die Differentialgleichung.

Beweis. Die Riickrichtung ist trivial: Wir differenzieren wu,(x + y) = v'(z +
y) = uy(x,y) und erhalten v — z — u, = 0.

Sei u(x,y) eine Losung, wir zeigen: u hidngt nur vom Wert x + y ab. Seien
also zwei Paare (x1,41), (72,y2) mit x1 + y1 = =2 + Y2 gegeben. Zu zeigen
ist u(zy,y1) = u(xe,y2). Aus x1 + y1 = xo + y folgt z3 — 29 = yo — y1.
Nennen wir diese Zahl &. Dann ist x9 = 1 — & und ys = y; + &. Betrachte
h(&) =u(x —&y+E). Dah'(€) =0, ist h konstant und h(0) = h(&). [

1.6 Burgers Gleichung
Die nach Burgers!® benannte Gleichung hat die Form
Uy + uty, = 0.

Diese Gleichung spielt eine gewisse Rolle in der Gasdynamik, es ist die 1-
dimensionale Version der Gleichung (1.23) mit trivialer rechter Seite. Wir
untersuchen inwieweit man stetige Losungen dieser Gleichung erwarten darf.
Sei u(x,y) eine Losung dieser Gleichung. Wir betrachten die gewohnliche
Differentialgleichung

y = u(z,y).
Ist y(x) eine Losung dieser Gleichung, so gilt

du

7@y (7)) = ue T uyy’ = ug +uuy = 0.

15 Johannes Martinus Burgers (13.1.1895-7.6.1981) promovierte 1918 bei Ehrenfest mit
einer Arbeit iiber das Bohrsche Atommodell. Danach war er einer der jiingsten Professoren
an der Technischen Hochschule Delft. Er machte sich vornehmlich Gedanken iiber die
Natur der Turbulenz und fasste die nach ihm benannte Gleichung als Modell dafiir auf.
Er gilt als einer der bedeutendsten niederldndischen Strémungsmechaniker.
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Also ist u(z, y(x)) konstant, d.h. w ist lings Kurven (x, y(z)) konstant v = .
Da aber ¢y’ = ug ist y = uox + a . Ist nun ein ” Anfangswert”

u(@,0) = ¢(z) € C*(R)

gegeben, so ist u auf der Linie durch (z,0) mit Steigung ¢(z) konstant und
gleich ¢(x). Ist ¢ nicht monoton fallend, schneiden sich diese Linien, und
u kann im Schnittpunkt nicht stetig sein! Dies bedeutet natiirlich zundhst
gibt es © < y mit ¢(x) < ¢(y). Die Geraden durch die Punkte (z,0) mit
Steigung ¢(z) und (y,0) mit der Steigung ¢(y) schneiden sich im Punkt
(y+ @220y )h(2)d(y)d(y) — ¢(x)). In der Gasdynamik spricht man

o) —o(z)’ (Y
von Stoffwellen . Wir werden im zweiten Kapitel darauf zuriickkommen.

1.7 Charakteristiken

Definition 1.7.1
Ist F(x,u, D, ..., D" u) = 0 mit Multiindizes o eine partielle Differenti-
algleichung, so nennt man max{|a’|} die Ordnung der Differentialgleichung.

Definition 1.7.2
1. Eine partielle Differentialgleichung, welche in der gesuchten Funktion
und ihren Ableitungen linear ist, heif3t linear .

2. Héngen die Terme héchster Ordnung linear von u ab, so heifit die Glei-
chung semilinear.

3. Sei m die Ordnung der Differentialgleichung. Ist die Gleichung linear in
D%y fiir alle o' mit |a‘| = m, so nennt man die Gleichung quasilinear.

Beispiel 1.7.3
1. u; = u, ist eine lineare Gleichung.

2. Upy + uuy, = 0 ist semilinear.
3. u; = uu, ist quasilinear.
Eine Gleichung erster Ordnung hat die Gestalt

F(z,u,Vu) =0.
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Ist sie zusétzlich quasilinear, so lasst sie sich schreiben als
folz,u) + z": f,(:p,u)iu =0. (1.24)
i=1 O

Ahnliche Methoden wie in den Abschnitten 1.5, 1.6 fithren zum Versténdnis,
welche Anfangsdaten man vorschreiben darf. Sei 2 C IR" ein Gebiet und
(1.24) eine quasilineare Differentialgleichung erster Ordnung iiber 2 und wu :
Q — IR eine C'-glatte Losung. Setze

U:Q—R"™ 2 (u(n),n).
Dies definiert eine Flache
Gy = {(u(z),z) | v € Q} ¢ R"™.

Tangentialvektoren an diese Flache haben die Form ((y, Vu),y) mit y € R".
Man sieht leicht:
auf dem Tangentialraum zu Gy steht der Vektor (—1, Vu) senkrecht, denn

(=1, Vu), ((y, Vu),y)) = 0.
Der Vektor

U<u7x) = (_fO(xau)7f1<xvu)7 c 7fn(x7u)) : IR'nJrl - IRnJrl

steht ebenfalls auf (—1, Vu) senkrecht, da u die Differentialgleichung erfiillt.
Damit ist v(u,x) tangential an Gy, und der zum Vektorfeld v gehorende
Fluss & lasst die Flache Gy invariant.

Definition 1.7.4
Eine Losungskurve der gewohnlichen Differentialgleichung

z=wv(2), z= (1.25)

8

heiBit Charakteristik von (1.24).

Eine Methode zur Losung der Gleichung (1.24) besteht nun darin, eine Hy-
perfliche K (Q2), wobei K : R” —  x K eine Abbildung ist, zu bestimmen
und u dann ldngs Charakteristiken mittels des Flusses von v fortzusetzen. Es
ist klar, dass diese Methode funktioniert, wenn die Hyperfliche K transversal
zu den Charakteristiken ist.
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Aufgabe 1.7.5
Man betrachte die quasilineare Differentialgleichung

w(uy +uy) —1=0

auf geeigneten Teilgebieten von R? und bestimme die Charakteristiken. Be-
stimmen Sie eine Lésung u(z,y) (durch Erraten) und zeigen Sie explizit, dass
fiir diese Losung die Flédche Gy unter dem Fluss zur Gleichung (1.25) inva-
riant ist. Bestimmen Sie eine Hyperfliche welche transversal zum Vektorfeld
D ist.

1.8 Elliptische Gleichungen zweiter Ordnung

Definition 1.8.1
Es sei 2 C R™ ein Gebiet. Fin linearer Differentialoperator zweiter Ordnung
hat die Form

Lu(zx) = Z a? (2) Uy, o, (T) + Z U (2)ug, () + c(z)u(z), a” =a’’, v € Q.

(1.26)
(Fiir den Moment sei u € C*(Q).)

Definition 1.8.2
1. L heift im Punkt x € (2 elliptisch, wenn die Matrix A(x) = (a;;(x)), .
positiv definit ist, d.h. wenn Zahlen \(x), A(x) existieren mit

0 < A@)[Ef* < (€ A(2)€) < Ax)[¢]* V€ € R™\ {0}

2. L heifit stark elliptisch, wenn ein Ay > 0 existiert mit \g < A(zx) fiir
alle x € Q.

3. Ist % auf ) beschrénkt, so nennt man L gleichméBig elliptisch.

4. Ist L stark elliptisch und gleichméafig elliptisch, so nennen wir L gleichméBig
stark elliptisch.

Neben den Annahmen, die sich auf die zweiten Ableitungen beziehen,
benotigen wir oft noch Voraussetzungen, die die erste und zweite Ableitung
in Beziehung setzen. Eine solche, in vielen Féllen niitzliche, Annahme ist

b ()|
A(x)

<const. <oo, 1=1,...,n, x € Q. (1.27)
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Die Eindeutigkeit der Losung elliptischer Randwertprobleme folgt aus
einem Maximumprinzip. Solche Prinzipien sind aus der Funktionentheorie
bekannt. Die Verbindung wird hergestellt, da holomorphe Funktionen w
die Cauchy'®~Riemannschen!” Differentialgleichungen 16sen. Die Realteile
u = Re w dieser holomorphen Funktionen sind harmonische Funktionen und
damit Losungen von Au = 0.

Satz 1.8.3 (Maximumprinzip)

Es sei L elliptisch im beschrankten Gebiet Q, ferner gelte (1.27). Unter der
Annahme ¢ = 0 folgt aus Lu > 0 fiir ein solches u € C?(2) N C(2), dass u
sein Maximum auf dem Rand 0f) annimmt. Genauer gilt

sup {u(:c) ‘ x € Q} = sup {u(:c) ) x € 89} :
Gangz dhnlich erhéalt man aus Lu < 0
inf {u(:p) ’ x € Q} = inf {u(x) ’ x € 89} :
Bevor wir zum Beweis kommen, wollen wir noch ein Lemma aus der
linearen Algebra bereitstellen.

Definition 1.8.4
FEine symmetrische n X n-Matrix A heifit positiv semidefinit, wenn fiir alle
y € R" gilt

y' Ay = (y, Ay) > 0.

16 Augustin-Louis Cauchy (21.8.1789-22.5.1857) war Sohn eines hohen Beamten und ge-
noss demzufolge eine gute Privatausbildung. Nach einem ingenieurwissenschaftlichen Stu-
dium eignete er sich nebenbei Werke von Lagrange an. Im Jahr 1811 16ste er ein Problem,
das Lagrange formuliert hatte. Er arbeitete {iber Integrale, Stromungsmechanik und Elas-
tizitétstheorie. Speziell die Arbeiten zum letztgenannten Bereich machten ihn zu einem
der bekanntesten Mathematiker seiner Zeit. Im weiteren arbeitete er auf vielen Gebieten,
sein Hauptarbeitsgebiet wurde die Analysis mit der Theorie von Differentialgleichungen.
Nach Gaufl begann er mit komplexen Zahlen und der zugehorigen Analysis zu arbeiten.
Cauchy war ungeheuer produktiv und dies sehen wir noch heute an vielen Konzepten, die
seinen Namen tragen.

1"Bernhard Riemann (17.9.1826-20.7.1866) war Sohn eines Pastors und studierte auch
anfinglich Theologie. Seine Dissertation widmete sich den Grundlagen der Funktionen-
theorie. In seinem Habilitationsvortrag legte er den Grundstein fiir ein modernes Versténd-
nis der Geometrie. Obwohl er nicht einmal vierzig jahre alt wurde, hat er die Mathematik
und Physik grundlegend beeinflusst.
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Lemma 1.8.5
Sind A, B positiv semidefinite (n x n)—Matrizen, so ist tr(AB) > 0. (Man
beachte, dass das Produkt positiv semidefiniter Matrizen i.a. nicht positiv
semidefinit ist.)

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass fiir je zwei Matrizen A, B gilt tr(AB) =
tr(BA). Ferner ist fiir eine positiv semidefinite Matrix A die Spur tr(A) > 0.

7 jeder positiv semidefiniten Matrix B gibt es eine positiv semidefinite Qua-

dratwurzel Bz. Also ist

tr(AB) = tr(B2AB?).

Da B:AB? positiv semidefinit ist, ist deren Spur nicht negativ und damit
ist das Lemma gezeigt. a
Beweis von Satz 1.8.3.

Ist Lu > 0, so kann u im Inneren kein Maximum haben, denn sei zy € € die
Stelle an der u(zp) maximal ist, so ist D;u(xy) = 0 fiir alle 7. Die Hessesche
Hess(u(xp)) ist negativ semidefinit. Aufgrund der Elliptizitdat ist A positiv
definit. Also gilt

Lu(zy) = Z a” (z0) Diju(z) = tr(A Hess u(zg)) < 0.

ij=1

Dies ist ein Widerspruch zu Lu > 0.

Nun ist nach (1.27) % < by, welches eine Konstante ist. Da a'!(z) > ()
ist, gibt es eine geniigend grofle Zahl v > 0 mit

Le™™ = (72(111 + ybl)ewl > )\(72 — bo)e”™t > 0.

Also ist fiir alle e > 0
L(u+ee™) >0

in 2. Aus dem ersten Teil folgt nun

sup(u + €€’*') = sup(u + ee™).
Q onN

Mit € — 0 folgt die Behauptung des Satzes. N



1.9. HARMONISCHE FUNKTIONEN 21

Korollar 1.8.6
Es seien die Voraussetzungen wie oben erfiillt, zusétzlich gelte ¢ < 0. Sei
ut = max{u,0}. Dann ist

(a)  supu(x) < sup ut(z).
x€N €0

Gilt zusétzlich Lu = 0 in €, so ist

(b)  supu(z)| = sup |u(z)|.
z€Q €N

Entsprechende Aussagen gelten fiir das Infimum und u~.

Man vergleiche das Maximumprinzip fiir elliptische Differentialoperatoren
mit dem Maximumprinzip der Funktionentheorie. Wie hidngen diese Aussa-
gen zusammen?

Korollar 1.8.7
Ist ¢ <0, f € C(Q) so hat

Lu=f inQ (1.28)
u=0 auf 00 (1.29

héchstens eine Lésung u € C?(2) N C(Q).

1.9 Harmonische Funktionen

Definition 1.9.1

Es sei Q C R™ ein Gebiet und u € C*(Q). u heiit harmonisch, falls Au = 0.
Entsprechend heifit u subharmonisch falls Au > 0 und superharmonisch falls
Au <0 in Q.

In den Ubungen hatten wir gesehen, dass harmonische Funktionen einer
Mittelwerteigenschaft geniigen: d.h. fiir x € Q gilt

u(x) = m}gé) u(§)de. (1.30)

Zum Beweis dieser Aussage leitet man iiblicherweise eine entsprechende Aus-
sage fiir die Mittelwerte auf der Oberflache einer kleinen Kugel her. Fast
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gleichlautende Aussagen erhélt man auf gleichem Wege auch fiir sub- bzw.
superharmonische Funktionen und dies begriindet letztendlich auch die Na-
mensgebung fiir diese Funktionen. Wir fassen diese Resultate zusammen im
folgenden Satz.

Satz 1.9.2
Fiir ein Gebiet Q C R" sei u € C?*(Q) und harmonisch (superharmonisch,
subharmonisch), dann gelten die folgenden Mittelwert(un)gleichungen

() = (>,<) —— / wdF

nwnpn—l
9B (o)

1
/ udz,
Wn P

Bp(mo)

wobei w,, fiir das Volumen der Einheitskugel im R™ steht.

Die Umkehrung dieses Resultates ist erstaunlicherweise ebenfalls wahr,
wir halten dies im folgenden Satz fest.

Satz 1.9.3
Ist uw € C(Q) und geniigt der Mittelwerteigenschaft, so ist v harmonisch.

Bevor wir zum Beweis (im néchsten Abschnitt) kommen, wollen wir eine
einfache Folgerung aus diesem Satz ziehen.

Korollar 1.9.4
Ist {u, },en eine beziiglich der Norm der gleichméfBigen Konvergenz konver-
gente Folge harmonischer Funktionen, so ist der Grenzwert harmonisch.

Beweis. Folgt sofort aus der Charakterisierung harmonischer Funktionen
durch die Mittelwerteigenschaft. N

Im letzten Abschnitt hatten wir Maximumprinzipien fiir Losungen ellip-
tischer Randwertprobleme abgeleitet, damit gelten diese natiirlich auch fiir
harmonische, bzw. subharmonische Funktionen. Wir wollen hier noch kurz
zeigen, dass dhnliche Satze auch fiir Funktionen mit Mittelwerteigenschaften
gelten.
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Satz 1.9.5 (Maximumprinzip und Mittelwerteigenschaft)
Gegeben sei u € C()) mit

u(w) < ——— / u(y)dy,
Bp(ﬂﬁ)

fiir jede kompakt in 2 liegende Kugel B,(x). Gibt es dann einen Punkt y, € €
mit u(yo) = sup {u(y) | y € Q}, so ist u konstant.

Beweis. Sei Quax = {¥ € Q| u(y) = u(yo)}. Qmax # 0, Qnax ist relativ ab-
geschlossen in 2. Kénnen wir noch zeigen, dass (., offen in €2 ist, so folgt
Qmax = Q. Sei © € Qpax und p > 0 mit B,(z) C Q. Dann folgt

1 1
) = ule) < — s [ty <~ [ utw)dy = ulon)
’ p(By(7)) #(Bp(1)) ’ ’
Bp(x) Bp(m)
Dann ist wegen der Stetigkeit von u auch u = u(yo) auf B,(x). [

1.10 Die Poissonsche Gleichung

Wir beginnen mit der sogenannten zweiten Greenschen Formel (vgl. Ubun-
gen, Blatt 2, Aufgabe 2) fiir Funktionen u,v € C?(Q), Q C R"

/(vAu — ulAv)dr = / <v% - u%) dF. (1.31)
Q o0

Definition 1.10.1

Wir setzen fiir x,a € R" die Fundamentallosung des Laplaceoperators als
-1 1

F(e) = 4 (12w, o — a2

—1 — fiirn =2
o n |z —all tir n

fiir n # 2

Die Fundamentallosung hat die folgenden (einfach zu iiberpriifenden Eigen-
schaften): fiir z — a gilt I'(z — a) — oo und auf Q\ {a} ist x — I'(z — a)
harmonisch, d.h. sie 16st die Gleichung

Al'(x —a) =0 auf Q\ {a}.



24 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Letzteres sieht man indem man die obige Formel auf der Menge Q \ B.(y)
auf die Funktion v(z) =I'(z —y) = I'y(z) anwendet:

/ T(z — y)Au(z)de = / (F(:c - y)%(x) . u(x)%(x . y)) dF
\B:(y) 9B:(y)
+ / (F(:c - y)%(m) . u(x)g—Z(aj - y)dF).

[2/9]

Das Integral iiber den Rand der e-Kugel um y lésst sich in zwei Teile auf-
spalten und diese werden getrennt behandelt:

ou ~ ou

9Bc(y) 0Bc(y)

dabei steht T fiir die Funktion I'(||z|)) = I'(z), da T’ nur von der Norm des
Arguments abhéangt. Das letzte Integral wird betragsméfiig durch

nw,e™ !t max ||Vl
9B:(y)
abgeschétzt, wobei w,, = p(B1(0)) ist. Man beachte, dass die Oberflache
der Einheitskugel durch nw, gegeben ist, vgl. Aufgabe 2 Blatt 2. Fiir ¢ — 0
konvergiert dies gegen 0 und es bleibt das andere Integral. Hier beachtet man,
dass fiir z € 9B.(y) VI'(z —y) colinear zu v ist, und daher &&(z —y) = I'(e)

n
ist, also hat man

/ u(:p)ar (z — y)dF = —T"(¢) / wdF — —— / udF — —u(y)

o nw, "1
9B (y) 0Be(y) 0Bc(y)

fiir ¢ — 0. Damit erhalten wir die sogenannte Greensche Darstellungsformel
18

utn) = [ (wG 0= 0~ Tle = Gh@ ) ar+ [T - pu(e)de
Q

o

18George Green (14.7.1793-31.5.1841) war britischer Mathematiker und Physiker und
zum groBitenteil Autodidakt. Er hat aufsehenerregende Arbeiten zur Analysis und Magne-
tismus geschrieben. Ferner stammen wichtige Beitrage zur Potentailtheorie von ihm.
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Fiir harmonische Funktionen kann man v damit aus den Randdaten rekon-
struieren.

Daraus ergeben sich zwei wichtige Spezialfdlle. Erstens fallt fiir v mit
kompaktem Tréger das erste Integral weg und man erhélt

u(y) = /T(:p —y)Au(z)dx.

Q

Zweitens ist fiir harmonisches u das zweite Integral Null und man behélt nur

ut) = [ (w5 e =) =T~ ) (o) ) aF.

o0N

Der zweite Fall erlaubt uns einen typischen Regularitétsschluss, wie wir ihn
noch ofters sehen werden: ist u harmonisch, so hat man u durch obiges In-
tegral gegeben. Die rechte Seite ist C'*°, ja sogar reell analytisch, also ist
jede harmonische Funktion u € C?(2) reell analytisch. Damit erhilt man
Aussagen, die man fiir holomorphe Funktionen aus der Funktionentheorie
kennt.

Die Darstellungsformel wird noch etwas vereinfacht, wenn man I' modifi-
ziert. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung. Der Raum C*'(Q) besteht aus
Funktionen, die C' auf einer offenen Menge sind, die Q enthilt. Die Norm
wird auf die iibliche Weise erklédrt. Hat man nun eine harmonische Funktion
h € CYHQ) N C?(R), so folgt aus der Greenschen Formel

ou oh
/hAudw-/(ha —ua) dF.
Q

o0
Setzen wir nun

G=I+nh

so ergibt sich die neue Greensche Darstellungsformel

oG ou
u(y) = / (ua - G%) dF+/GAu dz.
Q

B)
Definition 1.10.2
Ist h € C(Q2 x Q), h(-,y) harmonisch fiir alle y € €2, so heift G(z,y) =
['(x —y) + h(x,y) eine Greensche Funktion, falls fiir jedes y € Q G(-,y) auf
0N} verschwindet.
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Satz 1.10.3
Existiert eine Greensche Funktion, so ist sie eindeutig.

Beweis. Dies folgt sofort aus dem Maximumprinzip und dem daraus folgen-
den Eindeutigkeitssatz. [

Bemerkung 1.10.4
Die Bedeutung der Greenschen Funktion liegt darin, dass man mit ihrer

Hilfe harmonische Funktionen in C*(Q)NC?(Q) durch ihre Randwerte dar-
stellen kann.

Im Spezialfall 2 = Bgr(0) kann man die Greensche Funktion explizit
konstruieren. Man erhélt

L(llz = yl) = T(llylllz =7l /R), y#0
G r,Y) = { T T ’ )
D= Bl - T(R) y=0
wobei § = ﬁy die Spiegelung am Rand der Kugel vom Radius R sei.
Aufgabe 1.10.5

Man gebe eine geschlossene Formel fiir G(x,y) auf Bg(0) an und zeige G(x,y) =
G(y,z) und G(z,y) < 0. Man berechne die dufiere Normalenableitung.

Satz 1.10.6 (Poissonsche!Darstellungsformel)
Ist u € C*(Bgr(0)) N C'(Bgr(0)) harmonisch, so erhélt man folgende Poisson-
sche Darstellungsformel

R? — 2 udx
=

nwy, R |z —ylI™
0BR(0)

Beweis. Folgt sofort aus den vorherigen Aussagen. N

Ist u € C*(Bgr(0)) N C°(Br(0)), so existiert eine Folge u, € C*(Bx(0)) N
C'(Bg(0)), mit u, — wu fir v — oo. Dann folgt aus einfachen Konver-
genziiberlegungen, dass der obige Satz auch fiir Funktionen mit nur stetigen
Randwerten gilt. Eine Umkehrung dieser Aussage enthélt der néchste Satz.

19Siméon Denis Poisson (21.6.1781-25.4.1840) war franzosischer Mathematiker, dessen
Familie ihn urspriinglich nicht den Weg in die Wissenschaft ebnete. Er studierte an der
Ecole Polytechnique und war Schiiler von Lagrange und Laplace, auch die Aufmerksamkeit
von Legendre konnte er frith auf sich ziehen. er machte eine schnelle wissenschaftliche
Karriere in Paris. Seine wesentlcihen mathemmatischen Beitra”ge betreffen die Theorie
gewOhnlicher und partieller Differntialgleichungen, sowie die mathematische Physik.
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Satz 1.10.7
Es sei ¢ : {x € R" | ||z|| = R} — R stetig, dann definiert

R? — ||z? / Py . 12| < R
u(z) = nwnlft o [l =yl (1.32)
R
() fiir ||z = R

eine harmonische Funktion in C*(Bg(0)) N CY(Bg(0)).

Beweis. Die Harmonizitédt von u folgt sofort aus der von G. Bleibt die Ste-
tigkeit am Rand von Bg(0) zu beweisen. Setzt man in die Poissonsche Dar-
stellung die harmonische Funktion u(z) = 1 ein, so ergibt sich

2 2
Y g

nwp Rz =yl "

9B,(0)

fir alle y € Bg(0). Fiir den Integranden schreiben wir kurz K(z,y) =
%. Wir benutzen fiir den Beweis der Stetigkeit am Rand die klassi-
sche € — §-Methode. Seien yy € 0Bg(0) und € > 0 gegeben. Wahle § > 0, so
dass ||y|| = R und ||y — yo|| < & impliziert, dass |¢(y) — ¢(vo)| < €. Sei nun

ly — yol| < 0/2 dann folgt

ju(y) — ulyo)| = / K(2,9) (p(z) — o(y0) dF,
)

Br(0

IN

/ * / K(z,y)lo(x) = ¢(yo)|dF,

OBR(ONlo—yoll<5 OBRO)N]la—yo]25
2M (R? — ||y||*) k"
(6/2)"

Ist nun y geniigend nahe am Rand wird auch der zweite Term klein und
wir haben die erforderliche Stetigkeit am Rand. a

< e+

Beweis von Satz 1.9.3.
Gegeben sei eine stetige Funktion u € C(2), die auf jeder Kugel Bg(xy) CC
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2 der Mittelwerteigenschaft geniigt. Nach dem vorhergehenden Satz existiert
nun eine harmonische Funktion A € C?(Br(xy)), so dass h = u auf dem Rand
0Br(z). Die Differenz w = u — h geniigt nun auf Br(xy) der Mittelwert-
eigenschaft und hat Randwerte 0. Das Maximumprinzip fiir Funktionen mit
Mittelwerteigenschaft, siehe Satz 1.9.5, impliziert, dass w = 0. a

1.11 Das klassische Dirichlet-Problem

Wir erweitern zunéchst die Definition von subharmonischen Funktionen von
C?-Funktionen auf beliebige stetige Funktionen.

Definition 1.11.1

FEine stetige Funktion v € C(£2) heifit subharmonisch, wenn zu jeder Kugel
B,(x) CC Q und jeder harmonischen Funktion h : B,(xz) — R gilt: ist u < h
auf 0B,(z), so ist w < h in B,(x). Entsprechend definieren wir den Begriff
superharmonisch.

Aufgabe 1.11.2
Ist u € C*(), dann ist u geméfl der neuen Definition genau dann subhar-
monisch falls Au > 0.

Die wesentlichen Eigenschaften der neuen Funktionenklasse sind in den
folgenden Séatzen enthalten.

Satz 1.11.3
1. Ist u subharmonisch, dann geniigt v dem starken Maximumprinzip,
d.h. ist yo € Q mit u(yo) = sup {u(z) | z € Q}, so ist u konstant.

2. Ist v superharmonisch auf einem beschréinkten Gebiet ), v > wu auf 0f).
Dann ist entweder v > w in ) oder u = v.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die erste Aussage. Der Beweis beruht auf
inzwischen bekannten Gedanken. Wir betrachten die Menge

Qnar = {x € Q u(r) = u(yo)}-

Diese ist nach Annahme nichtleer und wegen der Stetigkeit von wu relativ
abgeschlossen. Wiederum miissen wir zeigen, dass €,,,. relativ offen ist.
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Sei 2y € Qpae und B,(xg) CC Q. Sei h harmonisch auf B,(zo) mit h = u
auf 0B,(x(). Dann ist

da h(z) < u(x) auf 0B,(Q2). Also ist u = h = u(xy) auf 0B,(x). Da dies
fiir alle 0 < r < p gilt, ist 2,4, relativ offen in 2 und es gilt 2 = Q0.
Zum Beweis der zweiten Aussage bemerken wir, dass u—v subharmonisch
ist und < 0. Gilt Gleichheit an einer Stelle, so gilt sie wegen der ersten
Aussage iiberall. 0

Definition 1.11.4

Sei § ein Gebiet und u € C(2) subharmonisch. Ferner sei Br(zg) CC )
eine Kugel. Sei h € C*(Bg(x¢)) die harmonische Funktion auf Bg(zo) deren
Randwerte mit denen von u auf 0Bg(x) iibereinstimmt. Wir bezeichnen die

Funktion W) Bu(o)
x x € Br(xg
Ulz) = { u(z) x € Q\ Bgr(xg)

als harmonische Hebung von u beziiglich Br(xy).

Satz 1.11.5
Die harmonische Hebung U beziiglich einer Kugel Bgr(xo) einer subharmoni-
schen Funktion u € C(2) ist subharmonisch.

Beweis. Sei p > 0 und B,(y) CC Q, p € C*(B,(y)) harmonisch auf B,(y)
mit p > U auf 0B,(y). Dann ist auf dem Rand 0B,(y)

p>U>u

und damit ist p > wu, da u subharmonisch ist. Damit ist die Behauptung
auflerhalb von Br(xg) gezeigt. Im Sonderfall B,(y) C Br(zo) ist die Behaup-
tung trivial, ansonsten ist entweder Bg(x¢) C B,(y) oder d(Bg(xo) N B,(y))
besteht aus

((0Br(x0)) N By(y)) () (Br(wo) N 9B,(y))

und aus eventuell zwei weiteren Punkten. In jedem Fall ist auf (0Br(zg)) N
B,(y) U = v und daher U < p. Daher ist auf 0(Bg(xo)NB,(y)) U < p.DaU,
p in diesem Gebiet harmonisch sind, ist auch die Differenz U — p harmonisch
und wegen des Maximumprinzips im Inneren < 0. [l
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Satz 1.11.6
Ist U eine Familie stetiger subharmonischer Funktionen aus einem Gebiet ().
Ist calU endlich, so ist

U(x) =sup{u(z) |u e U}

subharmonisch. (Man beachte, dass diese Aussage fiir eine beliebige Menge
U gilt, wenn man in der Definition stetig durch oberhalb stetig ersetzt, d.h.,
wenn zu jedem x € ) und ein 6 > 0 existiert, so dass x € Bs(xq) impliziert
u(z) > u(zg) —e.

Beweis. Ist B,(y) gegeben und h harmonisch auf B,(y) mit h > U auf
0B,(y). Dann folgt h > u fiir alle u € U auf B,(y) und damit natiirlich auch
h>U. N
Bevor wir den wichtigsten Satz dieses Abschnittes beweisen konnen, benoti-
gen wir noch ein technisches Hilfsmittel. Es ist Prototyp einer Klasse von
Resultaten, die in der Theorie partieller Differentialgleichungen eine grofle
Rolle spielen und unter dem Schlagwort ,,a-priori Abschatzung” lauft. Dabei
versucht man ohne Kenntnis der Losung u, allein aufgrund der Tatsache, dass
u eine gewisse Gleichung erfiillt Abschéatzungen fiir Normen von Ableitungen
von u zu bekommen. Oft steckt gerade in diesen Abschitzungen viel Arbeit
und es ist dann vergleichsweise einfach, unter Verwendung allgemeiner Sitze
weiter zu kommen.

Satz 1.11.7
Ist w harmonisch im Gebiet Q) und Q' CC €2, dann gilt fiir jedes a € IN"

||
sup | D% < (M) sup .
o d Q

wobei d = dist(€2', 092) ist.

Beweis. Wir wissen bereits, dass jede harmonische Funktion u € C*°(9) ist.
Wihlen wir eine spezielle Ableitung D® aus, so gilt

AD% = D*Au = 0.

Also ist jede Ableitung wieder harmonisch und geniigt insbesondere der lo-
kalen Mittelwerteigenschaft. Also hat man

1 1
V“@):m/v“d“m | wvar

Br(y) ou(Br(y))
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Insbesondere folgt nun durch Abschétzen des letzten Integrals durch

sup [u(x)|u(9(Br(0))),

dass n
|Vull < % sup ful.
OBR(y)

Natiirlich folgt durch Ubergang R — d, = inf,cpq ||y — ||, dass gilt

[Vull < = suplul.
y
Durch wiederholtes Anwenden dieser Formel fiir konzentrische Kugeln erhélt
man die behauptete Aussage. 0
Die Methode zur Losung des Dirichletschen Randwertproblems fiir har-
monische Funktionen

Ay = 0 inQ
u = g0 auf 09,

20

die der folgende Satz angibt geht auf Perron®zuriick und wird als Perronsche

Methode bezeichnet.
Satz 1.11.8 (Perron)
Es sei §) ein beschrinktes Gebiet und ¢ : 9§ — R stetig. Setze

U= {ue C(Q) | u ist subharmonisch und u < ¢ auf 90} .

Dann ist
U(x) =sup{u(z) |ueU}

harmonisch auf 2.

Beweis. Wir beobachten zunéchst, dass U nicht leer ist, denn jede Konstante
¢ < infpq @ ist in U. Wegen des Maximumprinzips ist u € U punktweise
durch sup ¢ beschrinkt und damit ist U defininiert. Wéahle x € 2. Dann

200. Perron (7.5.1880-22.2.1975) studierte lehrte vornehmlich in Miinchen, bedeuten-
de Beitrége zur Theorie von Differentialgeichungen, Kettenbriichen und zur Analysis. Er
war dezidierter Gegner des Nationalsozialismus und versuchte in dieser Zeit nach Kréften
bei Berufungen, Habilitationen und Promotionen die wissenschaftliche Qualifikation als
wesenltiches Entscheidungskriterium zu erhalten
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gibt es eine Folge u,, € U mit u,(x) — U(z). Nun sei Br(z) CC 2 gewihlt
und U,, die harmonische Liftung von w, beziiglich Bg(x). Offenkundig ist
U, € U fir alle n und damit hat man auf Br(x) eine beschrinkte Folge
harmonischer Funktionen. Nach Satz 1.11.7 ist diese Folge fiir jedes p < R
auf Bgr(z) gleichgradig stetig und bei x = 0 konvergent. Nach dem Satz
von Arzela-Ascoli gibt es eine auf B,(z) konvergente Teilfolge U,,. Diese
konvergiert gegen eine auf B,(x) harmonische Funktion v. Es gilt v < U und
v(x) = U(x) (nach Konstruktion).

Wir zeigen nun v = U auf B,(x). Ist v(y) < U(y) fiir ein y € B,(x), dann
gibt es (wegen der Definition von U) ein v € U mit v(y) < u(y) < U(y).
Sei v, = max{u, Uy}. Mit der harmonischen Hebung Vj, von vy auf Bg(x)
bekommen wir eine Folge harmonischer Funktionen

U, <V, <U

mit V; — V und V ist harmonisch in B,(x). Also sind v < V' harmonisch
auf B,(z) und v(z) = V(). Dann ist aber v — V' < und harmonisch in
B,(z), also wegen des Maximimprinzips identisch 0. Dies widerspricht aber
der Definition von . N

Damit haben wir alle Vorbereitungen getroffen, um fiir stetige Funktionen
¢ : 00 — R Randwertprobleme der Form

Ay = 0
u =  auf 0Q

zu studieren.

Definition 1.11.9
Die oben im Satz 1.11.8 konstruierte harmonische Funktion heifit Perronsche
Losung des Randwertproblems

Ay = 0
u = @ auf dQ

Die Frage der Annahme der Randwerte auf 0f) ist dabei noch offen. Wir
werden sehen, dass es eine Frage der lokalen Geometrie des Randes ist, in
welcher Weise die Randwerte angenommen werden.
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Definition 1.11.10 B
Sei ) ein beschriinktes Gebiet, & € O). Dann heifit eine Funktion w € C°(Q)
Schranke oder Barriere bei &, falls

1. w superharmonisch auf € ist, und

2. w>0inQ\ {£} und w(¢) =0

gilt. Fine lokale Schranke bei £ ist eine Funktion, die auf einer Umgebung
B, (&) definiert ist, so dass die Bedingungen auf B,(§) N erfiillt sind.

Lemma 1.11.11
Die Existenz einer lokalen Schranke impliziert die Existenz einer Schranke.

Beweis. Klar! 0

Definition 1.11.12
Ein Randpunkt £ € 0X) heifit reguliir, falls es eine Schranke bei £ gibt.

Satz 1.11.13

Fiir die Perronsche Lésung u des obigen Randwertproblems gilt, dass u(z) —
(&) konvergiert (fiir x — &), falls £ reguldrer Punkt ist und ¢ bei £ stetig
ist.

Beweis. Sei ¢ > 0 gegeben und M = sup |p|. da & reguldrer Punkt ist,
existiert eine Schranke w. Dann gibt es ein § > 0, £ > 0 mit ||z — &|| < 0
impliziert |o(z) — ¢(§)| < € und kw(z) > 2M, falls ||z — || > J. Dann sind
Vo = p(§) + &+ w und v, = (§) — & — w super- bzw. subharmonisch und
>, bzw. < @ auf 9€). Dann hat man in )

Uy S U S Vo

oder
[u(z) — ()] < € + kw(z).
Da w(&) = 0 folgt der Satz unmittelbar. 0
Wir fassen die Resultate zum klassischen Dirichletproblem zusammen.

Satz 1.11.14
Das klassiche Dirichletproblem
Au = 0
u = @ aufdf
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ist fiir jede stetige Randfunktion ¢ genau dann Iésbar, falls jeder Randpunkt
regular ist.

Beweis. Die eine Richtung wurde gerade gezeigt.
Fiir die Umkehrung wéhlen wir die spezielle Randfunktion

p(z) = |z = £

Die zugehorige Losung des klassischen Dirichletproblems ist harmonisch, und
damit natiirlich eine Schranke. Damit ist £ regulér. U



