
Prof. Dr. Reiner Lauterbach WS2010/11
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Aufgabe 28 Wir betrachten die Abbildung

S : H1

0
((0, 1)) → R : u 7→

1
∫

0

(

(|u′(x)| − 1)2 + u2
)

dx.

Zeigen Sie: (a) S ≥ 0.
(b) Es gibt eine Folge {u

n
}

n∈N ⊂ H1

0
((0, 1)) mit lim

n→∞ S(u
n
) = 0.

(c) Es gibt kein u ∈ H1

0
(Ω) mit S(u) = 0.

Aufgabe 29 Es sei (X, 〈·, ·〉) ein Hilbertraum, M : X ×X → R sei bilinear mit
folgenden Eigenschaften

M(u, v) = M(v, u) ∀u, v ∈ X (Symmetrie) ,

∃C > 0 : M(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖ ∀u, v ∈ X (Stetigkeit)

∃c > 0 : M(u, u) ≥ c‖u‖2.

Zeigen Sie, dass für jede abgeschlossene und konvexe Teilmenge V ⊂ X und jede
beschränkte lineare Abbildung ℓ : X → R genau ein Element v ∈ V existiert,
welches das Funktional

J(u) = M(u, u) + ℓ(u)

auf V minimiert.

Aufgabe 30 Es sei Ω von der Klasse Cm und u ∈ Cm(Ω) mit

dα

dxα

u(x) = 0 ∀|α| ≤ m − 1, ∀x ∈ ∂Ω.

Zeigen Sie: u ∈ Hm

0
(Ω).

Aufgabe 31 Es sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet, G ⊂ O(n) die Untergruppe, mit

AΩ = Ω ∀A ∈ G.

Zeigen Sie: gilt für eine Randfunktion g : ∂Ω → R, dass g(Ax) = g(x) so hat jede
Lösung u des Problems ∆u = 0 in Ω und u = g auf ∂Ω die Invarianzeigenschaft

u(Ax) = u(x) ∀A ∈ G.

Hinweis: Ist Ihnen diese Aufgabe zu schwer, beschränken Sie sich auf die Aussage, für

radialsymmetrische Gebiete im R2 sind die harmonischen Funktionen mit radialsym-

metrischen Randwerten radialsymmetrisch.
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