Ziel:
Lu=f
L elliptisch, f € L? plus Randbedinun-

gen.
Gesucht in dieser Allgemeinheite H?.

lu=f <= Lu—f=0
— (Lu—f,0)=0 Vo e L*.

Erste Modifikation
Schwacher, hinreichend
(Lu — f,p) =0 Vo € C5°,

dennCge ist dicht in L.
Ist L in Divergenzform  Detalil: wie
erhalt man Divergenzform)

Lu = Z D; Z aiiju + bl
i ]
+ Z ciDiu + du
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so kann dies umgeschrieben werden zu
0= (Lu,p) ={fip)
= — y:<y: a”Dju + b'u, D;p)
L)

o= {f,9).

In dieser Formulierung treten nur noch
erste Ableitungen auf, also suchen wir
nun einu € H!. Integration der Rand-
werte in die Aufgabenstellungs u €
H;) (— Detail: wie behandelt man an-
dere Dirichletbedingungen)
Nun kann man in dieser letzten Form statt
p» € C8° auchv € H} einsetzen, d.h.
man erlalt

0= — S:(S: aiiju + blu, D;v)
i

+--- = (f,0),

furallev H& Damit definiert man eine
Bilinearform

By (u,v) = — S:(S: aiiju + blu, Djv)
i
+ -+ (du,v).
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Die zu losende Gleichung lautet nun
By (u,v) = (f,v)Vv € H&

wobei eine Funktionu € H} gesucht
wird. (Losung mit— Satz von Lax-Milgram)



Der Satz von Lax -Milgram:
Satz.Es selX ein Hilbertraum,B : X X
X — IR eine Bilinearform. IstB be-
schiankt und— koerziv, so gibt es zu
jedem besclankten linearen Funktional
r* € X*einy € X mit B(y,z) = 2™ (x).



Fur uns ist
X = H}
B die durch den elliptischen Operator ge-
gebene Bilinearform. Der Satz sagt nun,

dass zu jedem™ € X* einu € X exi-
stiert mit

B(u,v) = x*(v).

Beachte: Speziellez™ sind Abbildun-

gen
vi— (f,v).

Allgemein kann man dies so schreiben

es existiert eine Abbildung
K. X=X :2%—u.

Diese Abbildung ist linear und bes@mkt.

Beachte:Wir konnen nicht nur die spe-
ziellen rechten Seitem — (f,v) ein-
setzen, sondern beliebige Funktionale in
X* (Detaill — f + ). D;g", g c L?
(Vergleiche Ubungsaufgabd.? dicht in
(Hy)")

Beachte: Auch bei stark elliptischen,
gleichmallig elliptischen Operatoren mit
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(4.2.5) ist die zugeordnete Form i.a. nicht
koerziv. Daher: betrachté,u = Lu—o.
Fur hinreichend grol3esist die zugeord-
nete Form koerziv und der Satz von Lax-
Milgram anwendbar.

Zweite Modifikation

Lyu = Loyu + (09 — 0)u.
Unsere Gleichung lautet nun (etwas ab-

strahiert)

*k
Lou==x

oder
k

Lygu+ (0p —o)u==x
Schreiben wir
-1 1 1
LOQ : (H())* - HO
fur den vom Satz von Lax-Milgram defi-

nierten Losungsoperator, so erhalten wir
zumchst formal

—1 ~1
lu+ (0g — o) Lgyu = L,z
Nun ist aber: € Hi und nicht in(HJ)*,
1 —1
alsoL, u, sollte ersetzt werden durdh, v,
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wobeil : H} — (Hj)* die Einbettungs-
abbildung ist, wir erhalten also die Gleli-
chung

—1 -1,
u+ (o) — o)Ly lu= Ly x",

mit kompakteml dadurch hat man eine
Gleichung der Form

Mu + (og — o)Tu = LU;:E*
mit kompaktem!".



114 sT'ist also Fredholm-Operator vom
Index 0, d.h. die Dimension des Kernes
bestimmt die Kodimension des Bildes und
es gilt sogar, dasB(11+ s7T') abgeschlos-
sen ist Ubungsaufgabe), also

R(1 + sT) = (ker(1l + sT)*)*+

Kennen wirker(11 + s7T')*, so kbnnen wir
das gesamte Bild bestimmen, dies ist die
Aussage des letzten Satzes.



Satz

FuUr einen besclamkten linearen Opera-
torS: X — Y qilt

R(S) = ker(5*)*.
BEWEIS. R(S) C ker(S*)*:

Fur allez € X undy* € ker(S™) gilt
y*(Sx) = S™y"(x) = 0.

Also gilt die obenstehende Inklusion. Die
rechte Seite in dieser Inklusion ist abge-
schlossen, also ist der Abschluss der lin-
ken Seite immer noch in der rechten Sel-
te enthalten.

ker(S*)+ C R(S):
Man beachte, dass es zu jedgd R(S)
einy* € Y™ gibt, mit y* verschwindet
auf R(.S) undy*(y) = 1 (Satz von Hahn-
Banach). Dann ist aber jedes Element au-
RerhalbR(S) auch nicht irker(S*)* und
damitker(S*)- C R(S).
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