Kapitel 5

Par abolische Gleichungen

5.1 Analytische Halbgruppen

Definition 5.1.1 Eine Familie {T'(¢) | ¢ > 0} beschrankter linearer Operatoren auf
einem Banachraum X heif3t stark stetige Halbgruppe, falls gilt

(i) T(t+s)=T)T(s), t,s >0,

(i) T(0) =1,

(iii) fur jedes z € X istt +— T'(t)z stetig.
Definition 5.1.2 (i) D C X ist definiert durch

h—0

T — -
D= {xeX\ lim%exmtlert}.

(ii) Definiere fir x € D
Az — fim LWz =
h—0 h
A heiBt infinitesimaler Erzeuger der Halbgruppe T'(t).

(ili) Man sagt, A : X — X erzeugt eine stark stetige Halbgruppe, falls A mit dem
infinitesimalen Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe zusammenfalit.

Lemma 5.1.3 Sei {T(t)}:>o eine stark stetige Halbgruppe mit Erzeuger A. Ist z €
D(A),soqgiltT(t)z € D(A) furalle ¢ > 0 und man hat AT (t)x = T'(t)Ax.

Beweis: Istz € D(A), so gilt

T(t) . Y
4 >0 4 h—0
T(t)Ax AT (t)z.
Damitist 7'(t)z € D(A) und T'(t) Az = AT (t)x. [
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96 KAPITEL 5. PARABOLISCHE GLEICHUNGEN

Satz 5.1.4 Ist {T'(t) }+>o eine stark stetige Halbgruppe mit infinitesimalem Erzeuger
A, so gilt fur jedes z € D(A)

d
—T()z = AT(t)z = T(t) Aw.

Beweis: Nach Lemma 5.1.3 ist fir z € D(A) auch T'(t)xr € D(A) und es gilt
AT (t)x =T(t)Az. Istt > 0, h > 0 so folgt

. Tt+hx-THtx
M Ty

Definition 5.1.5 Eine stark stetige Halbgruppe {T'(¢)}+>o heifit analytische Halb-
gruppe, falls die Zuordnung ¢t — T'(¢)x fur alle z € X reell analytisch ist.

Definition 5.1.6 Ein linearer Operator A : X — X mit D(A) C X wird als vom
Typ (®, M), @ € (0,5), M > 0, bezeichnet, falls

(i) A abgeschlossen und D(A) dichtin X ist,

(ii) die Resolventenmenge von A
1 3
Se = {ze@ |z #0, §7r—<I> < arg(z) < §7r—|-(1>}

umfalit und fur alle A € Sy die Resolventenabschéatzung

IR, A)] < % (5.1.1)

gilt.

Der Operator A heifl3t sektoriell, falls es ein 7 € IR gibt, mit A — 71 ist vom Typ
(@, M).

Lemma 5.1.7 Es sei A abgeschlossen, u : [0,7) — X stetig, so daB u(s) € D(A)

Vs € [0,T) und s — Au(s) auf [0, T) stetig ist. Wir nehmen an, daB die uneigentli-
T T

T
chen Integrale [ u(s)ds, [ Au(s)ds existieren. Dann ist [ u(s)ds € D(A) und
0 0 0

A/u(s)ds: /Au(s)ds. (5.1.2)
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Beweis: Die Integrale von 0 bis 7 werden fur T < T mittels Riemann Summen
definiert. Aus der Abgeschlossenheit von A und der Tatsache, daR das Integral

T
/ s)ds (wegen der Stetigkeit von Au(s))
0

existiert folgt, dal f s)ds € D(A) und die obige Gleichung 5.1.2 mit T durch

T ersetzt gilt. Erneute Anwendung der Definition von Abgeschlossenheit liefert das
Ergebnis. 0

Satz 5.1.8 (Hille, Phillips, Yosida) Es sei A dicht definierter und abgeschlossener
linearer Operator. Dann gilt: A ist genau dann Erzeuger einer stark stetigen Halb-
gruppe, wenn es reelle Konstanten M, 8 > 0 gibt, so daf3

() {£€ R | > B} C R(A),

(i) fur alle n € IN gilt ||R(&, A)"|| < M(€ — B)™"
Beweis: ,,<" Fiir £ > 3 sind die Operatoren @, = —&£(1 — ER(&, A)) definiert und
beschréankt. Einsetzen in die Exponentialreihe ergibt

exp(tQ¢) = exp(— Z )"

n!

n=0

Damit hat man die Abschétzung

lexp(tQe)l < Mexp(~ z
ex

= M exp(—£t) exp(§ t( 8™
= Mexp(¢Bt(€—5)7)
< M exp(tw)

fur w > B und & genligend groR, da

EB(E—B) " =B(1—(B/6)")>B— Bfir3>0und & — oco.

Furz € D(A) und £ — oo gilt Q¢ — Ax:
wir betrachten

—R(§, A)Az = R(§, A)(E1 — A)z — ER(E, A)x = 2 — ER(E, A)z,  (5.1.3)
also gilt fir z € D(A)

IER(E, A)z — 2|l = |R(E, A)Az|| < M| As]|(§ — B)™" — 0fir§ — oo. (5.1.4)
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Da £R(&, A)x wegen (ii) fur & > & > [ gleichmaRig in & beschréankt ist, folgt aus
D(A) dichtin X und (R(&, A)z — z fur§ — coundz € D(A), daB ER(E, A)z —
x fur £ — oo Vo € X. Multipliziert man (5.1.3) mit —¢&, so hat man fir x € D(A)

Also gilt (mit (5.1.4))

lim Qer = lim {R(E, A)Ax = Ax.
E—o0 =00

(hier ist es wichtig, daB (5.1.4) fur alle z € X richtig ist, da i.a. Ax ¢ D(A)). Wir
definieren

Se(t) = exp(tQe).
Da die Resolventen an zwei verschiedenen Argumenten miteinander vertauschen,

haben wir Q:Q, = Q;Q¢ und damit auch QS¢(t) = Se(t)Q.. Von dieser Gleichung
ausgehend, konnen wir die Konvergenz der S¢(t) untersuchen. Fiir z € D(A) gilt

Set)e = Sc(t) = [ 51(5c(t ~ 9)Se()ads = [ (Sclt ~ )Se(6))(Qe ~ Qohads,

0 0

Sind nun £ und ¢ genuigend groR, so kdnnen wir ||S¢(t — s)Se(s)]| < M? exp(wt)
abschatzen und erhalten insgesamt:

1Se(t)x — Sc(t)zll < Mt]|(Q¢ — Q)| expliw) Vo € D(4).  (5.05)

Da Qcx — Ax fur z € D(A) und £ — oo konvergiert, wird die rechte Seite, fiir £, ¢
genugend grol3, beliebig klein. Wegen der Dichtheit von D(A) und der Beschrankt-
heit von Se(t) — S¢(t) existiert der Grenzwert limg ¢, ||Se(t)z — S¢(t)z|| = 0 fur
allexr € X.

Deshalb existiert der Grenzwert lim,_, o, Se(t) = S(¢).

Offensichtlich hat man die Abschétzung ||S(¢)|| < M exp(wt). Wegen (5.1.5) hat
man fir z € D(A) eine gleichméBige Konvergenz der S¢(.)x gegen S(.)z auf be-
schréankten Intervallen. GleichmaRige Beschranktheit der S, auf beschrénkten Inter-
vallen und Dichtheit von D(A) ermdglicht es, diese GleichmaRigkeit fir alle z € X
zu zeigen:

seienz € X, I C IR, eine beschrankte Teilmenge und £ > 0 vorgegeben. Wir finden
y € D(A) mit ||z — y|| < 6 = 3eM exp(—wT), T = sup I. Sei t € I, dann gilt

[S(t)z — Se()z|| < IS@E)z — SOyl + [1S(E)y — Se@yll + [Se(t)y — Se(t)x|]
< OMexp(wT) + § + 6 M exp(wT)
< ¢

solange nur & > £(4,y), das so gewahlt wird, daf® der mittlere Ausdruck < § wird.

Die Halbgruppeneigenschaft von S(t) folgt sofort aus der fiir S¢(t). Es folgt daher,
daR S(t) eine stark stetige Halbgruppe ist. Zu zeigen bleibt, daR ihr Erzeuger A mit
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A zusammenfallt.

1. Schritt: A D A.
t

Seiz € X und ¢ > 0. Dann gilt S¢(t)z — 2 = [ LS¢(s)ads = fo $)Qexds. Fur
0

z € D(A)und 0 < s < tgilt

15e(s)Qex — S(s)Az|| < [|Se(s)Qex — Se(s)Aw|| + [|Se(s) Az — S(s) Az]
15e(s)I[[|Qew — Azl + [(Se(s) — S(s)) Azl
M exp(wt)[|Qex — Az[| + [[(Se(s) — S(s))|[[[Az]]

Deshalb konvergiert der Integrand fiir z € D(A) gleichmé&Rig gegen S(¢) A. Also hat
man

<
<

t
St)yr —z = /S(S)Aajds solange nur x € D(A) .
0
Es folgt (Division durch ¢, t — 0) A D A.

2. Schritt: A = A.
Ist R(A) N R(A) # 0, so hat man fiir ein z € R(A) N R(A), daR
(21 — A)D(A) = (21 — A)D(A) = X und (21 — A)D(A) = X.
Wegen der Injektivitdt von (211 — A) und der schon gezeigten Beziehung
D(A) D D(A)

folgt die Gleichheit beider Mengen. Um ein gemeinsames Element beider Resolven-
tenmengen zu finden, zeigen wir, daf gentigend groRe reelle Zahlen in R(A) liegen.
Sei A > wund

RO\ = / exp(—\)S()adt, z € X. (5.1.6)
0

Wegen des Wachstums von ||.S(¢)|| ist dieses Integral konvergent und definiert einen

beschréankten linearen Operator. Man betrachte fur
Aet = %

den Ausdruck
S(E)R(N)x — R(\)x
£

_ / exp(—M)S(t + E)zdt — £ / exp(—M)S() 2 dt

ARNz =

o0

- [ s [59]

t) z dt.
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Mit & — 0 konvergiert die linke Seite gegen AR(\)x, die rechte gegen AR(\)z —
x. Also ist
R(\)z € D(A) und (M1 — A)R(\)z =z Vx € X.

Es gilt dann

AR(\)x = Z/exp(—)\t)S(t)xdt = /exp(—)\t)S(t)Za:dt = R(\)Ax.

Fir z € D(A) gilt dann R(A)(A1 — A)z = x. Daher ist R()) die Inverse von
(A1 — A). Wir haben also gezeigt, daB die Bedingung aus dem Satz hinreichend ist.

=" Sei T'(t) eine entsprechende Halbgruppe. Wegen der Halbgruppeneigenschaft
ist die Funktion

g(t) = log([T(#)])

subadditiv. Sei ¢ty € (0, 00) fest. Dann kann jedes ¢ € R, in der Form ¢ = nty + s
mitn € IN und 0 < s < t, geschrieben werden. Damit gilt

g(s)  g(to)

t t
g()Sng(o)+ — firt — oo.
t t t to

Daher existierten M, ~ > 0 mit
[T < M exp(t).

Die obige Rechnung zeigt, da
R\ A)x = /exp(—/\t)T(t)acdt.
0

Die Resolventengleichung lautet: R(A\, A) — R(u, A) = (. — A)R(A, A)R(p, A).
Deshalb kann man R(), A) nach A differenzieren und erhélt

d
Z RO\ A) = —R()\, A2
RO\ A) = —R(\, 4)

Induktion ergibt

d’n

WR(A,A) = (=1)"n!R(\, A)" 1.
Nun kann man die Ableitung von R(A, A) mittels der Definition (5.1.6) ausrechnen
und in die eben erhaltene Gleichung einsetzen. Man hat dann

R\, A" = TS / exp(—=At)t" 1T (t)dt.
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Ubergang zur Norm liefert:

M7 M
R\, A" < /t”‘lexp—/\—'ytdt: .
IRG. A < 7 =5y (- = )t = =
Damit ist die Bedingung aus dem Satz nachgewiesen. [l

Ein entsprechender Satz gilt auch fir analytische Halbgruppen.

Satz 5.1.9 Ist A sektoriell, so erzeugt (—A) eine analytische Halbgruppe {7'(¢) } +>0
und es gilt:

(i) AT(¢t), LT (t) sind fur ¢ > 0 beschrankte lineare Operatoren mit
d
%T(t)x =—-AT(t)x Yz € X, t > 0.

(if) T 1aRt sich zu einer analytischen Funktion fortsetzen, die auf einem Sektor
S ={z¢€ C||argz| < ¢} definiertist, und der die positive reelle Halbachse
umfalt. Dort gilt die Halbgruppeneigenschatft.

(i) Es existiert ein a € IR, so daR fur alle t € S gilt ||T'(¢)|| < Cexp(—at) und
AT @) < € exp(~at).
Bemerkung 5.1.10 Die Umkehrung ist auch richtig, d.h. ist A Erzeuger einer ana-
lytischen Halbgruppe, so ist — A sektoriell.

Beweis: O.B.d.A. sei 7 = 0. Andernfalls betrachten wir A, = A — 71. Dann genigt
Ay den Voraussetzungen und erzeugt eine Halbgruppe Ty (), wie gleich gezeigt wer-
den wird. Dann hat die Halbgruppe 7'(t) = exp(—7t)Sy(t) die behaupteten Eigen-
schaften.

Sei also A vom Typ (M, ®). In der Resolventenmenge von — A definieren wir
folgendermalen eine Kurve T':

T
den Kreisbogen {exp(id) | — ¢ < ¢ < ¢} 5 < by < = + P,

2
wobei & der Winkel aus der Definition des Operators vom Typ (®, M) ist.
Wir wollen annehmen, dal3 fur ein gentigend Kleines £ > 0 sogar gilt, dal’ ¢y >
5 + ® — . Die GroBe dieser Zahl ist nur fir die GroRe des Sektors wichtig auf dem
die Holomorphie von T'(t) gezeigt werden kann.
Wir definieren fir ¢ mit | argt| < & — &,

die beiden Strahlen {r exp(+igo) | 1 < r < oo} } m

1
T(t)x = o R(A\, —A) exp(At)x dA.
r

Wir werden alternativ firr 7'(¢) auch e=4* oder exp(—At) schreiben. Die Recht-
fertigung dieser Notation ergibt sich aus den Eigenschaften der Halbgruppe.
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Als erstes gilt es, die Existenz dieses Integrals zu zeigen. Dabei sei die Orien-
tierung von I' so festgelegt, da® o(—A) zur Linken liegt. Der Integrand ist eine
stetige Funktion C — B(X), wobei B(X) die Banach-Algebra der beschrankten
linearen Operatoren auf X ist. Deshalb existiert fiir jedes n € IN das Integral ber
I, =Tn{z € C | |z| < n}. Wegen der Abschétzung fur die Resolvente existiert das
Integral Uber I" und stellt einen beschrénkten linearen Operator dar. Nun sei I'y eine
Kurve, die aus I' durch Translation nach rechts um ein ¢ > 0 entsteht, so daf} das
obige uneigentliche Integral langs I'y existiert. Um einen Schnitt der beiden Kurven
zu verhindern, kann man den Radius des Kreisbogens um die Null etwas vergroRern.
Sei f € X* ein stetiges lineares Funktional, dann ist

F(R(A, —A) exp(At)z)

holomorph in A. Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt, daf3

Qm/f (A, —A) exp(At)z) 27?2/f A) exp(N't)z)dN.

Dies gilt fur jedes f € X* und jedes x € X. Daher sind die mittels I" bzw. T’
definierten Operatoren gleich. Deshalb kann man zum Nachweis der Halbgruppenei-
genschaft folgendermalien vorgehen:

exp(—tA) exp(—sA) = (2%)2 / / RO\ —A)R(N, — A) exp(M + Xs)dNdA.

Mit der Resolventengleichung (s. S. Beweis des Hille-Phillips-Yosida Satzes) erhalt
man (man beachte, dal’ fir A € T'und X' € T’y immer A # X gilt)

T)T(s) = (%) / / (RO\ —A) = ROV, —A)) (N = N~ exp(M + N's)dNd.

Nun wendet man den Cauchyschen Integralsatz erneut an und erhalt, dal
/exp()\t)(/\' —A) tda =0 fur \ e T,.
To
Mit dem Residuensatz (oder durch explizites Ausrechnen) findet man
/exp()\'s)()\' — A)tdXN = 2miexp(As) fir A € T.
To
Zusammen genommen ergibt dies

exp(—tA) exp(—sA) = 23” /exp(/\(t + 8))R(\, —A)d\ = exp(—(t + s) A).
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Aufgrund der Abschéatzung fiir die Resolvente eines sektoriellen Operators erhélt

man
A

2’ [A[
Wir modifizieren die Kurve I' durch I = {|¢t|A | A € ['}. Wegen des Cauchy-
schen Integralsatzes stimmen die obigen Integrale tber I' und T iberein. Also gilt

(N = [t|A, t = |t|exp(id), v = exp(ip))

|IR(—,—A)| < |t| fallst Z0und A € T.

N dN\
eXp()‘l )R(_a _A)W

exp(—tA) = %/GXP(AVHD( (A, —A)dA = 211 |t|

T

Wir setzen die zuvor hergeleitete Abschatzung fur R(2-, —A) hier ein:

it
Jexp(—ta)]| < 1 [ Jexp(x9) 757 < Calo)

Betrachtet man A+ <1 fur kleines e erhélt man das exponentielle Verhalten. Da A ab-
geschlossen ist, kann man A in das Integral Uber I" hineinziehen (ein ahnliches Argu-
ment hatten wir schon mehrfach). Daher haben wir einen Ausdruck fur A exp(—At)
durch

1 N dX
A —At) = — NYAR(—,—A)—.
exp(—at) = 5 [ exp(4) ARG~
r
Um die Konvergenz dieses Integrals zu zeigen, schreibt man
! !
A=A+ — A 1) — i]1.
2] I
Einsetzen ergibt fir die Norm
C
| 4exp(—An)| < -
namlich:
1 AN dN
A —At) = — NY)(A = =R(—,—A))—
exp(=at) = 5 [ exp(7) (1= % R( ~A) T

r
und der Ubergang zur Norm ergibt

dX

Aexp(-A0 < [ Jexpl)l(1+ 2%

T

Aus der Integraldarstellung fur die Halbgruppe exp(—tA) folgt unmittelbar die kom-
plexe Differenzierbarkeit, da die Exponentialfunktion komplex differenzierbar ist
und der abgeleitete Integrand gleichméalRig konvergiert. Es ergibt sich unmittelbar

d 1

L exp(—tA) = — _A .

o exp(—tA) QWi//\R(/\’ ) exp(At)dA
T
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Nunist AR(\, —A) = (A+A— A)R(), —A) = 1— AR(), A) und [ exp(At)dA = 0.
T

Also hat man

d 1
7 exp(—tA) = ~ 9z AR(XA, —A) exp(At)dA.
T

Die Abgeschlossenheit von A erlaubt uns A herauszuziehen und wir erhalten

%exp(—tA) = —Aexp(—tA).

Fir z € D(A) erhélt man in gleicher Weise:

d 1
%exp(—tA)x = —5= AR(\, —A) exp(At)zdA
T
= — L [ RO —A) exp(M) (—A) zdA
2mi

r

= exp(—tA)(—A)z.

Um lim; g exp(—tA)z = z fir alle z € X nachzuweisen, nutzen wir wieder den
Cauchyschen Integralsatz (I" umschlief3t 0):

1 1
exp(—tA)xr —xz = 9 exp(At)(R(\, —A)x — Xa:)d)\.
T

Wegen der obigen Gleichung AR(\, —A) = (A+A1—A)R(\, —A) = 1-AR()\, —A)
ergibt sich fur z € D(A)

exp(—tA)x —z = —i,/exp()\t)R()\, —A)Aa:ld)\.
2 A
T

Damit bekommen fir z € D(A)

1

apdAlAall

lexp(~tA)s —afl < - / exp(At) M

T

Mit der Substitution A\t = \' wird dies zu

1 1

exp(—tA)z — 2| < %/exp(/\')M‘)\,|2td/\'||A:n|| L 0firt — 0.
FI

Da D(A) C X dicht liegt, folgt die Behauptung fiir jedes z € X durch Approxima-

tion und aus der Tatsache, daf exp(—tA) beschrénkt ist. Als letzten Schritt missen

wir zeigen, dal —A der infinitesimale Erzeuger von exp(—tA) ist. Dieser Beweis
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wird wieder in zwei Schritten erbracht. Der zweite ist dabei identisch mit dem zwei-
ten Schritt im entsprechenden Teil des Beweises des Hille-Phillips-Yosida Theorems.
Der erste ist etwas einfacher:

t

—tA)x — 1
exp( tt )Tz _ - /exp(_q—A)dTAx — — Az firt \, 0.

0

5.2 Eigenschaften elliptischer Operatoren

Zur Erinnerung: Hat ein Operator A eine kompakte Resolvente, so gilt fir alle p €
P(A) (A— pl)~! ist kompakt. Dies folgt aus der sogenannten Resolventengleichung

R(A, A) — R(A2, A) = (A — A2)R(A1, A)R(Ag, A).

Bemerkung 5.2.1 Im Folgenden bendtigen wir Aussagen tiber Eigenschaften von el-
liptischen Operatoren der Form (L — o1) fiir o € C. Daher missen wir die Operato-
ren auf komplexwertige Funktionen anwenden. Dies ist natiirlich einfach, indem man
die Operatoren getrennt auf Real- und Imaginarteil anwendet. Dann liegt es aber
auch nahe, Operatoren mit komplexwertigen Koeffizienten zu betrachten. In diesem
Fall definieren wir Elliptizitat als

Re(A¢,€) > Al€]I*

und erkennen, dal Elliptizitat wiederum die Koerzivitat der zugeordneten Bilinear-
form fur einen Operator der Form (L + o1, o reell und geniigend groR, zur Fol-
ge hat. Da der Satz von Lax-Milgram nicht die Realitat des Raumes gebraucht hat,
folgt dann die Existenztheorie in der gleichen Weise. Auch bei der Regularitatstheorie
brauchten wir nie explizit die Tatsache, dal die Funktionen reell sind. Daher gelten
die gleichen Aussagen auch fiir elliptische Operatoren mit komplexen Koeffizienten
und angewendet auf komplexwertige Funktionen.

Satz 5.2.2 Ist L stark elliptisch mit gleichméaRig Lipschitz-stetigen Koeffizienten ¥/, b*
und wesentlich beschrénkten Koeffizienten ¢*, d, so ist L als Operator von L%(Q) —
L?(2) dicht definiert, abgeschlossen und hat kompakte Resolvente.

Beweis. Der Definitionshereich D(L) von L ist gegeben durch D(L) = H?*(Q2) N
H}(2) und ist damit dicht in L?(Q2). Es sei {us}eew eine Folge in D(L), welche
beziiglich der L>-Norm gegen u € L?(2) konvergiere. Gleichzeitig sei v, = Lu, —
v im Sinne der L?(Q)-Norm konvergent. Da

e = um |5y < C (Ilve — vmllz20) + llte — Umllz2(0)) 5

folgt die Konvergenz der Folge in H?(Q)NH; (). Alsoistu € D(L). Wére Lu # v,
so gébe es eine Nullfolge {uy — u} e, S0 dal L(u —ug) — v — Lu # 0 konvergiert.
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Dies widerspricht der apriori—-Abschatzung. Wir haben bereits gesehen, dal} L, fir
genuigend grolles o € IR eine kompakte Resolvente hat. [l

Wir kommen nun zu einer Resolventenabschidtzung, welche von grol3er weiterer
Bedeutung sein wird.

Satz 5.2.3 Essei {2 C R™ ein beschrénktes Gebiet mit 92 € C?™. Ferner sei L stark
elliptisch mit ™ € C (). Dann gibt es zu jedem & > 0 positive Konstanten C, Ao, S0
daB fir u € H*(Q) N H; () gilt

Allullza@y + A2 ullSy + ullys < (L + Nullzzg (5.2.7)
firalle A € Cmit —7 4+ ¢ < arg(A) < § — ¢, [A]| > A,.
Beweis. Setze
82

Lo=L-e?2 - Ti.<p<l_
0 “ o 2+ 7 &

Dann ist L elliptisch, Ly ist sogar auf jedem Zylinder
Qr=Qx{t|[t| <T}

stark elliptisch. Da 62 von der Klasse C? ist, gibt es ein Gebiet Q* mit Q, C Q* C Q4
mit Rand von der Klasse C2. Sei

Setze .
v(r,t) = u(z)e™((t) € H*(Q*) N Hy ()

fur alle 4 € R. Aufgrund der apriori Abschétzung, angewendet fiir den Operator L,
erhélt man

[vllz> < CUILovllz2r) + llvllz2r))-

Daraus folgt dann
lue™||2% < CllLu + p*eul| 2y + clulllullz2() + cllull 2o

Da
(e 33" = 22 32 1D
o/ <j
erhdlt man aus der vorigen Abschatzung fur || > po, o gentigend groR, das Resultat
mit A = p2e'. O

Satz 5.2.4 Essei Q2 C IR™ beschrankt, 99 € C?, L stark elliptisch und ¢ € C(9).
Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 Zahlen C, Ay > 0, so daB fir u € H%(Q) N H} () die
Ungleichung (5.1.7) fir —m + ¢ < arg(A) <7 —eund |A| > A, erfulltist.

Beweis. Betrachte den elliptischen Operator e** L und wende den vorigen Satz an.

O
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Satz 5.2.5 Es sei {2 C IR™ beschrankt, 92 von der Klasse C?, L stark elliptisch auf
Q mit Koeffizienten a¥ € C%(Q), b* € C(Q). Dann existieren k,C' > 0, so daR die
Resolventenabschéatzung

C
L-D) <
(=2 < 5y
fur alle A mit
AE{ZGC|g§arg()\+k)§;7r}
gilt.

Beweis. Es ist klar, daf8 im Bereich I + ¢ < arg(\) < 27 — ¢ fiir betragsmaRig
genugend groRes A die Resolvente existiert und eine entsprechende Abschétzung gilt.
Die Aussage folgt nun, wenn wir die folgenden Schritte beweisen:

(i) Furu € D(L), 7 € Rqilt

|ILu + (o0 + i7)ul|ie > c|7|||ulm-

(if) Gilt die Aussage des Satzes fiir arg A = 6, So existiert ein § > 0, so daB die
Aussage flr | arg A — 0y| < 4 richtig ist.

(iii) Sei D C C ein Gebiet, A ein abgeschlossener linearer Operator auf einem
Banachraum X und ¢ > 0 eine Konstante, so dal fiir alle A € D gilt

[Au = Aullx > c|z]|x,
dann ist entweder D N P(A) = ( oder D C P(A).

Wir zeigen den ersten Schritt. Es gilt

Re({(L + (00 +i7))u, u)) > oollulliy + colllullis)* = kollulli, = co((lul

?,2)27
falls wir oy = ko wahlen. AuBerdem gilt (Lu, u) < C(||ul|?,)?. Damit folgt
: C : 2
Im({(L + (00 + i7))u, u)) + —Re({(L + (00 +i7))u, u)) > cl7||[ulliz-
0

Insbesondere folgt hieraus die Behauptung (i). Die beiden restlichen Behauptungen
sind einfach (?!). Damit ist der Satz bewiesen. a

5.3 Das Cauchy—Problem

Fur zwei Klassen von abgeschlossenen, linearen Operatoren auf einem Banachraum
X hatten wir die Losbarkeit der linearen Differentialgleichung

dz

i —Az, 2(0) =z,
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untersucht. Nun wollen wir die Gleichung

dz
—=—Av+ f(t), z(0) = z (5.3.8)

fur eine geeignete Funkton f : IR, — X betrachten. Dies ist naturlich ein erster
Schritt zur Untersuchung des Anfangswertproblemes fiir nichtlineare Gleichungen.
Eine wesentliche Rolle spielt dabei die Formel der Variation der Konstanten. Dazu
sei T'(t) eine Halbgruppe linearer Operatoren mit infinitesimalem Erzeuger — A. Wir
wollen der Frage nachgehen, ob die durch die nachstehende Gleichung definierte
Abbildung z(-) : R, — X eine Losung von (5.3.9) darstellt:

t

2(8) = T(t)m + / T(t — 5)f(s)ds. (5.3.9)

0

Geht man von einer stark stetigen Halbgruppe 7°(¢) aus, und nimmt man an, dal z(-)
die Gleichung (5.3.9) 16st, so ergibt sich fiir die Ableitung von T'(t — s)z(s) nach s:

%T(t —s)x(s) = AT(t — s)z(s) — AT(t — s)z(s) + T(t — s)f(s). (5.3.10)

Integration dieser Gleichung zwischen 0 und ¢ ergibt Gleichung (5.3.10). Damit
ist (5.3.10) notwendig fir eine Losung von (5.3.9). Wir wollen noch zeigen, daf3
(5.3.10) auch eine solche Losung definiert. Dazu ein Lemma.

Lemma 5.3.1 Sei T'(t) eine stark stetige Halbgruppe mit infinitesimalem Erzeuger
(—A) und entweder x € D(A) oder A sektoriell. Dann gelten die folgenden Aussa-
gen:

(i)

A / T(s)wds = (T(r) = T())z fir 0 <r <t

(i)

¢
A/T(t—s)xds:(]l—T(t—?“))achrOgrgt.

Inshesondere sind die Integrale in D(A).

Beweis: Die Tatsache, daB die Integrale in D(A) sind folgt aus der Abgeschlossen-
heit von A durch den schon 0Ofters gezeigten StandardschluR. Dann zieht man den
Operator unter das jeweilige Integral und die Aussage folgt sofort. 0

Satz 5.3.2 (i) Sei (—A) Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe 7'(¢) und sei
f : Ry — X stetig differenzierbar. Dann ist fur jedes z, € D(A) die durch
(5.3.10) gegebene Abbildung = : R, — X stetig differenzierbar und 16st
(5.3.9).
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(i) Ist A sektoriell und f : R, — X Holder-stetig mit Exponenten x < 1, so l0st
die fir zy € X durch (5.3.10) gegebene Abbildung die Gleichung (5.3.9). Die
Abbildung z(-) ist stetig auf IR ;. und stetig differenzierbar auf R, \ {0}.

Bemerkung 5.3.3 Der Existenzsatz von Peano, welcher fuir gewohnliche Differenti-
algleichungen die Losbarkeit bei stetigen rechten Seiten garantiert, ist in Banachraum-
en, selbst bei stetigem A nicht glltig.

Beweis: (i) Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (5.3.10) erfullt die
homogene Differentialgleichung und nimmt fir zo € D(A) den Anfangswert an.
Daher reicht es, zu zeigen, daB der zweite Term

t

o(t) = /T(t _ ) f(s)ds

0
fir t — 0 verschwindet und bei ¢ die Ableitung (—A)v(t) + f(¢) besitzt. Es gilt

t

o(t) = / T(t — 5)f(s)ds

0

= /tT(t—s) (f(O)-I—/Sf'(?“)ds) ds

0

_ (jT(ts)ds) f(0)+/tT(t—s)/Sf'(r)drds

0 0

— (/tT(t— s)ds) f(0) +/t (/t T(t— s)ds) f'(r)dr.

0 0 r

Damit folgt aus Lemma 5.3.1, dal v(¢) € D(A) und

Avlt) = (@=TO)0)+ [ (1=T(t =) frir
— 10 -TW0) - [ 1= nfe)r

Durch Substitution ergibt sich v(¢) = [ T'(s) f(t — s)ds und somit

o &
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Vergleicht man die beiden letzten Resultate, so erhédlt man v'(t) = (= A)v(t) + f(¢).
Da [’ stetig ist, folgt sofort, dal3 v stetig differenzierbar ist. Aus dem Beweis vom Satz
von Hille Phillips Yosida ergibt sich eine exponentielle Schranke fur das Wachstum
der Halbgruppe: T'(t) < M exp(wt). Daher konvergiert fiir ¢ — 0 auch v(¢) — 0,
denn

lo(@) < 2Mtsup{[[f(#)| [0 <t <t} =0

fur t — 0 und ein ¢, gentigend klein.

(ii) Der Beweis dieses Teils ist nahezu identisch mit dem ersten Teil, insbesondere
definieren wir die Funktion v wie gehabt. Wie eben reicht es zu zeigen, daf v(0) = 0
ist und v die Differentialgleichung erfiillt. Durch Einschieben eines Terms ergibt sich
aus

die Gleichung

o(t) = /T(t S () — F)dr + /T(t ) f(2).

Eine erneute Anwendung von Lemma 5.3.1 ergibt v € D(A) und

Av(t) = A/T(t —7r)(f(r)— f(t)dr + (A —=T())f(2). (5.3.11)

Fur den Integranden ergibt sich aus der Holder-Stetigkeit von f die Abschatzung
JAT(t = r)(f(r) = FO) < C(t =) Ci(t — 1)~

Damit existiert dieses Integral und Aw(t) besitzt die Darstellung (5.3.12). Wir bendti-
gen diese, um zu beweisen, dall Av(t) stetig ist, was wir jetzt tun wollen.
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Stetigkeit von Av(t):
Der zweite Term in Gleichung (5.3.12) ist offenkundig stetig. Der erste Term werde
mit w(t) bezeichnet, also

t

w()) =4 [ 7(t-r)(F0) - F®)ir

0

Wir schreiben w(t + h) — w(t) = wy + we + w3 Mit

w, = A/ (t+h—1) = T(t =) (F(r) = F(1))dr

wy = A/(T(t+h—r))(f(t)—f(t+h))dr

t+h

wy = A/(T(t—i—h—r))(f(r)—f(t-i—h))dr.

t

Alle drei Ausdriicke werden unter Ausnutzung der Holder-Stetigkeit leicht ab-
geschatzt:

Jwn]] < /I|A E+h—r)=TE=m)If(r) = f@)lldr

s+h
_ / A / T'(n)dn|| || £(t — ) — F(t)|lds
Ot Ss—i—h
< [ A%|| | T(n)dn| s"ds
[+]
<

t s—|—hC
/(/ 772dn> s"ds
0

s
t

< C’h/(s+h) Ls~1trds
0
< ChF(0<k<k<l).

Fir w, erhdlt man
||we|| < C h".
Ahnlich geht es mit ws:

t+h

/ AT+ =LA - @+ )l

IN

[[ws]l

t+h

o [wrnry s

t

IN

o Y 1 K




112 KAPITEL 5. PARABOLISCHE GLEICHUNGEN

Zuriick zum eigentlichen Beweisgang: wir berechnen die rechtsseitige Ableitung
Du(t) als Grenzwert ’1113(1) =Y (v(t + h) — v(t)) = —Av(t) + f(t) (??!). Dies ist
stetig, man uberlegt sich leicht, dall daher v' existiert und gleich D*v ist. Daher ist
der Satz gezeigt. [l

Wir bendtigen noch eine weitere Abschwéchung der Voraussetzung. Wir wollen
die Holder-Stetigkeit von f nur im Bereich positiver ¢ verlangen, die Regularitét bei
0 wird durch die Existenz eines uneigentlichen Integrals ersetzt.

Satz 5.3.4 Ist f : (0,T) — X Holder-stetig und existiert fir ein » > 0 das uneigent-

liche Integral
J1r)as,
0

so hat das Problem (5.3.9) eine eindeutige Losung, die durch (5.3.10) gegeben ist.
Beweis: Wir definieren v(¢) wie zuvor. Dies hat dann die folgenden Eigenschaften:
(i) v iststetig auf [0, 7)),
(i) v ist stetig differenzierbar auf (0, 7),
(iii) &+ Av = f,
(iv) v(t) = 0flrt — 0.

Zum Beweis dieser Eigenschaften definieren wir fiir ein p € (0, r) die Funktion v,(t)
durch
t—p
o(t) = / exp(—A(t — 5)) f(s)dsfir p<t < T
0
v(t) = 0furo<t<np.
Wir setzen, um notationstechnische Probleme zu vermeiden, f(s) = 0 fiir s < 0.
Offensichtlich konvergiert fur p — 0 v, gleichméBig auf Kompakta [0, ¢,] C [0,T)
gegen v:

t
l0,(8) = v(®)]| < / [ exp(=(t — s) Al 1/ (s)llds — 0 gleichmaRig auf [0, Z].
t—p
Gleichermalen ist die Stetigkeit von v, klar: fur die Differenz v, (¢t + h) — v(t) ergibt
sich

t+h—p t—p
vp(t+h) —v,(t) = / e Hh=9A4£(5)ds — / e =94 f(s)ds
0 0
t—p t+h—p

= (e_hA—]l)/e_(t_s)Af(s)ds+ / e Hh=941(5)ds.

0 t—p
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Fir h — 0 konvergieren beide Ausdriicke gegen 0. Daher ist v(¢) auf [0,7T") stetig
i

und flo(t)|| < [ lle=®=94| || f(s)||ds — 0 mit ¢ — 0. Damit sind die Punkte (i), (iv)

0
gezeigt. Als néchstes wollen wir zeigen, dal () € D(A) ist. Wir beginnen wieder
mit v, (t). Fir jedes s € (0,¢) iste=(=*)4 f(s) € D(A). Dieser Ausdruck ist auf dem
angegebenen Intervall stetig in s. Wir wenden A darauf an und fragen wieder nach
Stetigkeit. Wir erhalten

Ae™ AL (51 h)—Ae™ A f(s5) = (e MA-T) Ae DA f (s+h)+AeCIA(f(s+h)— f(s)).

Unter Ausnutzung der Holder-Stetigkeit auf (0, 7") wird die Norm dieses Ausdrucks
klein. Damit folgt aus Lemma 5.1.7, daB v,(t) € D(A) istund Awv,(t) durch

~~

—p

Av,(t) = | Ae= =4 f(s)ds

o\

gegeben ist. Dies wird zu

t—p

Avy(t) = / A A(F(s) — F(1) + £(1))ds

0

g—p t—p

= / Ae=EDA(F(s) — f(t))ds + / Ae= =94 £ (1) ds
0
t—p

Ae”UA(f(s) = f(8))ds + (e —e ) f(1).

Il
o\

Damit kann der Grenziibergang p — 0 durchgefiihrt werden und man erhélt

t

lim Au, () = / Ae=0-94 (F(s) = £(8) ds + (1 — e £(2).

p—0
0

Wegen der Abgeschlossenheit von A ist v(t) € D(A) und Av(t) durch den ange-
gebenen Ausdruck gegeben. Eine einfache Rechnung ergibt, da Av, auf Kompakta
gleichméRig konvergiert.

Fur ¢ > pistv,(t) differenzierbar und fiir die zeitliche Ableitung ergibt sich

—Av, + e f(t — p).

Fir p — 0 ergibt sich die angegebene Behautung. [l
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5.4 Lineare parabolische Gleichungen

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir formal allgemeine lineare parabolische Glei-
chungen zweiter Ordnung definieren und sehen, wie die abstrakte Losung des Cauchy—
Problems zum Nachweis von Existenz und Glattheit der Losungen linearer paraboli-
scher Gleichungen herangezogen werden kann.

Definition 5.4.1 Es sei €2 C R™ ein Gebiet und 7" > 0. Der parabolische Zylinder
uber 2 der Hohe T ist gegeben durch Q7 = Q2 x (0,T).

Definition 5.4.2 Essei L(z, t) ein linearer Differentialoperator zweiter Ordnung auf
einem Gebiet 2. Der Differentialoperator

Pu=—+1L
U En + Lu
auf 2 x R, heilt parabolisch, falls fur jedes (z,t) € Q x (0,7) der Operator
L(z,t) elliptisch ist, wobei die Elliptizitatskonstanten von ¢, z abhéngen durfen. Ent-
sprechend nennt man P stark parabolisch, bzw. gleichmaRig parabolisch, falls L die
entsprechenden Eigenschaften besitzt.

Definition 5.4.3 Ein lineares parabolischen Anfangsrandwertproblem besteht aus
einer Differentialgleichung
Pu = finQr, (5.4.12)

einer Randbedingung
Bu=¢ auf Sp = 0Qr N {T >1> 0}, (5413)

wobei ¢ eine gegebene Funktion und B i.a. ein Differentialoperator ist, und schliel3-
lich aus einem Anfangswert

u(z,0) = ug(x) in . (5.4.14)

Definition 5.4.4 Eine stetige Funktion u : © x [0, 7] — IR heift klassische Ldsung
der Anfangsrandwertaufgabe (5.6.16), (5.6.17), (5.6.18), falls die Ableitungen %,
D;;u existieren und auf Q7 U € stetig sind und die Gleichungen (5.6.16),(5.6.17),
(5.6.18) erfiillt sind.

Im folgenden nehmen wir der Einfachheit halber an, da3 L nicht von ¢ abhdngt. Ist
A der L zugeordnete Operator H%(Q2) N Hy(2) — L*(Q2), so ist dieser sektoriell,
falls Q beschrankt ist, L stark elliptisch ist mit Koeffizienten @'/ welche auf ) stetig
differenzierbar sind, und die Koeffizienten b° auf Q2 stetig sind. Mit D(A) = H%(Q)N
H} () wird (—A) zum Erzeuger einer analytischen Halbgruppe. Da die Lésung fiir
t > 0in D(A™) fur alle m ist, folgt die klassische Losbarkeit. Wir haben also gezeigt:

Satz 5.4.5 Es sei P ein parabolischer Differentialoperator, der nicht von ¢ abhangt,
mit glatten Koeffizienten a%/, b?, dessen elliptischer Anteil stark elliptisch sei. Dann
hat das Anfangsrandwertproblem eine eindeutige klassische Ldsung.
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5.5 Raume gebrochener Exponenten

Essei H = {z € C | Rez > 0},undfiireinereelle Zahl §sei Hs = {z € C | z — ) € H}.
Wir erinnern an die Integraldarstellung der I'-Funktion fiir alle o > 0:

I'(a) = / e Letdt, (5.5.15)
0

Definition 5.5.1 Es sei A ein sektorieller Operator auf X und o(A) C H. Setze fir
a>0

o0

1
=— [¢! t)dt.
[(«) / exp(=
0

Beispiel 5.5.2 (i) Furz > 0, a > 0O ist

1 o0
— [ v le )dt.
" T(a / xp(=
0

Zur Begrindung fuhren wir in (5.2.8) die Substitution ¢ — tx durch.

(i) A7t = %f —At)dt = fexp — At)dt. Unter Ausnutzung von o(A) C
0
H wende man A auf die rechte Selte an und zeige, daR dies 1 ergibt.
Satz 5.5.3 Ist A sektoriell, 0(4A) € Hund o > 0,s0ist A~ € B(X), A *ist

injektiv und es gilt
ATATF = A(h),

Ferner hat fur o € [0, 1) der Operator A~* die Darstellung

/ AR(\, —A)dA.
0

Beweis: Nachdem das Spektrum o(A) abgeschlossen ist und in C \ S(®, M) liegt,
existiert ein ¢ > 0 mit o(A) C H,. Damit folgt aus Satz 5.1.9, daB || exp(—At)|| <
Cexp(—at), t > 0. Somit kann man ||A~*z|| abschdtzen:

o0

/C’ta Yexp(—at)dt||z]|.

‘ -

A= ]| =

ﬂ

()
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Hiermit folgt sofort die Beschranktheit von A=< fur o« > 0. Die Produktformel ist
eine einfache Manipulation:

ACAP = F(a)lF(B) //S'B_ltal exp(—(t + s)A)dsdt
0 0
1 oo o
= t7 (r — )P Lexp(—rA)drdt (r =t+s)
INCOINGE) 0/ t/
1
= exp(—rA) [ t*1(r — t)? 'dtdr (Satz von Fubini)
F@I() / /
Wegen
T 1
/tal(r—t)ﬁldt r“+ﬂ1/t‘“(1 — ) 1dt
0 0
s T@)T(B)
I'(a+p5)
erhélt man

A A B = p-(ath)

Um die Injektivitdt von A~ nachzuweisen, nehmen wir an, daR A=%z = 0. Dann ist
fureinn > «
A"y = AL = ().

Wegen der Injektivitdt von A folgt x = 0. (Wir haben ausgenutzt, daf3 die tibliche
Definition von A~ mit der neuen Definition zusammenfallt. Warum ist das so?) Es
bleibt die angegebene Darstellungsformel. Wir wissen bereits, dal3

o0

R\, —A) = /exp(—/\t) exp(—At)dt fur A > 0.
0

Damit ergibt sich

o0

/)\O‘R()\, —A)d\ = /exp(—At)/exp(—/\t)Aad)\dt.
0 0 0

Das zweite Integral ist gerade t>~'T'(1 — «) (beachte 0 < o < 1) und damit wird:

/ A “R(\, —A)d) = / exp(—At)t* 'T(1 — a)dt =
0 0
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Man benutzt hier die Formel I'(o)I'(1 — «) =
aus der Produktdarstellung des Sinus:

. Diese wiederum gewinnt man

sin7a”

Offenkundig ist
_H(2)H(- _221—[ 2/1/ _ sinmz

Tz
z>1

und mit H(1) = e 7 wird A(z) = "*H(z) gesetzt. Es folgt aus
z(z+1)...(z+n)

A(z) = lim e ,
dai
A(z) = zA(z + 1)
und
TA(Z)A(l —2) = wzA(2)A(-2)
= 7nzH(2)H(—=%)
SetzeI' = 1/A. [

Definition 5.5.4 Es sei a > 0. Dann gilt:
A% = (A1 D(A%) = R(A ©).

Bemerkung 5.5.5
A =1, Al = A

Lemma 5.5.6 Fur « > 0 ist A* ein abgeschlossener, dicht definierter linearer Ope-
rator.

Beweis: Da A = (A~*)~! und A~ beschrénkt ist, folgt sofort die Abgeschlossen-
heit von A%, denn (z,y) € G(A*) &y =A% & 1= A% < (z,y) € G(A™®).
Letzterer ist abgeschlossen, da A~ beschrankt ist. Offenkundig gilt: ist B : X —
X ein beschréankter, injektiver, linearer Operator mit dichtem Bild Bild(B) und ist
7 C X dicht, so ist Bild(Z) dicht. Um zu zeigen, da A“ dicht definiert ist, muR
man zeigen, dal} das Bild von A~ ¢ dicht in X liegt. Firn € INund n > 1 gilt da-
her: Bild(A ™) = A 'Bild(A "™*!) ist genau dann dicht, wenn Bild( ~n+1) dicht
ist. Dies ist aufgrund der Vorbemerkung gewahrleistet. Wegen A=—# = A=*A—F#
folgt aus 3 < «, daB Bild(A?) D Bild(A~ ). Insbesondere hat man fiir « < n die
Beziehung D(A%) D D(A"™). Damit ist auch D(A®) dicht in X. [
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Definition 5.5.7 Ist X ein Banachraum und A ein sektorieller Operator auf X mit
o(A) Cc H,fureiny € R, soistfura >0

X =D(A%), llzlla = l[AT2] x,

wobei A; = A — ~y1list.

Satz 5.5.8 Es sei A sektoriell, 0(A) C H und A habe eine kompakte Resolvente, so

gilt

(i) exp(—At) ist fur alle ¢ > 0 kompakt;

(if) A= ist fir o > 0 kompakt;

(i) fir o > B > 0ist X® C X? kompakt eingebettet.

Beweis:
(i) Die Halbgruppe ist definiert durch
1
T(t) = o /R(A, —A) exp(At)dA.
r

(i)

(iii)

5.6

Das Integral ist der Grenzwert der Integrale ber ', =T'N{z € C | |2| < n}.
Definiert jedes dieser Integrale einen kompakten Operator, so ist der Grenzwert
kompakt, da die Menge der kompakten Operatoren abgeschlossen ist. Die Inte-
grale uber I';, werden als Riemann Summen berechnet und jede dieser Summen
definiert einen kompakten Operator. Wiederum bleibt diese Eigenschaft beim
Ubergang zur Grenze erhalten.

Das eben gegebene Argument, auf 7°(¢) angewendet, ergibt die Kompaktheit
von A~

Die Kompaktheit in (ii) ergibt unmittelbar die Behauptung, denn sei B € X ¢
beschrankt, so ist zu zeigen, da B als Teilmenge von X7# eine konvergente
Teilfolge besitzt. Die Voraussetzung B C X© beschréankt, bedeutet, dafl es
eine Konstante C' > 0 gibt, so daB ||A%z|| < C, fir alle z € B, ist. Dann ist
firz € B
APy = A=(@=P) gog,

Wegen der Kompaktheit von A=) hat dies eine konvergente Teilfolge.

a

Nichtlineare Gleichungen

Betrachte das nichtlineare Cauchy-Problem

B +Ar = f(tx), t>

to \ .
2(ty) = o }glltauf (o, to + ). (5.6.16)
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Satz 5.6.1 Es sei A sektoriell, Re(c(A)) > § > 0. Dann existiert zu o > 0 eine
Konstante C,, mit
|A% exp(=At)|| < Cat %, ¢ >0,

und fir « € (0,1], z € X gilt
tCl!
[{exp(—At) — Mz]| < Cra—||A%]].
Ferner ist C,, auf kompakten Intervallen in (0, co) beschrénkt.
Beweis: Wir wissen bereits, dafd

lexp(—At)[| < Ce™, [|Aexp(~At)]| < Ct et >0,

und somit
t
|A™ exp(—At)| = [|(A exp(—AE))mll < (Cm)™t e

Fir0<a<1,t>0qilt

4% exp(~AD)]| = || A exp(~ANA-0=)]
1 o
< YA —A
< ooy [+ Aen A+ 9)ds
0

< Ct % 'T'(w).
Schlieflich ist

|AHBe A < ||A%e Az ||| APe 2|

<
< Cacﬂ2a+5t—(a+ﬁ)€—5t'

Daraus folgt dann das Resultat. Die letzte Behauptung erhdlt man aus
t
lexp(~Atia —al| = || [ Aexp(-sa)a ds|
0

¢
= ||/A1_°‘exp(—As)A°‘xds||
0

t

/ C1as® " exp(—65)ds|a]la
0

Ci_
1%zl
(0%

IN

IN
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Lemma 5.6.2 Ist z(t) eine Losung des nichtlinearen Cauchy-Problems, so gilt

t

z(t) = exp(—A(t — to))zo + /exp(—A(t —35))f(s,z(s))ds. (5.6.17)

to
Andrerseits ist die Losung z von (5.4.14) mit z € C((to, to + T), X*) und

to+p
/ 1f (5, 2(s)) |ds < oo fiir ein p > 0

to

auch Losung von (5.4.13).

Beweis: Die Hinrichtung ist bereits geschehen. Sei also z(t) eine Losung von (5.4.14).
Wir zeigen zunéchst:
x ist Holder-stetig beztglich ||.||4:

z(t+h) —x(t) = (exp(=Ah) — M) exp(—A(t —to))zo +

t

+/ exp(—Ah) — 1) exp(—A(t — s) f(s,z(s))ds

+ / exp(—A(t+ h —s)f(s,z(s))ds.

t

Wir schétzen die drei Ausdriicke nacheinander in der ||.||,-Norm ab: (beachte das
Bild von e4 ist in X fir jedes o > 0)

A (e — WA togy | = (e — M)A Ao |
< Cl_a;”Aa exp(—A(t — to)Aal'()“

IN

ha
Ckagca(t — o) z|a-

Dies ist von der Form K h®. Den zweiten Term behandelt man ganz &dhnlich, nur
splittet man das Integral in zwei Teilintegrale

' to+p
/ (e_Ah _ ]l)e_A(t_S)f(S, x(s))ds — / (e—Ah _ ]l)e_A(t_s)f(sa m(s))ds
to fo

t

+ / (e M — M)e=A0=9) f (s, 2(s))ds.

to+p
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Ubergang zur ||.||,-Norm fuhrt auf Integrale

t to+p

| [ = eI psaoyds] < [ e - e Aa (5, 2(5))|ds

to to

to+p

h* Co
Croare [ Gl (s () ds

(t = s)

IN

to
t
n / (e — 1A% £ (5, 2(s)) |ds
to+p
to+p

h Co
Cioare [ Gl (s al)ds

(t =)

to
/ h*  C
KO, ,——2—ds.
+ / 01 aa (t—S)O‘dS

to+p

Wegen der Integrierbarkeitsvoraussetzung an f und der Integrierbarkeit der Singula-
ritét (¢ — s)~Phe sind die beiden Terme von der Form Ch®. Dies impliziert

lz(t+h) —2(t)]| —a< C (lﬁ + / (t+h— s)ads) < Ch°.

t

Somit ist auch t — f(¢, z(t)) Holder-stetig und z(¢) Losung von (5.4.13). [

Satz 5.6.3 Es sei A sektoriell, 0 < a <1, f:U C R x X® — X eine Abbildung
mit f ist lokal Holder-stetig in ¢ und lokal Lipschitz-stetig in 2. Dann gibt es zu jedem
Paar (ty, zo) € U ein T'(to, o) > 0, so daB (5.4.13) eine eindeutige Losung x(t) auf
[to, to + 1) mit x(ty) = x¢ besitzt.

Beweis: Wir l6sen nur die Integralgleichung (5.4.14). Dazu benutzen wir ein Fix-
punktargument. Seien 7,6 > 0. Fur eine stetige Funktion y : [to, to + 7] — X* mit
lly(t) — xol|a < 0 Setzen wir

t
G)(E) =y + [ A (5, (5))ds.
to

Wir zeigen:
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(i) G bildet fur geeignete 7', > 0 die Menge

S ={y € C[to,to + T], X*) | ly(t) — @o|la < 0}
in sich ab.

(ii) Setzt man ||y||T = sup {||y(¢)||o | to <t < to + T}, so ist G beziiglich dieser
Norm eine strikte Kontraktion.

Zu (i)
IG(y)(1) = zolla < [|(e7*E7") — M)zl + / A% 4E=9][]| £ (s, y(5)) lds.

Seien 7,6 > 0 so gewdhlt, da mit z, € S die Menge
V=A{t2)|telto,to+7]llz—z0l| <0} CU
in U liegt und
1f(t, 1) = f(t, 22)[| < Lljzy — alla fir (¢,2) € V.
Sei B = sup {||f(t,z0)]| | t € [to, to + 7|}. Dann ist
IIf(s,y(s))|| < B+ Léfuralley € S.

Damit schliet man, dal3, fur 7" < 7 geniigend klein, gilt

to+T
)
||G(y)(t)—$o||a < §—|—M(B-|-L5) / (t_s)faea(t—s)ds
to

< 4.

Da G(y) auch stetig ist, folgt G : S — S.
Zu (ii): Esseieny,z € Sund ty <t <ty + T. Dann folgt

1GW) () = G (D]l < /IlAaeA(ts’llllf(s,y(S))—f(s,Z(S))IIdS

t
ML/(t—s)_ae“(t_s)dSHy—zHT

to

IN

1
< Zly—z||T.
< Sly—-l

Fir die letzte Abschdtzung mufR 7' < 7 genugend klein gewéhlt werden. Damit ist
der zweite Punkt gezeigt.
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Der Fixpunkt z(-) 10st die Integralgleichung (5.4.14), f(¢,z(t)) ist beschrankt
fur ¢t \, to. Damit ist x € X“ die eindeutige Losung des nichtlinearen Cauchy
Problems. [l

Wie schon in der Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen stellt sich auch
hier die Frage nach der Fortsetzbarkeit der Losungen fir ¢ — oo. Wir wollen im
folgenden Satz, den wir ohne Beweis angeben, diese Frage klaren.

Satz 5.6.4 Es seien A, f wie oben und zusatzlich gelte, dal3 fur jede abgeschlossene
und beschrénkte Menge B C U das Bild f(B) in X beschrénkt ist. Sei (¢, ¢1) das
maximale Existenzintervall fiir das Anfangswertproblem = + Az = f(¢, z), z(to) =
o € X Dann ist entweder

(i) t; =00
oder

(if) es existiert eine Folge ¢,, 7 t; mit (t,, z(t,)) — OU.

Satz 5.6.5 Seien A, f wie oben und fiir alle abgeschlossenen und beschrankten Teil-
mengen B C X* mit R* x B C U C R x X® sei f(R" x B) beschrénkt in
X. Ferner habe A eine kompakte Resolvente. Dann gilt: ist x(, to, zo) eine in X¢
beschréankte Losung auf [to, o), so ist {x (¢, to, o) | t > o} relativ kompakt in X *.

Beweis: Sei oo < B < 1. Dann ist X# C X* kompakt eingebettet. Wir zeigen daher
nur, daB ||z (¢, to, zo)|| g auf [to+1, co) beschrénkt ist. Sei 0.B.d.A. Re(c(A4)) > 6 > 0
und || f (¢, (¢, to, z0))|| < C firalle t > t,. Dann ist

¢
2 (t, to, 20)||g < M (t — to) =B~V 00=10)||20]| + MC/ (t —5)Pe =) (s,

to
und somit fir ¢ > ¢q + 1 beschrankt. U
Bemerkung 5.6.6 Die Losung der Gleichung

T4+ pAxr = f(t,z,A), t > 1

m(to) = Xy

hangt glatt von den Parametern A, ¢, o, 1 ab. Genauer gilt: ist (z, A, t) — f(t,z, \)
inC", 1 <r < o, glatt, so ist die Abbildung

(t(), Xy, )\, /,L) — :c(t, to, Zo, )\, /,L) auch C".
Satz 5.6.7 Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 5.4.3 und zusatzlich sei f in

beiden Variablen Lipschitz-stetig. Die Losung des nichtlinearen Cauchy Problems ist
dann sogar in C*°((tq,t +T), X7) fir alle ¥ < 1 und ein geeignetes § < 1 — 7.



124 KAPITEL 5. PARABOLISCHE GLEICHUNGEN
Hilfssatz 5.6.8 (i) Es sei A sektoriell, g : (0,7) — X genuge der Bedingung

lg(t) —g(s)|| < K(s)(t—s)"fir0<s<t<T <oo, 0<vy<1, (56.18)

wobei K : (0,7) — R, stetig sei und das uneigentliche Integral

/TK(s)ds < 00

existiere. Dann gilt

()

t

G(t) = /e_A(t_s)g(s)ds

0

ist fir 0 < B < + eine stetig differenzierbare Abbildung G : (0,7) —
X5,

(b) Es gilt eine Abschatzung der Form
t
dG -8 ~L49-p
O < MEPlg@ll+M [ (¢ —s)" " K(s)ds
g 0

fir 0 < ¢t < T und eine Konstante M unabhangig von 3,y und g.
(i) Ist
h
/K(s)ds = 0(h%), h\, 0, fiireins >0,
0
so ist die Abbildung t — %(t) Holder-stetig mit Exponent 4.

Beweis:

dd

GO = gt~ [ A g(s)ds

t

o\w o\”




5.6. NICHTLINEARE GLEICHUNGEN 125

t
denn [ —Ae= A=) g(t)ds = e~4'g(t) — g(t). Der zweite Term der rechten Seite in
0

obiger Gleichung ist offensichtlich in X# und ¢ — e~4%g(t) ist lokal Holder-stetig.
Wir betrachten den ersten Term und untersuchen ihn auf Zugehorigkeit zu X7,
also:

||/A1+,3€—A(t—8)(g(t) —g(s))ds|| < M/%K(s)ds.

Damit ist die in (i), Unterpunkt (b), behauptete Abschatzung gezeigt und G(t) € X7,
also gilt auch (b) und somit (i).

(if) Wir untersuchen die Differenz H(t + h) — H(t).

H(e+ 1)~ H(@) = | A e=((0 1) = g(9)ds — A= (g(0)  g(s))ds
f —Altth=s)( u+hy—m@ms+jA€M*ﬂ@a+hy—mr+h»m
- [Ae () ~ g(s))ds
_ Of"Ae—A<t+h—s> (gt + h) — g(s))ds

+£A6A(ts) (g(t+h) —g(s+h)—g(t)+g(s))ds

Wir schatzen die Normen der beiden Ausdriicke getrennt ab:

J 1A g(e )~ gl)lds < M [ (¢4 -9 K (s

O\;-

Es bleibt der zweite Ausdruck. Wir bemerken zunachst, dafl} wir

lg(t +h) = g(t) — g(s + h) + g(s)]|

auf zwei Weisen abschatzen kdnnen. Zunachst gilt

lg(t+h) —g(t) —g(s+h)+g(s)| < llg(t+h)—g(s+h)[+llg(t) —g(s)ll
< K(s+h)(t—3s)"+ K(s)(t—s),

aber auch

lg(t+h)—g(t) —g(s+h)+g(s)| < |lgt+h)—g@)l+ llg(s+h) —g(s)]]
< K(@)h + K(s)h?,
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also

< C’m}n{h’y, (t - s)")} ]
< CRmin{h"°, (t —s)"°}.

lg(t +h) = g(t) — g(s + h) + g(s)]]

Also folgt mit g"(t) = g(t + h) — g(2):

t—s

t
M ~ ~ ~
/ [Ae= = lllg" () = g"(s)llds < / Ch‘smin{m_‘;,(t—S)”_‘;}dS
0 0
t

< CMHW / (t — s) 1T0-9gs
0
< CMKRH.

[
Beweis des Satzes 5.4.7: Wir wollen zeigen, daB 42 € X7 und ¢ — 4 als Abbildung
(to,t1) — X7 lokal Holder-stetig ist. Die Losung z(t) hat die Gestalt

t

z(t) = e~ M=to) gy 4 /e‘A(t_s)f(s,g(s)ds.

to

Offensichtlich hat der erste Term die gewiinschten Eigenschaften. Wir wollen also
den zweiten Term betrachten. Setze g(s) = f(s, z(s)) und priife die Voraussetzungen
des Hilfssatzes 5.4.8. Zunédchst betrachte man

lg(®) = g(s)|l < L((t = 5) + l|() — z(5)la-

Seity < T < s < t;. Setze x, = x(7) und betrachte dies als Anfangswert. Dann ist
fur0 < a < B < 1|z.||g < Ci(T —to)*?. Fir die Differenz z(t) — z(s) erhalt man

z(t) —z(s) = (e_Ah — ]l) €_A(S_T)I(T)

+ /e—A(s_’”) (fir+t—sz(r+t—s))— f(r,z(r)))ds

T
T+t—s

+ / e A £, (1) )ds.

Damit finden wir

lg@®) —g(s)ll < C(t=s) ((s =) larllg + (s = 7))

+ /LM(S 1) Yz(r+t—s)—z(r)|.ds

T
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Fur s — 7 gentigend klein, kann der letzte Term durch den ersten Term abgeschétzt
werden und man erhalt

lg(t) = g(s)I < C (¢ = 5) (s = )T aclls + (s = 7)7°) .

Damit kann der Hilfssatz 5.4.8 angewendet werden. Dies ergibt ¢t — xz(¢) ist
eine Holder-stetige Abbildung von [t,,?;) — X”. Die X7-Norm von % |4t sich
abschéatzen zu

1%,
dt"”

IN

Cl(t = )7 Halls + (¢ = 7)77]
< Clt -7 Hr—t0)* P+ (t—7)7"]

Mit der Wahl t — 7 = 7 — ty = $(t — to) wird dies zu

dz ey
150 = Ot — o)

O

Satz 5.6.9 Es sei A sektoriell auf X = {2 und D(A) = X' = W™P(Q), wobei
Q C IR™ ein Gebiet mit Lipschitz-Rand istund 1 < p < oco. Dann giltfir 0 < o < 1:

X — Wh(Q), fallsma —n/p >k —n/q, ¢ > p,
X — CY(Q), fallsma —n/p>L+v > 0.

Beweis: Siehe z.B. Henry: Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations,
Springer Lecture Notes in Mathematics 840. [l

Satz 5.6.10 (Nemitski-Operatoren) Gegeben sei ein beschranktes Gebiet Q C R
mit Lipschitz-stetigem Rand. Es sei A ein sektorieller Operator auf X = L?(Q),
D(A) = W2P(Q). Ferner sei f € C*(R), k € INy, und geniige der Wachstumsbe-
dingung

fi ()| < C( 4+ |u[™), firo <i <k,

mit

k—mal stetig differenzierbar und Bilder beschrénkter Mengen sind beschrankt.

Beweis: Der Beweis wird durch eine Reihe von Lemmata erbracht. [

INemitski
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Lemma 5.6.11 (Krasnoselski?) Ist g : IR — IR stetig und genuigt ¢ der Wachstums-
bedingung
l9(w)| < Cg)(L + [u])”, v = 1,

dannist fir 1 < r < oo der Einsetzungsoperator
G:L"(Q) = L™(Q), u(-) = g(u("))
fir 1 < r < oo stetig und Bilder beschrankter Mengen sind beschrankt.

Beweis: Zunéchst ist zu prifen, daB die Abbildung wohldefiniert ist. Dies ist jedoch
offenkundig.

Wir kommen zur Stetigkeit. Es sei {uy }xew eine Folge in L77(€2), welche gegen
u konvergiert. Sei € > 0 gegeben, setze

5 — 5
237C(g)IL+ [ulllZhr oy

Nach dem Satz von Egorov, existiert eine kompakte Menge A C Q mit |\ A| < 4,
so dal die Folge {uy }rew auf A gleichmdRig gegen u konvergiert. Dann ist

S{|9(Uk(x)) —g(u(@)"de = [ |g(ur(x)) — g(u(z))["dz

a\4
+ {|g(uk($)) — g(u(z))|"dz.

Der erste Summand ist beschrankt durch

/ 9(u(@) — g(u(@))"dz < C(g) / (24 ul + |ug|)"dz

Q\A O\A

< Og)2" / (L4 )™ + (1 + g )" dz

o\A4

< 3C(g)2" / (1+ |ul)"dz

o\A4
9
< -
-2

Im zweiten Integral konvergiert der Integrand gleichmaRig gegen Null und damit das

Integral gegen 0. [l

Lemma 5.6.12 Die Abbildung 7" aus Satz 5.4.10 ist stetig.

2Krasnoselski ist ein zeitgen ossischer russischer Mathematiker mit einer Vielzahl von Arbeiten
zu verschiedenen Gebieten der Analysis bzw. Differentialgleichungen. U.a. gehen globale Verzwei-
gungss‘atze auf ihn zurtck. Er wuchs nach der russischen Revolution in einem I"andlichen Gebiet auf
und war weitgehend Autodidakt.
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Beweis: Seien n, p, k, v wie im Satz 5.4.10. Nach Satz 5.4.9 ist X — L9(€2) mit

q< n_’g’pa. Damit ist dann

[f ()" < O+ [u]?)

in L1(Q), falls vp < g oder auch v < 3pa Ist. Die Stetigkeit folgt aus dem Lemma

5.4.11. g

Lemma 5.6.13 Die Abbildung 7" aus dem Satz 5.4.10 ist C'. Die Ableitung ist durch
den Ausdruck
DT (u)[v](-) = f'(u(-))v(")
gegeben.
Beweis: Wir untersuchen zundchst die Abbildung
Gu) = f'(u) : X* — LF(Q).
GemaéR dem vorigen Lemma ist G stetig, falls

np
n—2ap

(v=1)p <

Weiterhin ist v € X auch in LY (Q), falls

n
q < P
n — 2pa

Mit der Holder-Ungleichung erhélt man f'(u)v € LP(Q), falls

PP
S+ <l

qg P

Dies kann laut Voraussetzung erfiillt werden. Es bleibt zu zeigen, da f'(u)v wirklich
die Ableitung von T ist, also:

17 (u+ B) = T(w) = DT o
< (g F(ule) + he) - Flule)) - f’(u(w))h(x)l”dx)

=

< (g | f (F/(u(x) + sh(z)) — f’(u(w)))h(x)l”dar)

8=

<c ff 7 (ule) + sh()) — f’(U(af))I”|h(af)|”d8dx)
< f 1 (ule) + sh(@) — F @)l dsllhl o
mit

St =1
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Da f' stetig von X nach L () ist, folgt, daB T € C" ist, falls eine geeignete Wahl
von r» moglich ist.
r muB aufgrund der Einbettungen die Bedingungen

n
r(y—1) <
(v-1) ——
r < n
n—2ap
n
7 n — 2ap
erfullen. Setze p = .— . Dann folgt aus r<opr> p_Ll Die erste Ungleichung

ergibt r < % Beide sind wegen v < p zu erfullen.

Schlielich muR noch der gleiche Schritt mit C* durchgefiihrt werden. Der geht
aber genauso. 0

5.7 Klassische Losbarkeit einer nichtlinearer parabo-
lischen Gleichung

In diesem Abschnitt wollen wir die bisher entwickelte Theorie anwenden, um die
klassische Losbarkeit einer gewissen nichtlinearen parabolischen Gleichung nachzu-
weisen. Dazu sei 2 C IR? ein Gebiet, A der Laplace-Operator und f : IR x Q X
IR x R?® — IR eine Abbildung, deren genaue Eigenschaften weiter unten angegeben
werden. Wir wollen das Dirichlet-Problem

% = Au+ f(t,z,u, Vu)

v = 0aufof
u(0,z) = wuo(x)

untersuchen.

Fur unsere Betrachtungen bendtigen wir Verscharfungen friiher angegebener Satze.
Wir wollen diese ohne Beweis angeben.

Satz 5.7.1 Der Raum Wh?(Q2) ist kompakt eingebettet in
(i) Lm/(=P)(Q) fiirp < n

(i) C°(Q) fur 0 < dp < p — n, d.h. fir p > n sind die Funktionen in W17 ()
Holder-stetig.

Dariiberhinaus brauchen wir noch eine Verallgemeinerung der elliptischen Theo-
rie.
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Satz 5.7.2 Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.4.1 hat die Gleichung

Lu = f
u = 0 auf 99

fir f € L1(Q) eine Losung u € W24(Q). Ist f € C°(Q), 0 < 6§ < 1, so ist
u € CH(Q)

Bemerkung: Die zuletzt gemachte Aussage wird im Rahmen der Schauderschen®
Theorie elliptischer Gleichungen hergeleitet.

Betrachte zunachst das lineare elliptische Problem: sei X = L?(Q) und A defi-
niert durch

Au=g & /gvdm = /Vqudx, g€ X, ue H;(Q), furallev € Hy(w).
0 Q

Dann ist A = —A auf C?*(Q) und D(A) = H?*(Q) N H}(Q). Nach Satz 5.4.9
(n=3)istX* c Whfira>lund2 <¢< 2, dha> % Ferner ist fur
a > 32 X C L>®(Q). Setze ¢ = 2¢. Dann folgt aus dem eben gesagten, daB fur

3 5G—3
1> > —
o max{4, 17 }

folgt
X Wh(Q) N L=(Q).

Lemma 5.7.3 Wir setzen voraus, daR die Abbildung f : Ry x @ x R x R?> — R
in allen Variablen lokal Lipschitz-stetig ist und eine stetige, im zweiten Argument
monoton steigende Funktion B : R, x Ry — R, und eine Zahl 1 < ¢ < 3
existieren, so dafl

Ftou6) < Blh1+)
ft 2w, &) = ftowm)| < B [u)(1+ €17+ InlT)I€ =)
‘f(tax’uaf) - f(t,x,v,§)| < B(ta |u| + |U|)(1 + ‘§|q)|u - U"

Dann hat fiir

o e d 3 P13
(0% maxs§ —, —
44§

die Abbildung
F(t,u) = f(t,z,u(z), Vu(z))

die folgenden Eigenschaften:

3Juliusz Pawel Schauder 1899-1943, bedeutender polnischer Mathematiker, Arbeiten in der nicht-
linearen Funktionalanalysis mit tiefliegenden Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen. Er
wurde 1943 zusammen mit seiner Familie von den Faschisten ermordet.
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(i) ~
1P )0y < 2B i) (VIR + ([ul2)")

(if) F ist auf einer offenen Menge U C R x X* definiert und bezuglich ¢ lokal
Holder-stetig und in u € X lokal Lipschitz-stetig.

Beweis: Sei X = [2. Fir den ersten Schritt betrachten wir

N =

I1E®u)lle < /If(t,%U(fE),VU(»’U))IQdSE

2

IN

/(B(t, [u(@)) (1 + [Vu()|)*dz

Q
< 2Bt ull=e) (VIR + (Jull )

Die lokale Holder Stetigkeit beziiglich ¢ folgt direkt aus der lokalen Holder Stetigkeit
von f. Die lokale Lipschitz-Stetigkeit beziiglich x € X“ zeigt man wie zuvor den
ersten Schritt. [l

Damit haben wir die Voraussetzungen der abstrakten Existenzsatze nachgepruft
und erhalten fur u, € X© eine eindeutige Losung u(t, z; to, ug) auf einem maximalen
Existenzintervall [¢o, t1).

Satz 5.7.4 Die Ldsung des Anfangsrandwertproblems u(z, x; to, ug) istin ¢ > ¢, ste-
tig differenzierbar und u(t, .; to, uo) € C*(2). Damit ist u(t, ; ty, ug) eine klassische
Losung des Problems.

Beweis: Wir beginnen mit der Losung des abstrakten Problems wu(t, .; o, ug) € D(A).
Man zeigt, daB ¢ — % lokal Holder-stetig als Abbildung ¢ — X ist. Also ist

du(t, z; ty, uo)
dt

stetig in t,z. Da u € D(A), folgt Vu € H*(Q) C L°%(Q), aufgrund der obigen
Verschérfung des entsprechenden Einbettungssatzes. Also ist Au = F(t,u) — ‘j—“t‘ €
L8/ (2) (beachte die Abschatzung fiir F). Damit istu € W25/%(Q). Ist § < 2, so ist
6/ > 3 und wiederum die obige Verschirfung der Einbettung liefert, daR 1 '-6/4(Q)
kompakt in den Raum C?(2) einbettet. Damit ist Vu(t, .; o, uo) Holder-stetig und
F(t,u(t,.;to, up)) € C°(£2). Der Schaudersche Existenzsatz liefert u € C%°().
Der verbleibende Fall ist ¢ > 2. Wir konstruieren eine Folge p,.1 > p,, S0 dal}
u € W2P»(Q) impliziert, daB u € W%P~+1(Q)) ist. Ferner kann die Folge so gewahlt
werden, daf ein n existiert mit p,, > 3. Sei p, > 2. Dann ist Vu € W#»(Q). Dieser
Raum bettet nach L7 (2) ein, flr jedes r mitr < 33_%. Wiederum ist Au € L9/4(5)

und damit v € W?2%4(Q)). Obige Abschétzungen fir ¢ ergeben 1< %3{#. Also
ISt ppi1 < %33271' Diese Folge tberschreitet nach endlich vielen Schritten den Wert

3. U

(tv 33) = <U(t, z; th UO),
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5.8 Navier-Stokessche Gleichungen

Wie bereits in der Einfihrung erwdhnt, modellieren die nach Navier und Stokes be-
nannten Gleichungen die Stromung von Flissigkeiten und Gasen in einem Gebiet
Q c IR®. Die zu bestimmenden GroRen sind die Stromung und der Druck an je-
der Stelle. Die Stromung wird durch einen Vektor in U : Q — IR? wiedergegeben.

Der Druck ist eine skalare GroRe p : Q — R. Wir schreiben U = (u1, us, u3) und
P = grad p. Dann hat die Aufgabenstellung fur ¢ > t, und z € 2 die Gestalt

() .
— —pAU=-P—-W —F,

ot
AU1
AU = AUQ
A’U@,
istund W = (wy, wa, w3) durch
ou;
Wi =D iy,
gegebenist, und F' = (fi(z, 1), fa(x, t), f3(z,t)) ist,

(i)

wobei

divU =0
(iif) und Randwerte z.B. u = 0 auf 02 x [to, 00) vorgeschrieben werden
(iv) und ein Anfangswert U(z, ty) = Uy(x) gegeben ist.

Auf den ersten Blick ist unsere Theorie nicht anwendbar, da z.B. p keine Zeitableitung
hat, und die Gleichung div U = 0 auch nicht die erforderliche Gestalt hat.
Sei Uy die Komponente von U normal zum Rand. Wir betrachten die Menge der
Abbildungen
U:Q—>R3

welche stetig differenzierbar sind, und den Bedingungen divU = 0 und Uy = 0
geniigen. Dann folgt fiir jede Funktion ® € C1(Q)

/UV@m:o (5.8.19)

Q
Es gilt auch die Umkehrung, d.h. jedes Vektorfeld U, welches der Gleichung (5.7.19)

fir jedes ® € C'(Q) genugt, ist divergenzfrei. Sei H, der Abschluf in (L?(Q2))3
der Gradientenfelder und H, das orthogonale Komplement. H, ist der Abschlu3
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der divergenzfreien, glatten Vektorfelder mit verschwindender Normalenkomponen-
te. (Warum ist dies so0??) Projektion der Gleichung in H,, ergibt eine Gleichung

oV
5 T PAV = N(V) + Fy (t).

A wird zum selbstadjungierten, dicht definierten Operator auf H,,. Fir die gebroche-
nen Exponenten erhélt man:

Satz5.8.1 (i) Fura e (1/2,1)gilt H> ¢ WhH(Q, R?) fur ¢ < 6/(5 — 4a).
(ii) Fur o € (3/4,1)ist H* C L*(Q, R?).
Damit kann nun die Nichtlinearitét untersucht werden. Fir oo > 3/4 erhélt man
IN@I < lIlle@ IVl < Cllvllke.

Damit ist N ein beschrénktes Polynom HY — H,. Fir V;, € H, und Holder-
stetigem f existiert damit eine Losung auf einem maximalen Existenzintervall [to, t1).
Ein &hnliches Verfahren wie im Abschnitt 5.5 ergibt klassische Losbarkeit.



