Kapitel 3

Das Dirichlet Prinzip

3.1 Motivation von Variationsmethoden

Bevor wir uns der Losung von Randwertproblemen mithilfe der eben entwickelten
Techniken zuwenden, wollen wir uns einer Idee zur Losung widmen, die einige Ele-
mente dieser Entwicklung bendtigt, jedoch historisch einer der fruchtbarsten mathe-
matischen Ansétze ist und bleibt. Die Idee besteht darin die Losung eines Randwert-
problems als Losung einer Minimierungsaufgabe zu charakterisieren. Wir beginnen
mit dem Dirichletschen Randwertproblem fiir harmonische Funktionen. In der allge-
meinen Form hat es fiir ein Gebiet Q C R™ die Gestalt

Au = 0 in

u = g auf A0 (3.1.1)

fur eine gegebene stetige Funktion g : 02 — IR. Das folgende Lemma motiviert die
Untersuchung von partiellen Differentialgleichungen mit sogenannten Variationsme-
thoden.

Lemma 3.1.1 Fir eine Funktion u € C%(£2) N C(£2), welche die folgende Minimie-
rungsaufgabe 16st,

/||Vu||2 dx = min {/ |Vol]? dz ‘ v € C%(Q) ﬂC(ﬁ),U\m = g} )
Q Q

gilt » 16st die Gleichung (3.1.1).
Beweis. Fir festes v € C%(Q) N C(9Q) betrachten wir die Funktion

i) = / IV + V0| de.
Q
Aufgrund der Voraussetzung ist ¢ = 0 ein Minimum dieser Funktion. Es gilt

Jjt) = /(Vu—i—th,Vu-l—th) dx :j(0)+2t/(Vu, V) cl:v—i—t2/||Vv||2 dz.
0 Q Q
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Damit die Funktion j bei ¢ = 0 ein Minimum hat, ist notwendig, daf}

/(Vu, Vu)dx =0

Q

ist, fir jedes v € C%(Q) N C(Q). Wahlen wir speziell eine Funktion v € C§°(€), so
ergibt sich, aufgrund unserer Uberlegungen in Abschnitt 2.2, daf}

/(Au,v) dz =0

Q

ist. Nun gilt dies fur alle v € C§°(£2). Diese Menge liegt dicht in L?(Q) (nach Lemma
2.3.6). Damit ist

/ (Au,v) dz =0
Q
fur alle v € L%(Q) (da das Skalarprodukt stetig ist). Also ist Au = 0. a

Definition 3.1.2 Das Integral (wenn immer es existiert)
D = [ IVulf do
Q

wird als Dirichletintegral von u bezeichnet.

Die eben angestellten Uberlegungen lassen sich unschwer auf die Poissonsche Glei-
chung Ubertragen. Wir wollen dies nun ausfiihren.
Wir betrachten die Gleichung

Au = f in Q

u = g auf 9, (3.1.2)

wobei f € C(Q2) und g € C(09) stetige Funktionen seien. Setze
U= {u € C2(Q) N C(Q) ‘ Uy, = g} .

In diesem Raum wirden wir gerne Ldsungen fur die Gleichung (3.1.2) finden.

Definition 3.1.3 Firu € U sei

Jw)=1 [ |VulPdz + [ uf dz
fimrane |

Q

das Energieintegral von w.

Satz 3.1.4 (i) Die Gleichung (3.1.2) besitzt hochstens eine Losung.
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(i) Istu € C%(Q) N C(Q) eine Losung der Poissonschen Gleichung, so minimiert
u das Energieintegral im folgenden Sinn:

J(u) :min{J(v) ‘ v E U}.

(iii) Ist w € U ein Minimum des Energieintegrals auf U, so 16st u die Poissonsche
Gleichung.

Beweis.

(i) Angenommen wir hdtten zwei Ldsungen, so wiirde die Differenz w € C%(Q)N

C(2) die Gleichung mit f = 0 und g = 0 auf der rechten Seite l6sen. Damit

ist
0:/wAw d.r:/||Vw||2 dx.
Q

Q

Also ist w konstant und damit ist w = 0 aufgrund der Randbedingung.
(i) Fur ¢ € C§°(£2) betrachten wir

1

Ju+¢p) = 5/(V(u+<p),V(u+g0)>dm+/(u+g0)fdx

Q

= J(u)—i—/(Vu,Vgo) dx + J(p)

— J(u) - / oAU+ J(p)

Q

- ﬂw—/¢f+ﬂm

- Jwy+/MV¢de
u)

> J(

Nun liegt C5°(£2) dicht in H} (€2) und damit kann jedes v € C%(2) NCy(Q) C
H;(2) durch ¢ € C§°(Q2) approximiert werden. Also ist fiir v € C3() N

Co(9)
J(u+v) > J(u),

insbesondere hat « die gewiinschten Minimierungseigenschaften.
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(iii) Dieser Schritt ist eine geringfuigige Modifikation des Beweis von Lemma 3.1.1.
Fur ¢ € C§°(Q2) betrachten wir

J(u+tp) = %/(V(u+t@0),V(u+tgp)) d:c—l—/(u-i—tcp)f dx

= J(u)+t /(Vu,ch) d:v—i—/gaf dz +t2%/||Vg0||2 dz.
Q

Q Q

Notwendig fir die Minimierungsbedingung ist, das \erschwinden des Faktors
bei ¢. Dann ist

O:/(Vu,Vgo) dx—/gofd:E:/(Vu—f)godx.

Q Q Q

Wie oben folgt aus Tatsache, daB diese Gleichung fiir alle ¢ € C§°(£2) gilt, dal

Au — f = 0. Damit ist diese Aussage bewiesen.
a
WEIERSTRASS! hat bemerkt, daR es nicht notwendig eine Funktion u € C%(2)N
C(Q2) mit vorgegebenen Randwerten gibt, die das Dirichletintegral minimiert. Bis
dahin ist man davon ausgegangen, dal} ein solches Minimierungsproblem immer eine

Losung besitzt.

Natirlich kann man andere Funktionenrdume wahlen um die Existenz eines Mini-
mums zu erzwingen. Dabei ist naheliegend grolRere Funktionenrdume heranzuziehen.

Wir haben im letzten Kapitel schon vorgearbeitet und die Sobolevrdume eingefiihrt.

3.2 Variationsmethoden im Sobolevraum

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dal? fur gewissse Gleichungen die Minimie-
rungsmethoden aus dem letzten Abschnitt 3.1 im Sobolevraum H!(€Q) zum Erfolg
fuhren.

Wir beginnen wieder mit der Gleichung (3.1.1)

Au = 0 inQ
u = g aufo

Ziel ist es, eine Funktion v € H'(Q) zu finden, so dal v — g € H}(Q2) liegt und u
das Dirichletintegral, das ja fur Funktionen in H!(Q) definiert ist, minimiert. Den Zu-
sammenhang mit der klassischen Aufgabenstellung werden wir in einem getrennten
Schritt untersuchen. Zunéchst also die Formulierung des Ergebnisses.

Karl Theodor Wilhelm WeierstraR (31.10.1815-19.2.1887) stellte die Funktionentheorie auf eine
neue Grundlage. Von ihm stammt auch eine Kritik des Dirichletschen Prinzips. Seine Vorlesungen
zogen Horer aus ganz Deutschland an die Berliner Universitat, die durch sein Wirken zu einem der
mathematischen Zentren Deutschlands wurde.
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Satz 3.2.1 Essei Q C R™ ein beschranktes Gebiet, g € H'(£2). Dann existiert eine
Funktion v € H'(2) mit folgenden Eigenschaften:

(i) w—g € Hy(Q) und
(ii)

/ |Vu||? dz = min {/ |Vo||? dz ‘ ve HY(Q),v—g€ H&(Q)} i
Q Q
Beweis. Wir betrachten das Infimum
7 := inf {/ | Vo||? do ‘ ve H'(Q),v—ge H&(Q)}
Q
und eine Folge {uy, }new in HY(Q) mitu, — g € H} () und

r = lim /||Vun||2 dz.
n—,oo
Q

Wir nennen die Folge {u,},cv eine Minimalfolge. Fir das Dirichletintegral der Dif-
ferenz zweier Folgenglieder ergibt sich

Dy — uy) = /(V(un ), V(uy — ) d

= D(un) + D(tpm) — 2 / (Vtn, Vuy,) dx

= 2(D(uy) +D(up)) — (D(un) + 2/ (Vup, Vup,) dz + D(um))
= 2(D(un) + D(um)) — (/ (V(tun + tm), V(tpn + tm)) dm)

— 2(D(uy) + Dluy)) — 4 ( [ 9+ 00)), VG + ) 7\
un—i—u2m )

= 2(D(un) +D(un)) — 4D (
Die Definition von 7 ergibt (beachte S (u, + un) — g = 5 ((un — 9) + (um — 9)) € Hj())

<D (”" J; “m) (3.2.3)
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Da D(u,) — 7 konvergiert, gibt es zu ¢ > 0 eine Zahl N mitn > N impliziert, daf3
T<D(u,) <7+¢

Mit n, m > N folgt dann

0 < D(up — ) < 2(D(un) + D(uy,)) — 4D (Mof)
< A1 +4e — 41 (3.2.4)
= A4e.

Damit ist die Folge
{Vun}nEIN
eine Cauchy-Folge in L?(£2). Aus Satz 2.4.1 folgt nun (man beachte, daB u,, — u,, =
(un, — g) — (um — g) € Hg(9) liegt), daR die Folge {u,}.cn €ine Cauchy-Folge
in L?(Q2) bildet und daher einen Grenzwert in L?(2) besitzt. Wegen der Konvergenz
der ersten Ableitungen hat man sogar Konvergenz in H'(€2) und man findet einen
Grenzwert
HYQ) 3 u = lim u,.

n—o0

Da das Dirichletintegral auf H' () stetig ist, folgt, daR
D(u) = min {D(v) ‘ ve H'(Q),v—ge HY()}.

Im Beweis haben wir in (3.2.4) quasi ,,en passant* die Ungleichung 1
D (F(u+v) <1D(w) + 1D(v)
gezeigt, da die linke Seite nichtnegativ ist. Tatsachlich gilt mehr, eine kleine Rech-
nung zeigt, daB fur 0 < X\ < 1 die folgende Ungleichung
D(Au+ (1= XNv) < AD(u) + (1 = N)D(v). (3.2.5)

erfullt ist.

Definition 3.2.2 Es sei V ein linearer Raum, I : V' x V' — 1R eine Abbildung.
Genligt diese Abbildung der Ungleichung (3.2.5), d.h. giltfiralle 0 < A <1 und
alle (u,v) e VxV

IAu+(1—=Xv) < M (u)+ (1 —N)I(v),
so nennen wir I konvex.

Bemerkung 3.2.3 Der Begriff der Konvexitat ist fiir die Variationsrechnung zen-
tral. Fur die Existenzbeweise von Minimierern von Funktionalen spielt die Kon-
vexitat eine wichtige Rolle.

Nun haben wir natdrlich noch keine harmonische Funktion gefunden, die unsere
Gleichung 16st, sondern nur eine Funktion in H'(£2), solche Losungen werden wir



3.2. VARIATIONSMETHODEN IM SOBOLEVRAUM 71

spater als schwache Losungen bezeichnen. Wir kommen nun zu einem ersten Regu-
laritatsresultat, das besagt, dal} die Minimalldsung u tatsachlich harmonisch ist, d.h.
schwache Losungen der Laplacegleichung sind auch harmonisch.

Satz 3.2.4 (Weylsches?Lemma) Es sei v € L}(Q) und fur alle ¢ € C5°(£2) gelte

/uAgo dr = 0.
Q

Dann ist « harmonisch auf €.

Beweis. Es sei A > 0 und
0 = {x € ‘ dist (2, R™ \ Q) > h}.

Fir 2 € Qy, sei Jyu(z) die Regularisierung von u. Es sei ¢ € C§°(£2;) und p, die zu
Jy, gehdrende Glattungsfunktion. Dann ist (unter Verwendung von Satz 2.3.7)

/ Jwu(@)Ag do = / % / p ($;y> w(y) dyAop(z) do

= /% p (m - y) u(y)Ap(z) dx dy

Inshesondere ist

/Jhu(ac)Acp dz =0
Q

fur alle ¢ € C§°(€2y,). Dann ist aber .J,u harmonisch, denn wir kdnnen die Ableitun-
gen auf J,u waélzen, d.h.

0= / Ju(2) A dz = / Au(z))e dz

Q Q

2Claus Hugo Hermann Weyl (9.11.1885-8.12.1955) ist ein Elmshorn gborenen deutscher Mathe-
matiker, der spdter in den USA lehrte und lebte. Sei mathematisches Werk ist duf3erst umfangreich,
man konnte ihn vielleicht als den produktivsten Mathematiker des 20. Jahrhunderts bezeichnen. Sei
Werk betraf auch die mathematische Physik und er fuhlte sich als Mittler zwischen diesen beiden
Welten. Lie Gruppen, partielle Differentialgleichungen, Relativitdtstheorie sind eng mit seinem ma-
themaitschen Werk verbunden.
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d.h. furalle ¢ € C§°(£2y,). Der Beweis des Satzes 2.3.7) zeigt (Gleichung (2.3.2), daB
fir jedes z € €y, die Menge Jyu(x) € [—||pllL=|ullLts ||| zee ||2]| L2 liegt.

Wir schétzen nun die Differenz | Jyu(z1) — Jyu(z2)| ab. Da J,u harmonisch ist,
gilt die Mittelwertgleichung (auf hinreichend kleinen Kugeln in €2;,). Dies wollen wir
ausnutzen. Also fiir B,.(z;) C Qp,

Tnulas) = — / u(y) dy.

wpr"
By (-757,)

Dann hat man die folgende Abschétzung

1

wpr"
(Br (z1)\Br(x2))U(Br(22)\Br(21))

< ep((Br(21) \ Br(2)) U (Br(72) \ By (21)).

Damit ist die Familie J,u gleichgradig stetig, also relativ kompakt. Damit gibt es
eine Folge {A}icw mit

| Jnu(w1) = Jhu(za)| < uy)| dy

71— 00
und
{Jh,utien

ist gleichmaRig konvergent auf €2;,. Damit ist die Grenzfunktion v stetig, der Grenz-
wert genligt der Mittelwertgleichung und ist demnach harmonisch. Es gilt v = « f.0.
und daher ist » harmonisch. a

Bemerkung 3.2.5 Dies ist nicht die bestmégliche Formulierung des Weylschen Lem-
mas.

Wir wollen nun die Poissonsche Gleichung (3.1.2) betrachten.

Definition 3.2.6 Es sei f € L*(Q),g € H'(Q). Eine Funktion v € H'(Q) heift
schwache Losung des Dirichletproblems fir die Poisson-Gleichung

Au = f in  Q
u = g auf 09,

falls, uw — g € Hy(Q) und fir alle v € H} ()

/((Vu,Vv) + fv)dz =0

Q

ist.

Bemerkung 3.2.7 Im Gegensatz zur klassischen Aufgabenstellung verlangen wir hier,
daf die Randfunktion im Inneren von €2 definiert ist. Im Kontext schwacher Losungen
bedarf die Definition von Funktionen auf ,,diinnen* Mengen zusatzlicher nichttrivia-
ler Uberlegungen.
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Lemma 3.2.8 Es sei ¢ € H?(Q). Eine Funktion v € H,(Q) ist genau dann ei-
ne schwache Ldsung des Randwertproblems fiir die Poissongleichung aus Definition
3.2.6, wenn die Funktion w = u — g eine Losung der Aufgabe

/VwVv de = /(f—Ag)v dr Yv € Hy(Q)
Q

J (3.2.6)
w € Hy(Q).

ist.

Satz 3.2.9 Schwache Losungen u € H*(Q) des Dirichletproblems fiir die Poisson-
Gleichung sind genau die Minimierer des Energieintegrals J auf H*(Q2) unter der
Nebenbedingung, daB v — g € H{ () ist, also u ist schwache Ldsung genau dann,
wenn

u—g € Hy(Q)
und
J(u) = min {J(v) ‘ veE Hy(N),v—ge€ H&(Q)}
Beweis. Folgt aus den Uberlegungen im Beweis von Satz 3.1.4. a

Satz 3.2.10 Zu jedem f € L*(Q),g € H'(Q) gibt es eine Funktion v € H'(Q) mit
u—g€ H(Q)und

J(u) = min{J(v) ‘ ve H(Q),v—g¢e H&(Q)}

Beweis. Der Beweis folgt den Linien des Beweises von Satz 3.2.1. Im ersten Schritt
fihren wir das Problem auf ein Problem mit Nullrandbedingungen zuriick. Es seli
u € H'(Q) die gesuchte Losung und w = u — g. Dann istw € H}(Q) eine schwache
Losung des Randwertproblems

Aw = f—Ag in
w = 0 auf  00Q.

Umgekehrt hat man eine schwache Losung w € H; () dieses Problems, so entsteht
durch

u=w-+g

eine Losung des urspriinglichen Problems. Im ersten Schritt ist zu zeigen, dal J(-)
nach unten beschrénkt ist.

Die Poincarésche Ungleichung garantiert uns ein ¢ > 0 mit |||V (u — g)||||zz >
cllu — g||?,. Mitw = u — g ergibt sich
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J(w + g)
5 [V g drt [ s o) do

1
5 [ (9l + 20, V9) + 19417) da
Q

&
e [utds— [ (Vu,g)do— [ IV do = flliallulr — 1£1elgl
Q Q Q

cllullze = 11 fllz2llullz2

1
Il

Dieses Argument zeigt noch etwas mehr, ist j(r) = inf {J(u) ‘ lu|| = r}, SO ist

Tlg})lo](r) = 00.

Daraus folgt, dass fur eine Minimalfolge

{tn}new mit lim J(u,) =7
n—oo

folgt, dass diese Folge beschrankt ist. Die Folge enthélt eine schwach konvergente
Teilfolge {un, } jen. Sei

u* = lim u,,,
j—oo Y

der schwache Grenzwert. Dann ist

J(w*) < lim J(uy;) = 7.

J]—00

Damitist J(u*) = 7.



