
Kapitel 2

Sobolev–Räume

2.1 FunktionalanalytischeVorbemerkungen

Wir wiederholeneinigeDefinitionenundSätzeausderFunktionalanalysis.Wir wer-
dendazukeineBeweiseangeben,diesekönnenin jedemLehrbuchder Funktional-
analysisgefundenwerden.

In diesemAbschnittsei
�

ein (reell) linearerVektorraum.

Definition 2.1.1
�

heißtein Banachraum1, falls eseineAbbildung(Norm) ����������
	 �
gibt mit

(i) �
��������������� � ;

(ii) �
��������� genaudann,wenn����� ;
(iii) ����������� �!�"�#�
�$���%�&�'� �)( ��� � ;

(iv) �
�+*$,-�/.0���213�
�4*5����,6�
�7.0���8���+* ( �/.9� � .

(v) Bez̈uglich derdurch dieseNorminduziertenMetrik ist
�

vollständig.

Definition 2.1.2 Ein Banachraum heißt separabel, falls es eine abz̈ahlbare dichte
Teilmengegibt.

Lemma 2.1.3 Die Mengealler linearen,stetigenAbbildungen: � �6	 �
ist nicht ;7�=< undbildetmit der Norm� : ���?>@� ACBEDFHG5I �%JLK G KNMEO�*QP � :SR�T�U �
einenBanachraum

�WV
.

1StefanBanach(30.3.1892-31.8.1945) polnischerMathematiker. Er war derBegründerderTheo-
rie linearer, normierterRäumeund ihren linearenAbbildungen.SeineArbeitensind die Grundlage
dermodernenFunktionalanalysis.Er undseineScḧuler zeigtenviele AnwendungenderFunktional-
analysisauf.
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28 KAPITEL 2. SOBOLEV–RÄUME

Beweis.Folgt ausdenSätzenvon Hahn2 undBanach.

Definition 2.1.4 (i) Essei
�

einBanachraum.Der Raum
�XV

heißtDualraumvon�
. Der bidualeRaum

�WVYV
ist definiertals� VYV � R � V U V �

(ii) Die Abbildung Z2� �6	 � VYV �+�\[	 � VYV mit� VYV R�]^U � ]\R � U � ] � � V
heißtkanonischeInklusion.

(iii) Ist die kanonischeInklusionein Isomorphismus,sonenntman
�

reflexiv.

Satz2.1.5 DirekteProdukteundabgeschlosseneUnterräumereflexiver Räumesind
reflexiv.

Bemerkung 2.1.6 Die Reflexivität ist entscheidendbeiderFragenach derKompakt-
heit vonbeschränktenMengenin der sogenanntenschwach-*-Topologie.

Ein Spezialfall reflexiverRäumesindHilberträume3.

Definition 2.1.7 Ein reellerBanachraum
�

heißtHilbertraumwennfür je zweiEle-
mente

T (L_ � � gilt� T , _ � . � ,6� Ta` _ � . � �cb R � T � . � ,d� _ � . � U Parallelogrammungleichung�
DieseBedingungist äquivalent zur ExistenzeinesSkalarproduktes,d.h. einer

Abbildung eC� ( �gfL�2� ��hi�6	 � mit

(i) eQj T (k_ fL�'��j?e T (k_ fL�8� T (k_ � �"( j8� �
(ii) e T , _?(ml fL�'�ne T (kl fL�o,�e _�(kl fL�

(iii) e T (L_ fL�'�ne _?( T fL�
(iv) e T ( T fL�p� � T � . � .

Lemma 2.1.8 JederHilbertraumist reflexiv.
2HansHahn(27.9.1879-24.7.1934)formulierteunabḧangigvon BanachdenBegriff desnormier-

ten linearenRaumesundzeigtezwei Jahrevor BanachFortsetzungss̈atzefür stetigelineareFunktio-
nale.

3David Hilbert (23.1.1862-14.2.1943) begannseinemathematischeKarrieremit Untersuchungen
zur Invariantentheorie.Er gilt als einerderuniversalstenMathematiker seinerZeit undarbeiteteauf
praktischallenGebietenderMathematikunddermathematischenPhysik.Dabeihatermehrfachwe-
sentlicheneueEntwicklungenangebahnt.Er war einerderHauptvertreterdermathematischenLogik
undderaxiomatischenBegründungen.
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Beweis.Leichtnachzupr̈ufen!

Definition 2.1.9 Esseien
� *Yq . reelleBanachräume. EinelineareAbbildungrs� � * 	� . heißtbeschr̈ankt, falls eseineKonstantetvuw� gibt, sodaßfür jedes�a� � * gilt:��r"�$���
x�1�t+�
�$���zyk�

Danngilt folgendeseinfacheLemma.

Lemma 2.1.10 Ein linearer Operator r3� � * 	 � . ist genaudannstetig, wenner
beschränktist.

Im GegensatzdazuistderfolgendeSatznichttrivial. Beweisefindetmanin Büchern
überFunktionalanalysis.

Satz2.1.11(Banach) Essei r{� � * 	 � . ein beschränkterlinearer Operator. Ist r
surjektiv, soist r offen,d.h.Bilder offenerMengenunter r sindoffen.

EineweiterewichtigeKlassebildendie sogenanntenabgeschlossenenOperato-
ren. Im folgendensei r|� � * 	 � . nicht notwendigüberall definiert,mit } R r U
bezeichnenwir denDefinitionsbereich.

Definition 2.1.12 Essei r�� � * 	 � . ein linearer Operator. r heißtabgeschlossen,
wennder Graph ~ R r U � ; R � ( r"� U �7��� � < ein abgeschlossenerUnterraum von� * hi� . ist.

Man beachte,daß

(i) kartesischeProduktevonBanachr̈aumenwiederBanachr̈aumesind.

(ii) Unterr̈aumevonBanachr̈aumennichtnotwendigabgeschlossensind.

Esgibt ein einfachesKriterium für dieAbgeschlossenheiteinesOperators.

Lemma 2.1.13 Ein Operator r�� � * 	 � . ist genaudann abgeschlossen,wenn
für jedekonvergenteFolge ;����=<�� I5��� } R r U mit ��� 	 � für die auch ;7r"�7��<�� Iz�
konvergentist (gegenein Element

] � � . ), gilt

(i) ����} R r U
(ii) r"��� ] .

Beweis.Nachrechnen!
Für lineareOperatorensindSpektrumundResolventenmengezwei wesentlicheBe-
griffe.

Lemma 2.1.14 Essei
�

ein reellerBanachraum,dannwird
�c�c�

mit der Multi-
plikation� h R ����� U 	 R �w�w� U � R j�,��/� ( � ( ]�U [	 R j+� ` � ] ( j ] ,��m� U
zumkomplexenVektorraum.
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Definition 2.1.15 Für einenreellenVektorraum
�

nennenwir
�o�a�

mit der in Lem-
ma2.1.14komplexenStrukturdieKomplexifizierung

�X�
von
�

. Für
R � ( ]�U schreiben

wir auch �^,�� ] .

Bemerkung 2.1.16 Operatoren r auf
�

werdenin natürlicherWeisezuOperatoren
auf
�W�

: r R � ( ]�U � R r"� ( r ]^U �{r"��,{�7r ] �
Esgilt:

(i) r ist auf demkomplexenRaum
� �

genaudannbeschränkt,wenndiesauf
�

gilt.

(ii) r ist auf demkomplexenRaum
� �

genaudannabgeschlossen,wenndiesauf�
gilt.

(iii) DasBild von r ist genaudanndicht in
���

, wenndiesfür r auf
�

gilt.

Die Begründungdieserdrei Aussagenist sehreinfach!

Definition 2.1.17 Essei
�

einBanachraum,
���

dieKomplexifizierungund rs� �6	�
ein abgeschlossener, linearer Operator. Wir fassenr als Operator rw� ����	 �X�

auf.

(i) EinekomplexeZahl
l � � heißtEigenwertvon r , falls r ` l���� nicht injektiv

ist. � R r U seidie MengeallerEigenwertevon r .

(ii) EinekomplexeZahl
l � � liegt im kontinuierlichenSpektrum, wofür wir � R r U

schreiben,wennr ` l���� injektiv ist, ein in
� �

dichtesBild hatunddie inverse
Abbildungnicht beschränktist.

(iii) EinekomplexeZahl
l � � liegt im Residualspektrum� R r U von r , falls r ` l����

injektiv unddasBild nicht dicht liegt.

(iv) DasSpektrumvon r wird mit � R r U bezeichnetundist definiertdurch� R r U ��� R r U$� � R r U�� � R r U �
(v) Die Resolventenmengeist dasKomplementdesSpektrumsin

�
, also� R r U � �s� � R r U

.

Bemerkung 2.1.18 Mit denSätzender Funktionalanalysisbeweistman,daßdie so
definierteResolventenmenge

� R r U geradedie Menge der
l �{� ist, für die

R l���� `r Um� * � �
	 � existiertundstetigist.

Definition 2.1.19 (i) Ein beschränkter, linearer Operator r heißtkompakt, falls
dasBild beschränkterMengenrelativ kompaktist.
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(ii) Auf derResolventenmenge
� R r U definierenwir dieFunktion� R � ( r U � � R r U 	 ¡ R � � (
� � U � l [	 R r ` l���� U � *

undnennendiesedie Resolventevon r .
(iii) Ein Operator r hatkompakteResolvente, wennfür

l � � R r U giltR r ` l���� U � * ist kompakt.

Bemerkung 2.1.20 Die Funktion � ist holomorph. Dieser Sachverhalt erlaubt es
Hilfsmittel ausder FunktionentheoriezumStudiumvonOperatorenheranzuziehen.
DieseMethodensindsehrwichtig, könnenaberandieserStellenicht vertieftwerden.

Bemerkung 2.1.21 Die Resolventeist entwederfür alle oder für kein
l � � R r U

kompakt.DieseAussage folgt ausder sogenanntenResolventengleichung:� R l * ( r U¢` � R l . ( r U � RQU � R l * ( r U � R l . ( r U �
Aufgabe2.1.22 Man beweisedie Resolventengleichung.� R l * ( r U¢` � R l . ( r U � R l . ` l * U � R l * ( r U � R l . ( r U �
Satz2.1.23 Sei

�
ein unendlich dimensionalerBanachraumund r�� ��	 � ein

linearer Operator.

(i) Ist r kompakt,soist ���i� R r U . DasweitereSpektrumbestehtnuraushöchstens
abz̈ahlbarvielenEigenwerten,diesich höchstensbei � häufen.

(ii) Hat r einekompakteResolvente, sobesteht� R r U ausabz̈ahlbarvielenEigen-
werten,die sich im Endlichennicht häufen.

Beweis.SieheBücherüberFunktionalanalysis,z.B. HIRZEBRUCH& SCHARLAU[6],
ALT [1], WERNER [11] oderdasSkript zurVorlesungausdemSS2000.

2.2 SchwacheAbleitungen

Gegebenseiein Gebiet £ � � � . Der Träger einerstetigenFunktion ¤��E£ 	 � ist
gegebendurch ALBED�Dv¤�� ; T �p£6��¤¦¥�§��<4�
Mit �X¨© R £ U bezeichnenwir die Mengeder �W¨ –Funktionenmit kompaktemTräger.
Wie üblichstehtr�ª R £ U für denRaumderFunktionen,derenBetragzur « –tenPotenz
integrierbarist,mit derüblichenNorm,welchewir mit �
¤"�
¬�­
®�¯�° bezeichnen.r *±�²´³ R £ U
stehtfür denRaumallermeßbarenFunktionen£ 	 � , sodaß ¤'�ir * R £@µ U für jedes£@µ �W� £ . Wir nennendiesenRaumdenRaumder lokal integrierbarenFunktionen.
Dabeisteht £ µ �W� £ dafür, daßderAbschlußvon £ µ einekompakteTeilmengevon£ ist.
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Definition 2.2.1 Essei ¤ einelokal integrierbareFunktionauf £ .
(a) Die lokal integrierbareFunktion � heißtdie schwacheAbleitungvon ¤ nachT�¶

, falls für alle ·-���X¨© R £ U gilt¸
¯ ¤X¹ ·¹ T�¶
º T � `

¸
¯ ��·»º T �

(b) Ist ¼ einMultiindex, � lokal integrierbar, sosagenwir ���{}�½0¤ im schwachen
Sinn, falls für alle ·¾�p� ¨© R £ U gilt¸

¯ ¤�} ½ ·¢º T � RS` � U J ½ J
¸
¯ ��·»º T �

Aufgabe2.2.2 Man zeige, daßeineFunktion ¤6�
��¿ R £ U für �!¼À�@1ÂÁ schwache
Ableitungen }�½0¤ besitztund daßdiesemit denklassischenAbleitungenzusammen
fallen.

Lemma 2.2.3 Besitztdie lokal integrierbare Funktion ¤ eine schwache Ableitung} ½ ¤ und } ½ ¤ wiederumeine schwache Ableitung }aÃ R } ½ ¤ U , so hat ¤ auch eine
schwacheAbleitungder Form } ½�Ä Ã/¤ undesgilt } ½�Ä ÃÅ¤��§}aÃ R } ½ ¤ U .
Beweis.Sei ·¦�p� ¨© R £ U . Dannfolgt¸

¯ ¤?} ½ ·¢º T � RS` � U J ½ J
¸
¯ R } ½ ¤ U ·¢º T

Ist Æw�p�W¨© R £ U undschreibenwir } Ã Æ��§· , sofolgt¸
¯ R } ½ ¤ U ·»º T �

¸
¯ R } ½ ¤ U"Ç } Ã ÆÉÈÊº T � RS` � U J Ã J

¸
¯ } Ã R } ½ ¤ U Æ@º T

undinsgesamt ¸
¯ ¤?} ½�Ä Ã ÆÉº T � R ` � U J ½�Ä Ã J

¸
¯ } Ã R } ½ ¤ U Æ@º T

Definition 2.2.4 Mit Ëc¿ q ª R £ U werdefür ÁÌ�pÍ und
� 1¦«Î1�Ï der RaumË ¿ q ª R £ U �d;�¤'�pr ª R £ U �5�Ð¼ÎÑaÒÔÓ9� ¼9�+1�Á Õ����pr ª R £ U , sodaß �%��} ½ ¤�<

bezeichnet. Ë ¿ q ª R £ U heißtSobolevraum4.
4Sergej LwowitschSobolev (6.10.1908–3.1.1989) erkannteaufgrundvon physikalischenÜberle-

gungen,daßessinnvoll ist denLösungsbegriff für partielleDifferentialgleichungenabzuschẅachen.
Sp̈aterkonnteer dieseverallgmeinertenLösungenalsFunktionaleinterpretierenundschufdamitdie
GrundlagederTheoriederDistributionen.Er wardamitderWegbereiterfür denGebrauchfunktional-
analytischerMethodenin derTheoriepartiellerDifferentialgleichungen.Diesesindheuteauchausder
NumerikpartiellerDifferentialgleichungennicht mehrwegzudenken.Auch für dieseEntwicklungen
legteer denGrundsteinin einerArbeit mit W. I. Smirnow
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Satz2.2.5 (i) Ë ¿ q ª R £ U ist für jedesÁ ��Í und jedes
� 1�«¦13Ï ein Banach-

raummit Norm �
¤"� ¯¿ q ª � Ö×�ØJ ½ J Ù ¿ ��} ½ ¤Ú� ª ¬�­�®g¯�°�ÛÜ
y­ � (2.2.1)

(Für «
� Ï betrachtet man die Summeder r ¨ -Normen).Für «ÞÝ|Ï ist
dieserBanachraumseparabel.

(ii) Für «Î� R �0( Ï U ist Ë ¿ q ª R £ U reflexiv.

(iii) Für «��cb ist Ëc¿ q ª R £ U ein Hilbertraum.Dieserwird mit ß)¿ R £ U bezeichnet.

Beweis.

(i) Die EigenschafteneinerNorm sind für (2.2.1) leicht nachzupr̈ufen. Als ein-
zigesbleibt die Vollständigkeit zu beweisen.Dazusei ;�¤?à�<�à Iz�Þ� r�ª R £ U ei-
neCauchy–Folgem-fachschwachdifferenzierbarerFunktionen,bez̈uglichder
Norm (2.2.1).Fernersei ¤á½à �â}�½Å¤?à . Dannist ¤á½à für jedes ¼ eineCauchy–
Folgein r�ª R £ U . Esexistiert alsoein ¤á½a�ir$ª R £ U mit ¤á½à 	 ¤á½ . Für jedesã ( ¼
gilt aber

¸
¯ ¤ ½à ·¢º T � RS` � U J ½ J

¸
¯ ¤áà5} ½ ·»º T �

DurchGrenz̈ubergangaufbeidenSeitenerḧalt mandaserwünschteResultat.

(ii) Wir zeigennun,daß Ë§¿ q ª R £ U für «äÝ�Ï separabelist. Sei å die Anzahlder
Multiindizes � ¼9�41wÁ . Dannkönnenwir Ë§¿ q ª R £ U alsUnterraumvon

R r�ª R £ ULUSæ
auffassendurch ¤�[	 R ¤ ( } ®#*Yq © q!ç!ç!ç q © ° ¤ ( �z�5� ( } ½ ¤ ( �5�5� U �
Auf dieseWeisewird Ë§¿ q ª R £ U zumabgeschlossenenUnterraumvon

R r�ª R £ UCUCæ .
Da letztererseparabelist, gilt diesauchfür Ë§¿ q ª R £ U .

(iii) Da für
� Ýc«äÝ Ï r$ª R £ U reflexiv ist, gilt diesauchfür

R r�ª R £ UCUCæ und damit
auchfür dessenabgeschlosseneUnterr̈aume.

(iv) Dasist klar.

2.3 Approximation durch glatte Funktionen

Definition 2.3.1 EineGlättungsfunktion(engl. mollifier) ist eineFunktionè��p�W¨ R � � (k� U
mit

(i) è\�§� außerhalbéW* R � U �6; T � � � ��� T �êÝ � < .
(ii) ë�ì�í¢è RîT�U º T � � �
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(iii) èa��� .
Beispiel2.3.2 è ³ RîT�U �ðï t�ñ �Êò yó ôkó xSõ y ö ( � T �êÝ �� ( � T �v� �
ist eineGlättungsfunktion,falls t�uw� sogewählt wird, daß¸

ì�í è ³ RîT�U º T � � �
Definition 2.3.3 Für ¤'�pr *±�²´³ R £ U , ÷)us� undeineGlättungsfunktionè istR Z+ø�¤ UzR�T�U � �÷ �

¸
¯ èoù T�` _÷ ú ¤ R _ U º _

die Regularisierungvon ¤ . Dieseist für alle
T �i£ mit÷ÎÝsûEÒ#ACÓ RîT (m� � � £ U

definiert.

Bemerkung 2.3.4 Für alle £@µ �W� £ ist ¤áø��dZ+ø�¤'��� ¨ R £@µ U , sofern÷)Ý�û�ÒüACÓ R £@µ (m� � �£ U .
Lemma 2.3.5 Ist ¤{�§� R £ U , so konvergiert ¤áø 	 ¤ gleichmäßig auf jedemKom-
paktum£ µ �W� £ .

Beweis.Mit derSubstitution l � T�` _÷
wird ¤áø zu ¤áø R�T�U � �÷ �

¸
J G �4ý J Ù�ø è ù T�` _÷ ú ¤ R _ U º _� ¸

J þ�J Ù�* è R l U ¤ R�T�` l ÷ U º l �
Dahergilt für £@µ �W� £ mit b0÷ÿÝ�ûEÒüASÓ R £@µ (m� � � £ UALBED¯�� � ¤áø RîT�U¢` ¤ RîT�U �61 ALB�D¯��

¸
J þ
J Ù�* è R l U � ¤ R�Ta` l ÷ U ` ¤ R�T�U �Yº l1 ALB�D¯�� ALBEDJ þ
J Ù�* � ¤ RîT�U»` ¤ R�Ta` l ÷ U �g�

Man beachtedabei,daß ë J þ
J Ù�* è R l U ¤ R�T�U º l ��¤ R�T�U .
Da ¤ aufdemKompaktum£ µ µ mit£ µ µ �d; l � � � ��ûEÒ#ACÓ R l�( £ µ U Ýw÷&<

gleichm̈aßigstetigist, folgt dieBehauptung.
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Lemma 2.3.6 Essei
� 1-«ÎÝ�Ï . Ist ¤)�pr ª R £ U oder ¤'�pr ª ± ²´³ R £ U , sokonvergiert ¤áø

für ÷ 	 � gegen ¤ im SinnederKonvergenzin r�ª R £ U beziehungsweisein r ª ± ²´³ R £ U .
(Konvergenzin r ª ± ²´³ R £ U bedeutet

¤ ¿ ¬ ­ � ��� ®g¯�°` 	 ¤ ��� ¤ ¿ ¬ ­ ®g¯ � °` 	 ¤X�^£ µ �X� £�� U
Beweis.Wir beweisendenSatzfür

� ÝÞ«6ÝÂÏ , die Modifikationenfür denFall« � � sind nahezuoffensichtlich(beachte:è ist beschr̈ankt). Sei £@µ �X� £ mitûEÒ#ACÓ R £ µ (m� � � £ U uwb0÷ . Wir setzen£ µ µ �6; T � � � ��ûEÒ#ACÓ RîT ( £ µ U <�Ý�÷
undzeigenzun̈achst �
¤áøE�
¬�­�®�¯	��° 13�
¤"�
¬�­
®�¯�� � °

Für die nächsteUmformungben̈otigenwir die Hölder’sche Ungleichung 5, sie
besagt,daßfür Zahlen« (�
 u � , mit *ª , *� � � undFunktionen
��pr�ª R £ U (�� �pr � R £ U
gilt ������

¸
¯ 
 R�T�U � RîT�U º T ������ 13��
 �
¬ ­ ®�¯�°
� � �
¬��C®�¯=° �

Wir wendendiesean,auf

� ¤áø RîT�U � ª 1 Ö�× ¸J þ
J Ù�* è R l U � ¤ RîT�` l ÷ U �!º l Û��Ü ª
� Ö�× ¸J þ
J Ù�* è R l U ­ õ y­� ��� �I ¬��L®��áy ® © °#° è R l U y­ � ¤ RîT�` l ÷ U �� ��� �I ¬ ­ ®��áyY® © °Ô° º l Û��Ü ª
1 Ö�× ¸J þ
J Ù�* è R l U º l Û��Ü ª � *

¸
J þ
J Ù�* è R l U � ¤ RîT�` l ÷ U � ª º l1 ¸

J þ
J Ù�* è R l U � ¤ R�Ta` l ÷ U � ª º l �

� ���������������������!���������������������"

(2.3.2)

5Ludwig Otto Hölder (22.12.1859–29.8.1937) arbeitetean denUniversiẗatenGöttingen,Tübin-
genundKönigsberg. Er trug zu vielenGebietender Mathematikbei, im Mittelpunkt seinesWerkes
stehtdie Algebra mit UntersuchungenspeziellerGruppen.In der Analysis stammenu.a. Arbeiten
zur Potentialtheorieundein SatzüberdasVerhaltenholomorpherFunktionenin derNähewesentli-
cherSingulariẗatenvon ihm. In derMechanikführteer dasHamiltonschePrinzip für nichtholonome
Zwangsbedingungenein.
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Also ist ¸
¯	� � ¤áø R�T�U � ª º T 1

¸
J þ
J Ù�* ù

¸
¯�� � ¤ R�Ta` l ÷ U � ª º T ú è R l U º l1 ¸

�$#�®�¯�� ° � ¤"� ª º T
unddamit ��Z+ø5¤"� ¬�­�®�¯�� ° 13�
¤"� ¬�­
®g¯�� �g° �
Wir findenzu %%us� einestetigeFunktion

]
mit�
¤ `¾] � ¬�­
®�¯�� � ° Ý&%��

Für eingeeignetes÷)u�� hatmanmit Lemma2.3.5für die Glättungvon
]� ]�`¾] ø��
¬�­�®�¯�� °¢Ý'%=�

Alles in allemergibt sich�
¤ ` ¤áø��
¬ ­ ®�¯ � ° 1 �
¤ `¦] �
¬ ­ ®�¯ � °� ��� �Ù	( ,w� ]s`¾] øE�
¬ ­ ®�¯ � °� ��� �Ù	( ,�� ] ø ` ¤áø��
¬ ­ ®�¯ � °1 b�%À,d� ] ø ` ¤?ø=�
¬ ­ ®g¯ � °� ��� �ÙáK*) �	+ K-, ­/.10 � �32 Ù	( 154�%��
Um dieRichtigkeit desSatzesbez̈uglichderKonvergenzin r ª R £ U zuschließen,wen-
denwir dasErgebnisauf r ª ± ²´³ R � � U an.Wir beachtendabei,daßdie triviale Fortset-
zungeinerFunktion ¤)�pr�ª R £ U durch6¤��87 ¤ RîT�U ( T �p£� ( T � � � � £
in r ª ± ²´³ R � � U liegt.

Satz2.3.7 Esseien¤ ( �Î�¾r ª ±�²´³ R £ U mit �o�
}�½+¤ . Dannkonvergiert ¤áø gegen ¤ und} ½ R ¤?ø U gegen � in Sinneder Konvergenzvon r ª ±�²´³ R £ U .
Beweis.Wegen } ½G è ù T�` _÷ ú � RS` � U J ½ J } ½ý è ù T�` _÷ ú
gilt } ½ Z+ø�¤ RîT�U � ÷ � � ¸ ¯ } ½G è ù T�` _÷ ú ¤ R _ U º _� ÷ � � ¸ ¯ èoù T�` _÷ ú � R _ U º _� Z+ø��á�
Wie bereitsin Lemma2.3.6gezeigtkonvergiert Z+ø�� 	 � .
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Definition 2.3.8 SeienÁ �2Í , «p�'9 �0( Ï U und £ � � � ein Gebiet.Mit :� ¿ q ª R £ U ��^¿ R £ U bezeichnenwir die Teilmengemit

�
¤"� ¯¿ q ª � Ö× ØJ ½ J Ù ¿
¸
¯ �!} ½ ¤Ú� ª º T ÛÜ

*<; ª ÝwÏ
Bemerkung 2.3.9 :��¿ q ª R £ U ist einnormierterlinearerRaum,derjedochnichtvollständig
ist.

Satz2.3.10(Meyers6 und Serrin7(1964)) DieVervollsẗandigungvon :�^¿ q ª R £ U bez̈uglich
der Norm � � � ¯¿ q ª ist Ë ¿ q ª R £ U .
Im Beweisben̈otigenwir diesogenanntePartition derEins, einwichtigesHilfsmittel
dermodernenAnalysis.

Satz2.3.11 Essei £ � � � offenund ;>=@?Q<A? ICB eineoffeneÜberdeckungvon £ . Dann
existiert eineFamilie vonFunktionen·EDê���X¨© R £ (m� U , sodaß

(i) ACBEDEDê·ED � =@? für ein F RHG�U � Z ,
(ii) für alle

G
ist ·EDê��� ,

(iii) für alle
T ��£ gilt ¨Ø DCO�* ·�D RîT�U � �0( (2.3.3)

(iv) zujedem
T �p£ existierteineoffeneUmgebung = , sodaßnur für endlich vieleG ��Í ALBED�D R ·ED UJI = ¥�LKE� (2.3.4)

Manbeachte, daßdieSummein (2.3.3)wegenderBedingung(2.3.4)für jedes
T �p£

endlich ist.

Beweisvon Satz2.3.10.EssindzweiRichtungenzuzeigen:

(i) :� ¿ q ª R £ U KNM K 0O�P ­ � Ë§¿ q ª R £ U ,
6N. G. Meyersist ProfessoranderUniversityof Minnesotain Minneapolis.SeineArbeitenbetref-

fen vornehmlichelliptischeDifferentialgleichungen
7JamesSerrinist emeritierterProfessoranderUniversityof Minnesotain Minneapolis.Er hatAr-

beitenzu vielenAspektenpartiellerDifferentialgleichungenundderenAnwendungenspeziellin der
MechanikundHydrodynamikgeschrieben.Er war für viele JahreeinerderHerausgeberdesArchive
for rationalmechanicsandanalysis,einerderführendenZeitschriftenauf diesemGebiet.
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(ii) Ë§¿ q ª R £ U � :� ¿ q ª R £ U KNM K 0O�P ­
.

(i) Wir zeigen,aus ¤s� :� ¿ q ª R £ U KNM K 0OQP ­
folgt ¤s�{Ë§¿ q ª R £ U . Zu zeigenist, daßjede

Cauchyfolgein :��¿ q ª R £ U eineindeutigeinemElementin Ëc¿ q ª R £ U entspricht.Zur Er-
innerung:die Vervollständigungist alsMengevon Äquivalenzklassenvon Cauchy-
folgendefiniert.Die Abbildung�d� :� ¿ q ª R £ U 	 Ë ¿ q ª R £ U �+¤o[	 ¤
ist linear und stetig (Norm 1 � ). Also folgt aus ;�¤áà�<�à I5� � :� ¿ q ª R £ U ist Cauchy-

folge, daßauch ;��v¤áà�<�à Iz�â� Ë ¿ q ª R £ U eineCauchyfolge.Sei ¤ � :� ¿ q ª R £ U KNM K 0O�P ­
ein Repr̈asentanteinesElementesin :� ¿ q ª R £ U KNM K 0O�P ­

, so existiert �§�3Ëc¿ q ª R £ U mit���\�$àSR ¨ ¤áà . DieserGrenzwertist nichtvonderWahldesRepr̈asentantenabhängig.
Setze � ¤���� (
in Ë§¿ q ª R £ U . DieseZuordnunghatalle erforderlichenEigenschaften(Stetigkeit und
Injektivität).

(ii) Sei ¤n�3Ë§¿ q ª R £ U gegeben,sei %suÌ� fest. Wir betrachteneineÜberdeckung;7£ àÅ<�à , d.h. £�� � ¨àmO�* £ à mit denzus̈atzlichenEigenschaften,

(i) £ à �X� £ à Ä * und

(ii)
6£ à)�Â£ à Ä . � £ à ist eineoffeneÜberdeckungvon £ . (Man weisenach,daß
einesolcheÜberdeckungexistiert!)

Beachte,daßjedes
T �3£ in maximalzwei ElementendieserÜberdeckung; 6£�<�à

liegt. Im weiterenbetrachtenwir nur dieseÜberdeckung; 6£ê<�à . Nun sei ;�ÆTD5</D Iz�
einedieserÜberdeckungsubordinierteTeilungderEins,d.h. ACBEDEDÀÆTD � £UD Ä . � £VD .

Betrachtenun ¤vÆTD mit ACBEDED9¤êÆTD � £UD Ä . � £UD . JedederFunktionen¤êÆED hat Á
schwacheAbleitungen.Für gen̈ugendkleines ÷ ¶ ��÷ ¶ R % U hat] ¶ �dZ+øXW R ¤êÆ ¶�U
denTräger ALB�DED ] ¶ � £ ¶ ÄZY � £ ¶ � *
undesgilt � ] ¶á` ¤êÆ ¶ � ¯¿ q ª Ý %b ¶ �
Setze

] �\[ ] ¶ . ] ist in � ¨ R £ U , undesgilt} ½ ] � Ø ¶ } ½ ] ¶ � Ø ¶ } ½ RN] ¶á` ¤vÆ ¶îU , Ø ¶ } ½ R ¤êÆ ¶ U� Ø ¶ } ½ RN] ¶á` ¤vÆ ¶îU ,ä} ½ ¤$�
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Für jedes
T �¾£ sindin derSummerechtshöchstensendlichviele Termenicht null

(mit gleicherobererSchranke,nämlich4). Deshalbfolgt für
R ��13�!¼À�41wÁ U} ½ ]�` } ½ ¤�� Ø ¶ } ½ R�] ¶á` ¤êÆ ¶�U

unddaher ��} ½ ]s` } ½ ¤"�
¬�­�®�¯=° 1 Ø ¶ ��} ½ RN] ¶á` ¤vÆ ¶�U �
¬�­�®�¯=°1 ¨Ø ¶ O�* %b ¶� %��
Daherist ¤)� :� ¿ q ª R £ U K´ç K 0OQP ­ .

Tats̈achlichhabenwir gezeigt,daß Ëc¿ q ª R £ U im Abschluß(bez̈uglich derNorm����� ¯¿ q ª ) der Teilmengeder Funktionenvon �X¨ R £ U ist, deren ���N� ¯¿ q ª –Norm endlich
ist.

Definition 2.3.12 Ë ¿ q ª© R £ U ist derAbschlußvon � ¨© R £ U bez̈uglichder ����� ¯¿ q ª –Norm,
entsprechendß ¿© R £ U �cË ¿ q .© R £ U .
Bemerkung 2.3.13 Ë ¿ q ª© R £ U � Ë§¿ q ª R £ U . Ist £ beschränkt,soistË ¿ q ª© R £ U ¥��Ë ¿ q ª R £ U/]
2.4 Sobolev-Ungleichungen

Wir beginnenmit einemwichtigenSpezialfall, derunsanvielenStellenausreichen
wird. Die BeweisedersẗarkerenFormenderSobolev-Ungleichungensindsehrtech-
nischundsindderVollständigkeit halberhier angegeben.

Satz2.4.1 Essei £ einbeschränktesGebiet.DanngibteseineKonstante�6�{� R £ U ,
die nur vomGebiet £ abhängt,sodaßfür alle Funktionen¤'�2Ë *Yq ª© R £ U , «'�&9 �0( Ï U
gilt: �
¤"� ª ¬�­
®�¯�° 1�� ¸¯ ��^8¤"� ª º T � (2.4.5)

Beweis.DerBeweiswird durchInduktionüberdieDimensiongeführt.Wir beweisen
die Aussagenur für Funktionenin �X¨© R £ U . Der allgemeineFall folgt dannausder
DichtheitdieserFunktionenundderStetigkeit derNormen,bzw. desIntegrales.Der
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Induktionsanfangbestehtdarin eine Funktion ¤Þ�ð� ¨© RCR j ( � ULU zu betrachten.Wir
wähleneinenPunkt

T © � R j ( � U mit ¤ RîT © U ��� undschreiben

¤ RîT�U � G¸GX_ ¤ µ R å U º�å0�
Insbesonderefolgt dann

� ¤ RîT�U �+1 G¸GX_ � ¤ µ R å U �7º�åX1 `¸ a � ¤ µ R å U �7º�å
Für «�� � folgt nun

`¸ a � ¤ R�T�U �7º T 1 `¸ a � ¤ µ R å U �7º�å R � ` j U �
Im allgemeinenFall ben̈otigenwir die HölderscheUngleichungausAufgabeA.2.2
Nun ist wegenderBeschr̈anktheitdesIntervalls die Funktion

� �-r � RLR j ( � UCU , wobei*ª , *� � � undesgilt

`¸ a � ¤"�7º T � `¸ a � ¤"� � º T 1��
¤"�
¬�­4� � �
¬ � �
Insbesondereist Ö×b`¸ a � ¤"�7º T ÛÜ ª 1 `¸ a � ¤Ú� ª º T � � � ª ¬ � �
Dannist woeoben � ¤ R�T�U � ª 1 Ö× `¸ a � ¤ µ R å U �7º�å ÛÜ ª
und

`¸ a � ¤"� ª º T 1 Ö× `¸ a � ¤ µ R å U �7º�å ÛÜ ª R � ` j U1 R `¸ a � ¤ µ R å U � ª º�ån� � � ª ¬ � R � ` j U �
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Dasbedeutet

Ö× `¸ a � ¤"� ª º T ÛÜ
*ª 1 �
¤ µ �
¬�­�� � �
¬ � R � ` j U *ª
� �
¤ µ �
¬ ­ R � ` j U *� R � ` j U *ª� �
¤ µ �
¬�­ R � ` j U �

Der Induktionsschrittbestehtdarin, £ � � � � * in einenQuaderc �d9 j�* ( �z*fe h ����� h 9 j0� ( �k��e h 9 j+� Ä * ( �k� Ä *Ne
einzubettenund ¤)�p�X¨© R £ U durchNull auf

c
fortzusetzen.Nun ist fürg �h9 j0� Ä * ( �m� Ä *fe ( ¤ji RîT * ( �5�5� ( T � U ��¤ RîT * ( �5�z� ( T � ( g4U ��� ¨© R c i U (

wobei c i@�d9 j�* ( �z*ke h ����� h 9 j0� ( �m��e h ; g <4�
Damit ist �
¤ i � ¬ y ®�lZm ° 1�� R c i U ��^��/¤ i � ¬ y ®3lZm ° (
wobei ^%� sichnur aufdie erstenn Variablenbezieht.

Nun sindalle Gebiete
c i gleichunddie Konstante� R c i U hängtnicht von

g
ab.

Damit gibt eseineKonstante� , dienurvomQuader9 j�* ( �z*ke h ����� h 9 j0� ( �k��e abḧangt
mit �
¤ji7� ¬ y ®�lZm ° 1��o��^��/¤ji/� ¬ y ®3lZm ° �
Die Ungleichungbleibt richtig, wennwir ^%� durch ^ ersetzen,also�
¤ji/� ¬ y ®3l m ° 1��o��^8¤ji7� ¬ y ®�l m ° �
IntegrationdieserUngleichungÜber

g
ergibt�
¤"� ¬ y ®3lá° 1��o��^8¤"� ¬ y ®3lá° �

Der Schrittvon r * auf r�ª ist eineKopiedesSchrittesin Dimension1 undsoll hier
nicht wiederholtwerden.

Definition 2.4.2 Die Ungleichung(2.4.5)wird alsPoincaŕeungleichung8 bezeichnet.

Bemerkung 2.4.3 DieBedeutungderPoincaŕeungleichungliegtdarin,daßderRaumË *Yq ª© R £ U aufgrundder Poincaŕe-Ungleichungeinezur üblichenNorm äquivalente
Norm besitzt,in der nur die Ableitungen auftreten.Dies ist für viele Schlüsseein
zentraler Gedanke.

8JulesHenri Poincaŕe (29.4.1854-17.7.1912) war ein ZeitgenosseHilberts und gilt als einerder
bedeutendstenMathematikerseinerZeit, wie auchdesJahrhunderts.Er führtetopologischeMethoden
bei der UntersuchunganalytischerProblemeeinundwurdedamit auchzu einemMitbegründerder
algebraischenTopologie.
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Satz2.4.4 Essei £ einbeschränktesGebiet,¹ £ vonderKlasse� . , ÁÌ�iÍ , «'� � ,«¦� � . Danngibt eseineZahl % © �o% © R £ ( « ( Á U undzu jedem%�� R � ( % © U eineKon-
stante� �6� R £ ( Á ( « ( % U , sodaßfür alle ¤p� �^¿ R £ U die SobolevscheUngleichung
gilt �
¤Ú� ¯¿ � *Yq ª 1p%?�
¤"� ¯¿ q ª ,ä�o�
¤Ú� ¬ ­ ®g¯�° �
Beweis.Diesfolgt sofortausØJ ½ J O ¶

¸
¯ �!} ½ ¤"� ª º T 15% ØJ Ã J O ¶ Ä *

¸
¯ � } Ã ¤"� ª º T ,ä�

¸
¯ � ¤Ú� ª º T (2.4.6)

mit %\� R � ( % © U , �6�§� R « (rqC( £ ( % U und
q � ; �0( �5�5� ( Á ` � < . Dennmit derBezeichnung�!} ¶ ¤"� ª �s[ J ½ J O ¶ � } ½ ¤"� ª gilt für % © � ÑaÒHt ¶ O�*Yq!ç!ç!ç q ¿ � * R % © R q UCU , %s� R � ( % © U und � �Ñvu�w ¶ O�*Yq!ç!ç!ç q ¿ � * R � R q ULU�
¤"� ª ¿ � *Yq ª � ¿ � *Ø ¶ O © �!} ¶ ¤"� ª 1 �!} © ¤Ú� ª , ¿ � *Ø ¶ O�* R %á�!} ¶ Ä * ¤"� ª ,ä�o�!} © ¤Ú� ª U1 %á�
¤Ú� ª ¿ q ª , RCR Á ` � U �s, � U �
¤Ú� ¬ x ®�¯=°

Mit demüblichen b�ª -Trick und einerNeuanpassungder Konstantenbekommt man
nundieBehauptung.

Wir beweisendieseAbscḧatzungdurchvollständigeInduktionundbeginnenmit
demFall

q � �0( ÁÂ�
b ( ni� � . Sei ��Ý5%8Ýcb�ªE� £�� ª , wobeihier �!£�� die Intervallänge
ist. Wir unterteilen£ in IntervallederLängers�x9 �b % y­ ( % y­ eH�
Sei
R j ( � U einesdieserTeilintervalle.Setze¼¾� ` � ay . WählePunkte

T *ê� R j ( j�,�¼ U ,T .ê� R � ` ¼ ( � U . Für ein
T *N.v� R�T * ( T . U gilt¤ R�T . U¢` ¤ R�T * UT . `¦T * ��}�¤ R�T *N. U �

Esgilt }�¤ R�T�U �§}�¤ RîT *N. U , G¸G y#x } . ¤ R�g+U º g �
Darausfolgt nun

�!}a¤ RîT�U �+1 � ¤ R�T * U ��,6� ¤ RîT . U �bÅ¼ , `¸ a � } . ¤ R�g+U � º g �
IntegrationdieserUngleichungüber

T *�� R j ( j�,�¼ U , T .v� R � ` ¼ ( � U ergibt

¼ . �!}�¤ RîT�U �41 �b `¸ a � ¤ R�g+U � º g ,ä¼ . `¸ a � } . ¤ R�g+U � º g �
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Mit derHölderschenUngleichungerhaltenwir durchPotenzieren

�!}�¤ RîT�U � ª 1 t¼ ª�Ä * `¸ a � ¤ R*g4U � ª º g ,�t�¼ ª � * `¸ a � } . ¤ R�g+U � ª º g (2.4.7)

mit tÀ�{t R « U . Man beachtedazu,daßwegen

`¸ a � � ¤ R�g4U �!º g 1 Ö× `¸ a � � º g ÛÜ
y� Ö× `¸ a � ¤ R�g4U � ª º g ÛÜ

y­ 1 R-z ¼ U y� Ö× `¸ a � ¤ R�g+U � ª º g ÛÜ
y­

undeinerentsprechendenAbscḧatzungfür ë `a �!} . ¤"� º T gilt

¼ . ª � }�¤ R�T�U � ª 1 b ª Ö×b`¸ a � ¤ R*g4U � º g ÛÜ ª ,sb ª ¼ . ª Ö×b`¸ a �!} . ¤ R*g4U �!º g ÛÜ ª1 b ª ®#* Ä x� ° ¼ ­ � `¸ a � ¤ R�g+U � ª º g ,sb ª ®Ô* Ä x� ° ¼ ­ � ¼ . ª `¸ a � } . ¤ R*g4U � ª º g �
Aus derBedingung« � * , 
 � * � � schließtman(2.4.7).Wir integrierennun(2.4.7)
bez̈uglich

T
underhalten

`¸ a �!}a¤ RîT�U � ª º T 1 t¼ ª `¸ a � ¤ RîT�U � ª º T ,ät�¼ ª `¸ a �!} . ¤ R�T�U � ª º T1 tmµ% `¸ a � ¤ R�T�U � ª º T ,�t µ % `¸ a �!} . ¤ R�T�U � ª º T �
Aufaddierenüber alle Teilintervalle ergibt dasTeilergebnis.Hier, wie im fol-

gendenbedeutengleicheKonstantennicht notwendigdasgleiche,hängenabervon
den gleichenGrößenab. Im Regelfall kann man alle gleichenKonstantendurch
die jeweils Größteersetzen.VerschiedeneKonstantenwerdeneingef̈uhrt um den
Überblick zu behalten,in welcherReihenfolgeneueKonstanteneingef̈uhrt werden
müssen.

Der nächsteSchritt bestehtdarin,Würfel mit Kantenparallelzu denKoordina-
tenachsenzu betrachten.Im wesentlichenwird dabeider gleicheTrick wiederholt,
d.h. wir betrachtenWürfel

c �{9 j�* ( �z*ke h �5�z�A9 j ¶ ( � ¶ e+�5�z�C9 j+� ( �k�|e der Kantenl̈ange r ,
wie im erstenSchritt. Dannergibt sich für einensolchenWürfel und eineKoordi-
natenparallele

T ¶ � RîT © * ( �5�z� ( T�¶ ( �5�5� ( T ©� U , wobei
T�¶

in einemIntervall der Länge r
variiert ` W¸a W �!} ¶ ¤ R�T ¶ U � ª º T�¶ 1p% ` W¸a W �!} ¶g¶ ¤ RîT ¶ U � ª º T�¶ , t µ% ` W¸a W � ¤ R�T ¶ U � ª º T�¶ �
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Integrationbez̈uglichderanderenVariablen
T D , G ¥� q

ergibt¸
l �!} ¶ ¤"� ª º T 1�t µ %

¸
l � } ¶g¶ ¤"� ª º T , t µ%

¸
l � ¤"� ª º T �

Addition derentsprechendenAusdr̈uckefür dieverschiedenenAbleitungen} ¶ ¤ und
aufaddieren̈uberdieWürfel

c
, ergibt die Gleichung(2.4.6).

Im folgendenschreibenwir �!}�}�¤"� ª für [ J ½ J O } � }�½0¤"� ª . Der Restist eineInduk-
tion über Á : für Á �|b ist die Behauptunggezeigtfür

q � � (trivial für
q ��� ).

Angenommendie Gleichungist wahrfür Á ��b ( �5�z� ( G .
Sei ~��{Á und

q ��~ ` � . Wir wendenobigesResultatfür
q � �0( Á �db auf dieR ~ ` � U –steAbleitunganunderhalten(mit %|�0b statt % )¸

¯ � } } ¤Ú� ª º T 1 % b
¸
¯ �!} }mÄ * ¤"� ª º T , �v*% � } } � * ¤Ú� ª º T �

Die Induktionsvoraussetzungfür ~8��Á (�q ��~ ` � ergibt nun¸
¯ � } } � * ¤"� ª º T 15� ¸¯ �!} } ¤"� ª º T , � .� } � *

¸
¯ � ¤"� ª º T

Setze��� (.k�=y . Damit erhaltenwir¸
¯ �!} } ¤"� ª º T 1 % b

¸
¯ �!} }mÄ * ¤Ú� ª º T , �b

¸
¯ �!} } ¤"� ª º T , �v*% � .% } � * R bÅ�v* U } � *

¸
¯ � ¤"� ª º T �

Alles in allemwird dieszu¸
¯ �!} } ¤"� ª º T 1p% ¸¯ �!} }kÄ * ¤"� ª º T , 6�v*% }

¸
¯ � ¤"� ª º T �

Diesist die Behauptungfür Á �\~�, �0(rq �\~ .
Als nächsteswollen wir denInduktionsschritt

R qL( ~ U 	 R qL( ~8, � U durchf̈uhren.
Wir schreibendie Behauptungfür

q ��~ ( Áð�\~�, � als¸
¯ �!} } ¤"� ª º T 1�� ¸¯ �!} }mÄ * ¤"� ª º T , � y� }

¸
¯ � ¤"� ª º T �

Diesergibt mit derInduktionsannahmefür allgemeines
R qC( ~ U¸

¯ �!} ¶ � ª º T 15� ¸ ¯ � } } ¤Ú� ª º T , � Y� W� õ W
¸
¯ � ¤"� ª º T (2.4.8)¸

¯ � } ¶ ¤Ú� ª º T 1L��� ¸¯ �!} }mÄ * ¤"� ª º T , � y �� }
¸
¯ � ¤"� ª º T , � Y� ¶ ;C® } � ¶ °

¸
¯ � ¤"� ª º T �
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Mit derWahl ���5% � õ W�N� y õ W ( �)�L% y�N� y õ W
ergibt sich �A� ��% und �T}2��% ��N� y õ W , � W� õ W ��% W�N� y õ W . Ist Á ��~�, � folgt daher�T}v��� WO õ W . DamithatmandieBehauptungfür

q
, Á ��~W, � .

Definition 2.4.5 (i) Der Standardkegel mit Öffnung èauw� im
� � ist die Teilmen-

ge ���� �d;C� T � T � R�T * ( �z�5� ( T � � * ( T � U � R�T µ ( T � U ( � T µ �vÝ�è ( T �X� � <@�
(ii) Der Standardkegel mit Öffnung è undHöhe ÷)uw� ist� �� q ø � � �� I ; T � � � ��� T ��Ýw÷Ð<É�

(iii) JedesBild

� � q ø���
 R � �� q ø U , wobei 
 RîT�U �d� T ,w� ( ����� R n U ( �%� � � , heißt
Kegel mit Öffnung è undHöhe ÷ . Dabeiwird � die Spitzevon

� � q ø genannt.

Definition 2.4.6 Ein Gebiet £ � � � erfüllt eine (gleichm̈aßige)Kegelbedingung
mit Kegelkonstantenèpu
� ( ÷¦u
� , falls zu jedemPunkt

T �ä£ ein Kegel

� � q ø mit
Spitzein

T
existiert,sodaß

� � q ø � £ .

Satz2.4.7(Einbettungssatz) Essei £ � � � ein Gebiet,welcheseinerKegelbedin-
gungmit Konstantenè ( ÷)us� gen̈uge. Ist ¤'�p��¿ R £ UJI Ë§¿ q ª R £ U , «'� � , ÁÌu �ª , so
gibt eseineKonstante�6�{� R è ( ÷ ( n ( « U mitALB�DG5I ¯ � ¤ RîT�U �41��o�
¤"� ¯¿ q ª �
Beweis.Wir beweisenden Satzfür «Þu � , für « � � muß man den Beweis ge-
ringfügigmodifizieren.Sei

� �p�W¨ R �Î(m� U gegebendurch� R � U � 7 � �@� �� �@1 *. �
Für festes

T �p£ führenwir im

� � q ø mit Spitze
T

Polarkoordinaten
R-� (S� U � ��h�� � � *

um
T

ein.Mit diesengilt

¤ RîT�U � ` ø¸ © ¹¹ ��� � � �÷U� ¤ R�� (r� U � º � � (2.4.9)

Man beachte,daßdie Stammfunktionvon ��S� Ç � Ç �ø ÈÊ¤ R�� (r� U È für
� � � den Wert¤ R � (r� U ��¤ R�T�U undfür

� � � denWert 0 hat.IntegrationderGleichung(2.4.9)führt
auf ¤ R�T�U � ` �� R � � U

¸��� ø¸ © ¹¹ � � � � �÷ � ¤ R-� (S� U � º � º � �
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Dabeibezeichnet
� � � RS` � ( �ÊU h RS`¢¡ . ( ¡ . U � � . die MengederWinkel, sodaß

R-� (S� U
in demKegel

� � q ø liegt. MehrmaligesAnwendenpartiellerIntegrationderFormø¸ © ¹¹ � � � � �÷ � ¤ R-� (S� U � º � � ` ø
¸
© � ¹ .¹ � . � � � �÷ � ¤ R-� (S� U � º �

führt auf

¤ R�T�U � RS` � U ¿R Á ` � U/] � R � � U
¸��� ø¸ © � ¿ � * ¹ ¿¹ � ¿ � � � �÷V� ¤ R-� (S� U � º � º � �

Mit
� ¿ � * � � ¿ � � � � � * ( � � � * º � º � �nº � undderHölderschenUngleichungscḧatzt

manab � ¤ RîT�U �41�� Ö�× ¸£ � P #
���� ¹ ¿¹ � ¿ � � � �÷U� ¤ R-� (S� U � ���� ª º � Û��Ü

y­ �
Um die HölderscheUngleichunganwendenzu könnenmuß

� ¿ � � in r � R � � q ø U sein,
 ��«Q� R « ` � U . Betrachte¸
£ � P # � ® ¿ � �5° � º T � ¸

£ � P # � ® ¿ � ��° ­­ õ y º T
� ¸� � ø¸ © � � � * � ® ¿ � �5° ­­ õ y º � º �
� � R � � U ø¸ © � . O õ í 2 ­ � . í õ y 2 . ­ õ y 2­ õ y º � �

Der Exponenthatdie FormÁ\« ` « ` n8, �« ` � � Á\« ` n« ` � ` � u ` � �
Aus derobigenBeziehungfolgt die Behauptungunmittelbar.

Definition 2.4.8 Eine Funktion �c�9£ 	 � heißtgleichm̈aßigHölder-stetig9 mit
Exponent¼ , ��Ý�¼¾1 � , falls� ��� ½ � ACBEDô P ¤¦¥ 0G�§O ý � � RîT�U¢` � R _ U �� Ta` _ � ½ ÝwÏ§�

9ErnstHölder(2.4.1901–??),derSohnvonLudwig OttoHölder, bescḧaftigtesichamAnfangsei-
nerLaufbahnmit GleichgewichtsfigurenrotierenderFlüssigkeitenundmit Himmelsmechanik.Sp̈ater
bescḧaftigteer sichvornehmlichmit VariationsmethodenundpartiellenDifferentialgleichungen.
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Satz2.4.9 Sei ¤)�p� *© R � � U , � upn . Danngilt für alle
T (k_ � � �� ¤ RîT�U¢` ¤ R _ U �� T�` _ � * � �C; � 1�� �Ø ¶ O�* �
¤ G Wk� ¬�¨C® ì�í ° �

Beweis.Setzeº8��� T�` _ � , � G �déª© R�T�U , � � � G I � ý . IntegrationderDreiecksun-
gleichungliefert die Abscḧatzung� ¤ R�T�U¢` ¤ R _ U � � R � U 1 ¸ � � ¤ R�T�U»` ¤ R l U �!º l , ¸ � � ¤ R l U¢` ¤ R _ U � º l �
Wir erhalteneineobereAbscḧatzung,indemwir dasersteIntegral über

� G unddas
zweiteüber

� ý auswerten.Wir schreiben
l R å U � T ,aå þ � GK�þ � G K . Dannist mit è%��� l `XT �

¤ R l U¢` ¤ R�T�U � �¸ © ¹¹ å ¤ R l R å UCU º�å0�
Also folgt ¸� ô � ¤ R�T�U¢` ¤ R l U � º l 1

¸� ô
�¸ ©

���� ¹¹ å ¤ R l R å ULU
���� º�å�º l �

Mit Polarkoordinaten
R�� (r� U

um
T

kanndieswie folgt abgescḧatztwerden¸� ô Ö×
�¸ ©

���� ¹ ¤¹ å
���� º�å ÛÜ è � � * º � º4è 1 º � � * ¸� ô Ö×

�¸ ©
���� ¹ ¤¹ å

���� º�å ÛÜ º � º+è
1 º � � * ¸� ô Ö× ©¸ ©

���� ¹ ¤¹ å
���� º�å ÛÜ º � º+è

1 �Xº � ¸� ô
���� ¹ ¤¹ è

���� º lè � � *
1 �Xº � Ö× ¸� ô

���� ¹ ¤¹ è
���� � º l ÛÜ y¨ Ö× ¸� ô è . y õ í 2 ¨¨ õ y º l ÛÜ ¨ õ y¨ �

Die gleicheAbscḧatzungfür daszweiteIntegralergibt

� ¤ RîT�U»` ¤ R _ U � � R � U 1�t�º � Ä * � �C; � Ö× ¸ì�í �Ø ¶ O�* �!} ¶ ¤"� � º l ÛÜ
y¨ �

Da � R � U proportionalzu º � ist, folgt dieBehauptungnachDivisiondurch� R � U .
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2.5 Einbettungss̈atze

Satz2.5.1(SobolevscherEinbettungssatz) Es sei £ � � � ein beschränktesGe-
biet,daseinerKegelbedingungmit Kegelkonstantenè ( ÷ gen̈uge. Falls ¤p� Ë DSq ª R £ U
,

G uäÁ�, �ª , sogibt eseinenRepr̈asentantenvon ¤ in �^¿ R £ U .
Beweis. :� DSq ª R £ U ist dicht in Ë DSq ª R £ U . Essei ;�¤áà/<�à I5�6� :� DSq ª R £ U eineCauchyfolge
bez̈uglich ���N� ¯D q ª . Für ¼ mit �ÿ1 � ¼9�á1dÁ gilt mit Satz2.4.7angewendetauf }�½+¤ �Ë D � J ½ J q ª R £ U ALB�D¯ � } ½ ¤áà ` } ½ ¤j«á� 	 �êÑaÒÔÓ¢ã ( � 	 Ï§�
Damit ist

� ÒüÑ%àSR ¨ ¤áà9� 6¤'����¿ R £ U .
Definition 2.5.2 (i) Esseien¬ (@­

Banachräume. Wir sagen,derBanachraum¬
ist beschr̈ankt in denBanachraum

­
eingebettet, wenn ¬ � ­

unddie Abbil-
dung �ð�T¬ 	 ­ � T [	 T beschränkt ist. � wird die Einbettungsabbildung
genannt.Wir schreiben¬ ®	 ­

.

(ii) Die Einbettungheißt kompakt, wenndie Einbettungsabbildungkompaktist
( ¬ ®j®	 ­

).

Korollar 2.5.3 Mit der Bezeichnung � ¿V R £ U für den Unterraum von � ¿ R £ U von
Funktionen,für die gilt �
¤Ú� ¿ � ØJ ½ J Ù ¿ ALBEDG5I ¯ �!} ½ ¤ R�T�U �=Ý�Ï (
hat manfür

G u{Á�, �ª einebeschränkteEinbettungË DSq ª R £ U 	 � ¿V R £ U . (Beachte,� � � ¿ macht � ¿V R £ U zumBanachraum.)

Lemma 2.5.4(VerallgemeinerteHölder’scheUngleichung) Esseien«Ð* ( �5�z� ( «°¯@u �
und [ « � *¶ � � , 
 ¶ �pr ª W R £ U . Danngilt¯± ¶ O�* 
 ¶ �pr * R £ U
und

¸
¯ � ¯± ¶ O�* 
 ¶ �!º T 1 ¯± ¶ O�* ��
 ¶ �
¬ ­ W ®�¯�°

Beweis. (Induktion über ² ) Sei [ ¯ � *¶ O�* « � *¶ � 
 � * . Dann ist

 � * ,�« � *� � � und³ � � *¶ O�* �´
 ¶ �=��r � R £ U , denn ¯ � *Ø ¶ O�* 
« ¶ � �
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und � 
 ¶ � � �pr ª W� R £ U
unddamitist (mittelsderInduktionsannahme)� � *± ¶ O�* � 
 ¶ � � ��r * R £ U
undsomitauch ����� ¯ � *± ¶ O�* 
 ¶ ����� �pr � R £ U �
Esgilt dannmit derHölder’schenUngleichung¸

¯ ¯± ¶ O�* �´
 ¶ �!º T 13� ¯ � *± ¶ O�* �´
 ¶ �#� ¬ � ®�¯�° ��
���� ¬�­ í ®�¯=° �
NachInduktionsannahmegilt dieverallgemeinerteHölderscheUngleichungfür Pro-
duktevon ² ` � -Funktionenundmanhatdaher(unterBeachtungvon [ ¯ � *¶ O�* �ª W � �
undvon � 
 ¶ � � �ir ­ W� R £ U )

Ö× ¸¯ ¯ � *± ¶ O�* � 
 ¶ � � º T ÛÜ
y� 1 Ö�× ¯ � *± ¶ O�* Ö×

¸
¯ � 
 ¶ � � ­ W� º T ÛÜ

�­ W Û��Ü
y�

1 ¯ � *± ¶ O�* ��
 ¶ � ¬ ­ W ®g¯�° �
Damit ist die verallgemeinerteHölder’scheUngleichunggezeigt.

Satz2.5.5 Essei £ � � � beschränkt.DanngiltË *Yq ª© R £ U � 7 r í ­í õ ­ R £ U «)Ýpn� R £ U «)upn»� (2.5.10)

AußerdemexistierenKonstanten�d�§� R n ( « U mit

¤)�iË *Yq ª© R £ U � ï �
¤"� ¬ í ­í õ ­ ®�¯�° 1��ÿ��}�¤"� ¬�­
®g¯�° «)ÝµnACBED ¯ � ¤ R�T�U �41��ÿ� £�� yí � y­ ��}�¤"� ¬�­
®g¯�° «)uµn¢� (2.5.11)

Beweis.Wir beweisendiesfür Funktionen¤p�2� *© R £ U undführendanndie gleichen
Grenz̈ubergängewie obendurch.Für ¤)�p� *© R £ U und

q � ; �Å( �5�5� ( n»< gilt

� ¤ R�T�U �41 ¨¸G W � } ¶ ¤"�!º T�¶ (2.5.12)
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unddaher � ¤ R�T�U � � 1 �± ¶ O�* ¨
¸
G W �!} ¶ ¤Ú� º T�¶ � (2.5.13)

Wir beweisendenSatzzun̈achstfür «�� � . Betrachtealso

� ¤ RîT�U � íí õ y 1 Ö× �± ¶ O�* ¨
¸
G W � } ¶ ¤"�!º T�¶ ÛÜ

yí õ y � (2.5.14)

Wir wollendasIntegral ¸
¯ � ¤ RîT�U � íí õ y º T

abscḧatzen.Esgilt¸
¯ � ¤ R�T�U � íí õ y º T �

¸
ì�í � ¤ R�T�U � íí õ y º T � ¨

¸
� ¨ �����

¨¸� ¨ � ¤ R�T�U � íí õ y º T *Ð�z�5�kº T �=�
Wir nutzendieszur iterativenBerechnung(perInduktion)aus:

¨¸� ¨ � ¤ RîT�U � íí õ y º T *��
¨¸� ¨ Ö×
�± ¶ O�* ¨
¸
G W �!} ¶ ¤Ú� º T�¶ ÛÜ

yí õ y º T *
1 ¨¸� ¨ Ö×

¨¸� ¨ � }�* ¤"�!º T * ÛÜ
yí õ y

� ��� �
konstantbzgl.

T *
Ö× �± ¶ OE. ¨
¸
G W �!} ¶ ¤"� º T�¶ ÛÜ

yí õ y º T *
� Ö× ¨¸� ¨ �!}�*S¤"�!º T * ÛÜ

yí õ y ¨¸� ¨
�± ¶ OE. Ö× ¨
¸
G W �!} ¶ ¤"� º T�¶ ÛÜ

yí õ y
� ��� �I ¬ í õ y ® ì ° º T *

1 Ö× ¨¸� ¨ �!}�*S¤"�!º T * ÛÜ
yí õ y �± ¶ OE. Ö× ¨

¸
� ¨
¨¸G W �!} ¶ ¤"� º T�¶ º T * ÛÜ

yí õ y �
Im letztenSchrittwurdedie verallgemeinerteHölderscheUngleichungverwendet.
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DieswarderersteSchritt in derInduktion.Wir nehmennunan,nach
G

Schritten
(für

G ��; �0( �5�5� ( n»< ) seigezeigt

¨¸� ¨ �����
¨¸� ¨ � ¤ RîT�U � íí õ y º T *��5�z�kº T D 1 Ö× ¨¸� ¨ �����

¨¸� ¨ �!}�Dm¤"�!º T DÊ�z�5�kº T * ÛÜ yí õ y
Ö× D � *± ¶ O�* ¨
¸
� ¨ �����

¨¸� ¨
¨¸� ¨ �!} ¶ ¤"� º T DÊ�5�5�Lº T * ÛÜ

yí õ y
Ö× �±¶ O�D Ä * ¨

¸
� ¨ �����

¨¸� ¨
¨¸G W �!} ¶ ¤Ú� º T�¶ º T D»�z�5�kº T * ÛÜ

yí õ y �
(2.5.15)

Nunerḧalt mandurchIntegrationbez̈uglich
T D Ä *

¨¸� ¨ �����
¨¸� ¨ � ¤ RîT�U � íí õ y º T *��5�z�mº T D�º T D Ä * 1

¨¸� ¨ Ö�× Ö×
¨¸� ¨ �5�5�

¨¸� ¨ �!}�D
¤"�!º T *?�5�5�Lº T D ÛÜ yí õ y
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Ö× D � *± ¶ O�* ¨
¸
� ¨ �����

¨¸� ¨
¨¸� ¨ �!} ¶ ¤"�!º T *��5�5�kº T D ÛÜ

yí õ y
Ö× �±¶ O�D Ä * ¨

¸
� ¨ �����

¨¸� ¨
¨¸G W � } ¶ ¤"�!º T�¶ º T *��5�z�mº T D ÛÜ

yí õ y Û��Ü º T D Ä *
1 ¨¸� ¨ Ö× Ö×

¨¸� ¨ �z�5�
¨¸� ¨ �!}�Dm¤"�!º T *��5�5�kº T D ÛÜ yí õ y

Ö× D � *± ¶ O�* ¨
¸
� ¨ �����

¨¸� ¨
¨¸� ¨ �!} ¶ ¤"�!º T *��5�5�kº T D ÛÜ

yí õ y
Ö× ¨¸� ¨ �����

¨¸� ¨
¨¸� ¨ �!}�D Ä *´¤"�!º T D Ä *Yº T *��5�z�kº T D ÛÜ yí õ y� ��� �
konstantbez.

T D Ä *Ö× �±¶ O�D Ä . ¨
¸
� ¨ �����

¨¸� ¨
¨¸G W � } ¶ ¤"�!º T�¶ º T *��5�z�mº T D ÛÜ

yí õ y Û �Ü º T D Ä *
1 Ö× ¨¸� ¨ �����

¨¸� ¨ � }¶D Ä *Y¤"�!º T *?�5�z�kº T D Ä * ÛÜ yí õ y¨¸� ¨ Ö�×
D± ¶ O�* Ö× ¨
¸
� ¨ �����

¨¸� ¨ �!} ¶ ¤"�!º T *?�5�z�kº T D ÛÜ
yí õ y

�±¶ O�D Ä . Ö× ¨
¸
� ¨ �����

¨¸� ¨
¨¸G W � } ¶ ¤"�!º T�¶ º T *��5�z�mº T D ÛÜ

yí õ y Û��Ü º T D Ä *
�
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EineerneuteAnwendungderverallgemeinertenHölderschenUngleichungergibt
(2.5.15)für

G , � . Darauserḧalt man

Ö× ¸ ¯ � ¤ R�T�U � íí õ y º T ÛÜ
í õ yí 1 Ö× �± ¶ O�*

¸
¯ �!} ¶ ¤"� º T ÛÜ

yí
1 �n

¸
¯ �Ø ¶ O�* �!} ¶ ¤Ú� º T (geom.Mittel 1 arith.Mittel)

1 �· n ��}�¤"� ¬ y ®g¯�° �
Die weiterenFälle bekommtmandurchBetrachtenvon Potenzenvon ¤ . Ist ¸�u � ,
sogilt�+� ¤"� ¹�� ¬ íí õ y ®�¯=° 1 ¸· n

¸
¯ � ¤"� ¹ � * �!}�¤"�!º T 1 ¸· n �+� ¤"� ¹ � * � ¬ ­ � ®�¯�° ��}a¤Ú�
¬�­
®g¯�° ( (2.5.16)

wobei *ª , *ª � � � ist. Wähle ¸ so,daß¸Qnn ` ��� R ¸ ` � U «« ` � ( û&�1º&��¸o� R n ` � U «n ` « R «'Ý'n U � (2.5.17)

Wegen(2.5.16)hatmandie Abscḧatzungc � �+� ¤"� ¹ � ¬ íí õ y ®�¯�°�+� ¤"� ¹ � * � ¬�­ � ®�¯�° 1 ¸· n ��}�¤"� ¬ ­ ®�¯=° �
Für denZählervon

c
ergibt sich

�+� ¤"� ¹ � ¬ íí õ y ®g¯�° � Ö× ¸¯ � ¤"� ¹ íí õ y ÛÜ
í õ yí

� Ö× ¸¯ � ¤"� í ­í õ ­ ÛÜ
í õ yí

undfür denNenner �+� ¤"� ¹ � * � ¬�­ � ®�¯�° � ù ë¯ � ¤"� ® ¹ � *H° ª � ú *<; ª �
� ù ë¯ � ¤"� ® ¹ � *H° ­­ õ y ú *<; ª �
� ù ë¯ � ¤"� í ­í õ ­ ú *<; ª � �

� �������!�������"
(2.5.18)
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Also hatmanfür
c

wegen � � *� ` *ª � � � � ª� ª die Gleichung

c � Ö× ¸¯ � ¤Ú� í ­í õ ­ ÛÜ
í õ yí � y­ � �Þ�
¤"� ¬ í ­í õ ­ ®g¯�° �

Wir bemerkenzumFall «¾u�n zun̈achst,daßfür Gebiete,die einerKegelbedin-
gunggen̈ugen,bereitsausSatz2.4.7die stetigeEinbettungvon Ë *Yq ª© R £ U nach � R £ U
folgt. Hier gehtesdarum,einevergleichbareBehauptungohneKegelbedingung(aber
für Ë *Yq ª© R £ U -Gebietezu zeigen.Für Gebietemit Kegelbedingungfolgt die Form der
AbscḧatzungauchausdemBeweisvon Satz2.4.7.

Wir kommenzumBeweis im allgemeinenFall. Essei «2u\n . Wir definierenfür¤��iË *Yq ª© R £ U eineneueFunktion�%� · n � ¤"���}�¤"� ¬�­
®�¯=° �
Fernersetzenwir voraus,daß � £��0� � ist. Danngilt�
� ¹ � ¬ í � ®�¯�° 1p¸Ú�
� ¹ � * � ¬�­ � ®�¯�°
mit n µ � nn ` � ( « µ � «« ` �
und « µ Ýµn µ und ¸pu � wie oben,dennausdemerstenTeil desBeweisesfolgt dann�
� ¹ � ¬ í � ®�¯�° 1 ù · n��}�¤"�
¬�­
®�¯�°�ú ¹ �+� ¤"� ¹ � ¬ í � ®g¯�°1 ¸ · n ¹ � * �+� ¤Ú� ¹ � * � ¬�­ � ®g¯�° ��}�¤"�
¬�­
®�¯�°��}�¤"� ¹ ¬ ­ ®�¯�°1 ¸ · n ¹ � * �+� ¤Ú� ¹ � * � ¬ ­ � ®g¯�°��}�¤"� ¹ � *¬�­
®�¯� ¸ �
� ¹ � ¬�­ � ®�¯=° �
Darausfolgt dann �
��� ¬�» í � ®g¯�° 1p¸ y» �
��� * � y»¬ . » õ y 2 ­ � ®�¯=° �
Die rechteSeitewird wegen � £��/� � durch(vgl. LemmaA.2.4)¸ y» �
�$� * � y»¬ »Q­ � ®�¯�°
nachobenabgescḧatzt.Sei �^� � �ª � u � und ¸Î��� à für ão�pÍ . Diesergibt�
��� ¬ í �½¼-¾ ®g¯�° 1L� àr¿ õ ¾ �
��� * � ¿ õ ¾¬ í �½¼-¾ õ y ®�¯�° (
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wegen ¸4«Eµ���� à «Eµ=�Ln�µÀ� à � * .
Setzezun̈achstãa� � underhalteeineAbscḧatzung�
��� ¬ í �½¼-¾ ®g¯�° 15� ¿ õ y �
��� * � ¿ õ y¬ í � ®�¯�° �

Hier kann �
��� ¬ í � ®�¯�° durch�
�$� ¬ í � ®g¯�° 1 · n��}a¤Ú� ¬�­
®g¯�° �
¤"� ¬ í � ®�¯�° 1 �· n · n��}a¤Ú� ¬�­
®g¯�° ��}�¤"� ¬ y ®�¯�°
unterVerwendungvon2.5.18abgescḧatztwerden.DawegenLemmaA.2.4��}a¤Ú� ¬ y ®�¯=°��}a¤Ú� ¬ ­ ®g¯�° 1 �
erḧalt manfür beliebigesã �
��� ¬ í � ¼ ¾ ®g¯�° 15��Á ¾ àr¿ õ ¾ �d� � (
für eineKonstante

�
. Manbeachtedie IterationderenAnfangfür ãa�§b soaussieht�
��� ¬ í � ¼ x . 0 2 15� .f¿ õ x �
��� * � ¿ õ x¬ í �1¼ ®g¯�° 15� .f¿ õ x � ¿ õ y �
��� ®Ô* � ¿ õ y ° ®Ô* � ¿ õ x °¬ í � ®g¯�°

Mit ã 	 Ï konvergiertdie linkeSeitegegen �
���
¬>Â ®�¯�° , alsoACBED¯ ��1 6� �
Damit ist ALBED¯ � ¤Ú�41 6�· n ��}�¤"�
¬�­
®g¯�° �
DurcheineKoordinatentransformationerḧalt mandasResultatauchfür Gebietemit�!£���¥� � .

2.6 Kompaktheit

Der folgendeSatzist dieGrundlagealler ÜberlegungenzurKompaktheitin Funktio-
nenr̈aumen,eineDiskussionder Voraussetzungenund einenBeweis findet manim
AnhangA SatzA.3.4.

Satz2.6.1(Ascoli10–Arzelà11) Sei £ � � � beschränkt,

� � � R £ U eineTeilmenge.
Ist

�
punktweisebeschränktundgleichgradigstetig, soist

�
relativ kompakt.

10Giulio Ascoli (20.11.1843–12.7.1896) versuchtedassogenannteDirichletschePrinzipin derVa-
riationsrechnungzu rechtfertigen.Dabei gelanges ihm, dasnachihm benannteKriterium für die
relative Kompaktheitvon Funktionenmengenzu beweisen.Durch die FortführungdieserIdeenim
Werk von ArzelàwurdedieszueinerGrundlagederFunktionalanalysis.

11CesareArzelà (6.3.1847–15.3.1912)stammtauseinfachenVerḧaltnissen.Ab 1880hatteereinen
Lehrstuhlfür Analysisan der Universiẗat Bologna.Er führteeinenBegriff der gleichm̈aßigenKon-
vergenzein undzeigtedie Stetigkeit der Grenzfunktioen,wie auchVertauschungssätzefür dasRie-
mannscheIntegral. Er verallgemeinertedasKompaktheitskriteriumvon Ascoli. DieseArbeit wurde
zumAusgangspunktvon wichtigenÜberlegungenzur Funktionalanalysis.
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(Hier bedeutetpunktweisebeschränkt: für jedes
T

ist ACBED £ � 
 R�T�U ��Ý�Ï , gleichgradig
stetigheißt:zu jedem %)un� gibt esein �)u3� , sodaßaus � TÎ` _ ��ÝÃ� und 
s� �
folgt �´
 R�T�U»` 
 R _ U �+Ýµ% .)

Satz2.6.2(Fr échet12–Kolmogorov13) Sei £ � � � offen, £ µ �W� £ . Für «)�h9 �0( Ï U
sei

� � r�ª R £ U beschränkt.Gilt: für alle %%u�� existiert ein �\uw� , �\Ý�ûEÒ#ACÓ R £ µ (m� � �£ U , sodaß �SÄ�ø�
 ` 
 �
¬�­
®�¯�� °¢Ýµ%@�&÷'� � � ( � ÷¢�4Ý�� ( �T
�� �¢(
soist

� � ¯	� relativ kompaktin r ª R £@µ U . ( Ä�ø�
 RîT�U ��
 R�T ,s÷ U ).
Satz2.6.3 Seien£ (X�

wieoben,gilt zus̈atzlich �Q%�uw� existiert £@µ �W� £ , sodaß��
 �
¬�­�®�¯ÆÅ´¯�� °¢Ý&% ( �T
p� �¢(
soist

�
relativ kompakt.

Aufgabe2.6.4 Sei Ç � r�ª R £ U beschränkt.Wir fassenjedes¤s�5Ç als auf triviale
WeisezueinerFunktion ¤'� � � fortgesetztauf. Manzeige: Ç ist genaudannrelativ
kompaktin r�ª R £ U , wenn ��Z+ø5¤ ` ¤"� ¬ ­ ® ì í ° 	 �
gleichmäßigin ¤)�ÈÇ konvergiert.

Für dennächstenSatzben̈otigenwir eineInterpolationsungleichung,die ausder
HölderschenUngleichungfolgt undzun̈achstformuliertwird.

Lemma 2.6.5 Sei £ � � � ein beschränktesGebiet,¤'��r ª R £ U , dannhatmanfür �
mit �\, R � ` � U ù �« ` �n ú � �

die folgendeUngleichung �
¤"�
¬ ­ ®g¯�° 13�
¤"�XÉ ¬ y ®g¯�° �
¤Ú� * � É¬�¨C®�¯=° (
wobei

� � � ª� � ª ist.

12MauriceReńeFréchet(2.9.1879–4.6.1973) fandin seinerDissertationdenBegriff desmetrischen
Raumesund bautedaraufein neuesabstraktesGeb̈audeauf. Er führte die Begriffe separabel und
kompaktein.Er hatteVorbehaltegegendie TheoriedernormiertenRäumevon Banachundlegtemit
seinemBegriff derAbleitungdieGrundlagendernichtlinearenFunktionalanalysis.

13Andrej NikolajewitschKolmogorov (25.4.1903–20.10.1987) begannseineberuflicheArbeit als
Schaffner, bevor er dasStudiumaufnahm.Er gilt als einerder bedeutendstenMathematiker unserer
Zeit. Von ihm wurdenichtnurdiemoderneWahrscheinlichkeitstheorieentscheidendgepr̈agt,sondern
auchin derTheoriederdynamischenSystemestammenwichtigeResultatevon ihm (KAM-Theorie).
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Beweis.

�
¤"� ¬ � ®�¯�° � Ö× ¸¯ � ¤"� � º T ÛÜ
y�

1 Ö× ¸¯ � ¤"� æ � ¤"� � �=æ º T ÛÜ
y�

1 Ç �+� ¤"� æ � ¬�Ê­�®�¯�° �+� ¤Ú� � �=æ � ¬ZÊ¨S®g¯�° È y� mit
� 6« , � 6� � �

� Ö�× Ö× ¸ ¯ � ¤"� æ/Ëª º T ÛÜ y Ê­ Ö× ¸ ¯ � ¤"� Ë� ® � �=æ ° º T ÛÜ
y Ê¨ Û��Ü
y�

� �
¤Ú�ÆÌ�¬ Ì Ê­
®�¯=° �
¤"� � õ Ì�¬ . � õ Ì 2 Ê¨ ®�¯�°� �
¤Ú� É¬ O ®�¯�° �
¤"� * � É¬ ¨ ®g¯�°
mit �o� å
 ( Á ��å 6« ( � � R 
 ` å U 6� �
Damit findetman �Á , � ` �� � åÁ 
 , 
 ` å
 � � �
�ù � 6« , � 6� ú � �
 �
Wir wählennun å , sodaß 
 ` å� ` å � n=«n ` «
erfüllt ist, dannsindalle BedingungendesLemmaserfüllt.

Satz2.6.6 Ë *Yq ª© R £ U ist für beschränktes£ � � � kompakteingebettetin

(i) r � R £ U , 
 Ý � ª� � ª und «)Ýpn ,

(ii) � R £ U , «'upn .

undesgilt �
¤"�
¬��L®�¯�° 1��ÿ�
¤"� ¯ *Yq ª 1�t R �Ø ¶ O�*
¸
¯ � } ¶ ¤"� ª U y­ �

Beweis.Wir beginnenmit einergemeinsamenVorüberlegung:sei � � Ë *Yq ª© R £ U be-
schr̈ankt und �Í('� Î+���iË *Yq ª© R £ U �á�
� ` ¤"�/Ï y P ­
®�¯=° Ý&% ( ¤'���¢Ð und

6�Í('��Ñ�( I� *© R £ U .Da � *© R £ U dicht in Ë *Yq ª© R £ U liegt, ist � � 6�Ò( . (Hier wird der Abschluß
bez̈uglich der Ë *Yq ª -Norm gebildet.)Wir müssenalsozeigen:
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(i)
6�Ò( ist relativ kompaktin � R�Ó£ U für «)upn , und

(ii)
6�Ò( ist relativ kompaktin r í ­í õ ­ R £ U für «'Ý'n .

Wir beginnenmit demerstenTeil:6�Í( ist in Ë *Yq ª© R £ U beschr̈ankt,alsogibt eseineZahl éðu{� mit �
¤"� Ï y P ­_ ®�¯�° 1�é .
Wir haben ALBED�� ¤"�+1��o�!£�� yí � y­ ��}�¤"�
¬�­
®�¯�° 1��Xé\£�� yí � y­ �
Damit ist

6�Í( punktweisebeschr̈ankt.NachSatz2.4.6ist
6�Ò( gleichgradigstetigund

damitnachdemSatzvon Ascoli-Arzel̀aSatz2.6.1kompakt.
Wir kommenzurzweitenBehauptung:
Sei � � Ë *Yq ª© R £ U beschr̈ankt (o.B.d.A. � � � *© R £ U ). Ebenfalls stellt eskeine

Beschr̈ankungderAllgemeinheitdar, anzunehmen,daß¤)��� � �
¤"� ¯ *Yq ª 1 � �
Seifür festes÷Îuw� �êøê�
;�¤áø8��¤)���X<É�
Dannist �êø � r * R £ U relativ kompakt,denn

� ¤áø R�T�U ��1 ¸J þ
J Ù�* è R l U � ¤ R�T�` l ÷ U �!º l 1§÷ � � R ACBEDÀè U �
¤"� ¬ y ®�¯�°
und

� }�¤áø R�T�U ��1{÷ � * ¸þmÙ�* �!}�è R l U �#� ¤ R�T8` ÷ l U � º l 1{÷ � � � * R ALBED%� }�è&� U �
¤Ú� ¬ y ®�¯�° �
Diesimpliziert, daß�êø beschr̈anktundgleichgradigstetigin � R £ U ist. Daherist �êø
relativ kompaktin � R £ U unddamitrelativ kompaktin r * R £ U .

Wir beweisennun, daß � relativ kompakt ist. DieserBeweis bestehtausdrei
Schritten:

(i) ¤áø ist gleichm̈aßignahean ¤ für ¤'�Ô� .

(ii) � ist total beschr̈ankt.

(iii) TotaleBeschr̈anktheitimpliziert relativeKompaktheit.
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(i) Für ¤)��� scḧatzenwir ab:

� ¤áø RîT�U¢` ¤ R�T�U �61 �������
¸
J þ
J Ù�* è R l U ¤ R�T�` l ÷ U º l ` ¤ R�T�U

�������
� �������

¸
J þ
J Ù�* R è R l U ¤ R�T�` l ÷ U"` ¤ RîT�U º l

�������1 ¸
J þ�J Ù�* è R l U � ¤ RîT�` l ÷ U ` ¤ R�T�U �!º l

1 ¸
J þ�J Ù�*

J þ
J ø¸ ©
���� ¹ � ¤ R�Ta`h� l� l � U ���� º � º l �

Insbesondereerḧalt manausderIntegrationdieserGleichung¸
¯ � ¤áø RîT�U¢` ¤ R�T�U � º T 1{÷

¸
¯ � }�¤"�!º T 1{÷��

Nun ist ¤áø gleichm̈aßig(bez̈uglich � ) nahe¤ in r * R £ U wegen�
¤ RîT�U»` ¤áø R�T�U � 1 ¸
K�þmK´Ù�* è R l U � ¤ RîT�U¢` ¤ R�Ta` l ÷ U ��º l

1 ¸
K�þmK´Ù�* è R l U

ø�K�þmK¸ © �!} � ¤ RîT�`Õ� l� l � U �!º l �
IntegrationdieserUngleichungliefert¸

¯ � ¤ RîT�U¢` ¤áø R�T�U �!º T 1{÷
¸
¯ � }�¤"�!º T 1{÷��

(ii) � ist total beschar̈ankt. Zunächstzur Definition der totalenBeschr̈anktheit:
eineMengeÖ in einemBanachraum¬ heißttotalbeschr̈ankt,wennzujedem%'u3� undeineendlicheMenge

T�¶ q � �0( �z�5� (S×
existiert, sodaß Ö � T�¶ ,ØÙ¶ O�* éÍ( R�T�¶NU gilt. Sei %�u � gegeben,wähle ÷ © u � , so daßfür ÷nÝ�÷ © und¤��Õ�3�
¤áø ` ¤"� ¬ y ®�¯�° 1\%|�0b . Außerdemsei ÷ © soklein, daßjedes¤áø , ÷pÝd÷ ©

in
� G5I�Ú éÍ(N;´. R�T�U . Danngibt es

T�¶ q � �0( �5�z� (S×
mit �vø � � éÍ(N;´. R�T�¶îU ÷wÝ�÷ ©

fest.Dannüberdeckendie éÒ( RîT�¶NU dieMenge� . Also ist � total beschr̈ankt.

(iii) TotaleBeschr̈anktheitist gleichwertigzurrelativenKompaktheit.AusderKom-
paktheitfolgt die totoaleBeschr̈anktheitunmittelbar. Die Umkehrungwird im
Anhanggezeigt,sieheSatzA.3.2 im AnhangA.
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Nun folgt die relativeKompaktheitvon � in r * R £ U ausdervon �êø sofort.
Um auf


 u � zuschließen,wendenwir die InterpolationsungleichungausLem-
ma2.6.5an,�
¤"�
¬��C®�¯=° 1 �
¤"�XÉ ¬ y ®g¯�° �
¤Ú� * � É¬ í ­fÛ . í õ ­ 2 ®g¯�° mit �\, R � ` � U�R �« ` �n U � �
 �1 �
¤"� É¬ y ®g¯�° ��}�¤"� * � É¬�­
®�¯=° �
Jedebeschr̈ankteFolgein Ë *Yq ª© R £ U entḧalt eine r * R £ U –Cauchyfolge,dieseist damit
auch r � R £ U -Cauchyfolge.

2.7 Differ enzenquotienten

Definition 2.7.1 Für ÷�¥�§� istÜ ø¶ ¤ RîT�U � ¤ R�T ,s÷�ñ ¶NU¢` ¤ R�T�U÷ (
wobei ñ ¶ der i-te Standardeinheitsvektorist, der i-te Differenzenquotient.

Lemma 2.7.2 Für ¤)�2Ë *Yq ª R £ U und £@µ �X� £ mit ÷)ÝäûEÒüASÓ R £@µ (m� � � £ U gilt für alle� 1 q 1�n Ü ø¶ ¤'�pr ª R £ µ U
undesgilt � Ü ø¶ ¤"�
¬�­
®g¯�� °»1Þ��} ¶ ¤Ú�
¬�­
®g¯�° �
Beweis.Für ¤'�p� * R £ UJI Ë *Yq ª R £ U hatmanÜ ø¶ ¤ RîT�U � ¤ R�T ,s÷�ñ ¶NU¢` ¤ R�T�U÷ � �÷ ø

¸
© } ¶ ¤ R�T * ( �z�5� ( T�¶ � * ( T�¶ , g ( T�¶ Ä * ( �z�5� ( T � U º g �

Damit folgt � Ü ø¶ ¤ RîT�U � ª 1 �÷ ø
¸
© � } ¶ ¤ R �5�5� ( T�¶ , g ( �5�5� U � ª º g �

IntegrationdieserUngleichungergibt¸
¯�� � Ü ø¶ ¤ RîT�U � ª º T 1 �÷

ø¸ ©
¸

� # ®�¯	�g° �!} ¶ ¤"� ª º T º g 1
¸
¯ �!} ¶ ¤Ú� ª º T �

Fortsetzungauf Ë *Yq ª –FunktionendurchApproximation.
Für dasnächsteLemmaben̈otigenwir die schwacheTopologieauf einemBa-

nachraum¬ .
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Definition 2.7.3 (i) Die gröbsteTopologie auf ¬ , für die jedesElement
T?V ��¬ V

stetigist, heißtschwacheTopologieauf ¬ .

(ii) Die gröbsteTopologie auf ¬ V , für die jedesElement
T VYV � Z R ¬ U stetig ist,

heißtschwach*Topologieauf ¬ V .
Esgilt derfolgendefundamentaleSatz.

Satz2.7.4 (i) Die Einheitskugel in ¬ V ist in der schwach* Topologiekompakt.

(ii) Ist ¬ reflexiv, soist die Einheitskugel schwach kompakt.

(iii) Ist ¬ separabelsokannin beidenFällenkompaktdurch folgenkompaktersetzt
werden.

Beweis.Für einenvollständigenBeweisziehemanein LehrbuchderFunktionalana-
lysis zu Rate.Wir zeigeneinenwichtigenSpezialfall: ist ¬ separabelund reflexiv,
soentḧalt jedebeschr̈ankteFolgein ¬ V eineschwach*konvergenteTeilfolge.Sei ¬
separabel,und ; _ �4<�� Iz� einebeschr̈ankteFolge in ¬ V . Da ¬ separabelist, existiert
eine abz̈ahlbaredichte Teilmenge

� � ¬ . Sei
T � eine AbzählungdieserMenge.

Dannist mit åz�X�dZ T � ;/å5� R _ D U </D I5�
für jedesn einebeschr̈anktereelleFolgeundbesitztdamiteinekonvergenteTeilfol-
ge.DurchIterationkonstruierenwir eineTeilfolge ; _ �D í ® } ° < } I5� , sodaßå ¿ R _ �D í ® } ° U fürÁ 1Ýn und ~ 	 Ï konvergiert. Betrachtedie Folge

_ �D í ®���° . NachKonstruktionist
für jedes~ÿ��Í�å } R _ �D í ®��5° U konvergent.Also hatmanfür dieFolge ; T ��<�� Iz�_ �D í ®��5° RîT ¿ U �§å ¿ R _ �D í ®��5° U 	 ¼ ¿ � � für n 	 Ï§�
Die Abbildung, die auf

�
definiert ist, und jedem

T ¿ � �
denWert ¼ ¿ zuordnet

ist beschr̈ankt. Da
� � ¬ dicht liegt, definiertdieseineAbbildung

_ �Þ¬ 	 �
die stetigundlinear ist. Faßtmannun,im reflexivenFall, ¬ mittelsder IsomorphieZ alsDualraumvon ¬ V auf, so folgt eineentsprechendeAussagefür die schwache
Konvergenzin ¬ .

Lemma 2.7.5 Ist ¤p�2r�ª R £ U für
� Ý¦«'Ý{Ï undexistiert eineKonstante

�
, sodaß

für alle ÷)u�� undjedes£ µ �X� £ mit û�ÒüACÓ R £ µ (m� � � £ U uw÷ giltÜ ø¶ ¤)�pr ª R £ µ U ( � Ü ø¶ ¤"� ¬�­
®�¯	�g° 1 � (
soexistiert dieschwacheAbleitung} ¶ ¤ undesgilt��} ¶ ¤Ú� ¬�­�®g¯�° 1 � �
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Beweis.Da beschr̈ankteMengenin r ª R £@µ U schwachkompaktsind( r ª R £@µ U ist refle-
xiv), gibt eseineFolge ÷ ¿ 	 � undein �ÿ�2r�ª R £ U , �
���
¬�­
®�¯�° 1 �

, sodaßfür jedes·¾�p� *© R £ U gilt
¸
¯ · Ü ø O¶ ¤�º T 	 ¸¯ ·»��º T �

Für ÷)ÝäûEÒüASÓ R ALBEDEDv· ( ¹ £ U folgt¸
¯ · Ü ø O¶ ¤?º T 	 ` ¸¯ ¤?} ¶ ·¢º T �

Darausfolgt nun
¸
¯ ·»��º T � `

¸
¯ ¤?} ¶ ·»º T �

Also ist �\�§} ¶ ¤ .
2.8 Randwerte

Lemma 2.8.1 Ist ¤��iË ¿ q ª© R £ UCI ��¿ � * R £ U , ¹ £§����¿ , sogilt für �!¼9�/�{� ( �5�z� ( Á ` �¹ ½+¤¹ T ½ �{�
auf ¹ £ .

Beweis.Wir betrachtendenFall Á � � , derRestist eineInduktion.Sei
T © � ¹ £ , =

eineUmgebungvon
T © . Für = I ¹ £ gibt eseineFunktion ÷ , sodaß(o.B.d.A.)T �X�c÷ RîT * ( �5�5� ( T � � * U

und = I £��6; R�T * ( �z�5� ( T � U � T ��u�÷ R�T * ( �z�5� ( T � � * U <
ist. Betrachteß RîT�U � _ gegebendurch_ ¶ � T�¶ (�q � �0( �z�5� ( n ` �Å( (2.8.19)_ � � T � ` ÷ RîT * ( �5�5� ( T � � * U � (2.8.20)

Wir betrachtenzun̈achstdenFall ¤ R�T © U �â� und ¤§�§� * R £ U . BetrachteeinenZy-
linder Ç derHöhe ÷ undeinerKreisscheibeum

_ © mit Radius� in
_ * ( �5�5� (L_ � � * als

Boden.DefiniereeineFunktion � durch � R _ U ��¤ R ß � * R _ ULU . Dannfolgt

� � R _ U � . 1 Ö× ý í¸ ©
���� ¹ �¹ _ �

���� º _ � ÛÜ . 1{÷ ý í¸ ©
���� ¹ �¹ _ �

���� . º _ ���
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Insbesonderehatman
¸
à � ��� . º _ 1{÷ .

¸
à ���� ¹ �¹ _ �

���� . º _ �
Darausfolgt

¸
á õ y ® à ° � ¤"� . º T 1���÷ .

¸
á õ y ® à ° �Ø ¶ O�*

���� ¹ ¤¹ T�¶
���� . º T � (2.8.21)

Ist nun ¤'�iË ¿ q ª© R £ U , soexistierteineFolge ;�¤áà7<�à Iz��� �W¨© R £ U mit¤áà 	 ¤ in Ë ¿ q ª R £ U
für ã 	 Ï . Da (2.8.21)für jedes¤áà gilt, hatman(2.8.21)auchfür ¤ .

Darausfolgt nun �÷
¸
à � � R _ U � . º _ 1��X÷

¸
á õ y ® à ° �Ø ¶ O�*

���� ¹ ¤¹ T�¶
���� . º T �

Da � stetigist, folgt mit ÷ 	 � , daß � R _ U �§� auf derKreisscheibemit Radius� ist,
also ¤ R�T © U ��� . Da

T © beliebigin ¹ £ gewählt ist, folgt derSatz.

Korollar 2.8.2 Ist «pu�n , ¹ £ vonder Klasse� * und ¤p�¦Ë *Yq ª© R £ U , soist ¤)�c� auf¹ £ .

Beweis.Esfolgt sofort,daß¤'�i� R £ U . Diesimpliziert die Behauptung.
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