Kapitel 2

Soboles—Raume

2.1 Funktionalanalytische Vorbemerkungen

Wir wiederholereinigeDefinitionenund Satzeausder FunktionalanalysiswVir wer-
dendazukeine Beweiseangebendiesekdnnenin jedemLehrlbuch der Funktional-
analysisgefunderwerden.

In diesemAbschnittsei V' ein (reell) linearerVektorraum.

Definition 2.1.1 V heiBtein Banachraurh falls eseine Abbildung(Norm) |||y :
V — IR gibt mit

@) llvlly >0vv e V;

(i) |lv|ly = 0 genaudann,wennv = 0;
(i) [[Mvlly = [M|lv]lv VA€ R, v € V;

(V) ||lv1 + v2llv < f|villv + [|va|lv Yvi,ve € V.

(v) Beziglich derdurch dieseNorminduziertenMetrik ist V' vollstandig

Definition 2.1.2 Ein Banadraum heil3t separabelfalls es eine abzhlbare dichte
Teilmenge gibt.

Lemma 2.1.3 Die Menge aller linearen, stetigen Abbildungen
[:V—=>R
ist nicht {0} undbildetmitder Norm

121

ve=_ sup |i(z)]
{weV | llallv=1}

einenBanathraumV*.

1StefanBanach(30.3.1892-31.8.945) polnischeMathematiler. Er war der Begriinderder Theo-
rie linearer normierterRaumeund ihren linearenAbbildungen.SeineArbeiten sind die Grundlage
der modernerFunktionalanalysisEr und seineSchiler zeigtenviele Anwendungerder Funktional-
analysisauf.
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Beweis.Folgt ausdenSatzenvon Hahr? undBanach. a

Definition 2.1.4 (i) EsseiV einBanatiraum.Der RaumV* heil3tDualraumvon
V. Der bidualeRaumV** ist definiertals

V= (V)
(i) Die AbbildungJ : V — V** : v — v™ mit
v (w) = w(v) Vw € V*
heil3tkanonischdnklusion
(iii) Istdie kanonistielnklusionein IsomorphismussonenntmanV’ reflexiv.

Satz2.1.5 DirekteProdukteund abgesdlossendJnterraumereflexiver Raumesind
reflexiv.

Bemerkung 2.1.6 Die Reflivitatist entstieidendoeider Frage nach der Kompaki-
heitvonbestiranktenMengenin der sagenannterschwad-*-Topologie.

Ein Spezialéll reflexiver Raumesind Hilbertraumé.

Definition 2.1.7 Ein reellerBanadhraumV hei3tHilbertraumwennfir je zweiEle-
menter,y € V qilt

Iz + yllv + llz = ylly, = 2(lz[I7, + lylly,) Parallelogrammungleibung

Diese Bedingungist aquivalent zur ExistenzeinesSkalarproduktesd.h. einer
Abbildung{(., .}y : V x V — R mit

() (az,y)v =alz,y)v Vr,y €V, a € R
(i) (x+y,2)v =(z,2)v + (y, 2)v
(i) (z,y)v = (y,2)v
(iv) (z,z)v = [lz[f}-

Lemma 2.1.8 JederHilbertraumist refleiv.

2HansHahn(27.9.1879-24.71.934) formulierteunabliangigvon BanachdenBegriff desnormier
tenlinearenRaumesaund zeigtezwei Jahrevor BanachFortsetzungsizefir stetigelineareFunktio-
nale.

3David Hilbert (23.1.1862-14.2.943) begannseinemathematisch&arrieremit Untersuchungen
zur Invariantentheoriekr gilt als einerder universalsterMathematiler seinerZeit und arbeiteteauf
praktischallen Gebieterder Mathematikund dermathematischeRhysik.Dabeihater mehriachwe-
sentlicheneueEntwicklungenangebahntEr war einerder Hauptwertreterder mathematischehogik
undderaxiomatischemBegriindungen.
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Beweis.Leicht nachzupiifen! U

Definition 2.1.9 EsseienV; , reelleBanadraume Einelineare AbbildungL : V; —
V5 heil3tbeschankt falls eseineKonstantec > 0 gibt, sodalfur jedesv € V; qilt:

[1Lo]lv, < cl[vllvs-
Danngilt folgendesinfacheLemma.

Lemma 2.1.10 Ein linearer Opemator L : V; — V; ist genaudannstetig wenner
bestranktist.

Im Geggensatzlazuist derfolgendeSatznichttrivial. Beweisefindetmanin Buchern
UberFunktionalanalysis.

Satz2.1.11(Banach) EsseiL : V; — V; ein besdirankterlinearer Openator. Ist L
surjektiy soist L offen,d.h.Bilder offenerMengenunter L sind offen.

Eine weiterewichtige Klassebilden die sogenannteabgeschlossenebperato-
ren.Im folgendensei L : V; — V4 nicht notwendiguberall definiert, mit D(L)
bezeichnenvir denDefinitionsbereich.

Definition 2.1.12 Essei L : V; — V5 einlinearer Operator. L heildstabgeschlossen
wennder Graph G(L) = {(v,Lv) | v € V'} ein abgesdlossenerUnterraumvon
Vi x Vs, ist.

Man beachtegal}
() kartesisché’roduktevon BanachaumerwiederBanachaumesind.
(i) Unterraumevon Banachaumennicht notwendigabgeschlossesind.
Esqgibt ein einfacheXKriterium frr die AbgeschlossenhegtinesOperators.

Lemma2.1.13 Ein Openator L : V; — V; ist genaudann abgesdlossenwenn
fur jede konvergenteFolge {v, }new € D(L) mit v, — v fur die auch {Lv, }nen
korvergentist (gegenein Elementw € V3), gilt

(i) v e D(L)
(i) Lv = w.

Beweis.Nachrechnen! [l
Fur lineareOperatorersind Spektrumund Resohentenmengewei wesentlicheBe-
griffe.

Lemma2.1.14 EsseiV einreellerBanatraum,dannwird V' @ V mit der Multi-
plikation

Cx(VeV)=(VeV): (a+ibv,w)— (av — bw,aw + bv)

zumkomplecen\Vektorraum.
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Definition 2.1.15 Fir einenreellenVektorraumV nennerwir V@&V mitderin Lem-
ma2.1.14komplexenStrukturdie KomplexifizierungV'® vonV. Fir (v, w) schreiben
wir auch v + iw.

Bemerkung 2.1.16 Opetatoren L auf V' werdenin natirlicher WeisezuOperatoren
aufVe:
L(v,w) = (Lv, Lw) = Lv 4+ iLw.

Esqilt:

(i) L ist aufdemkomplexenRaumV'® genaudannbeshrankt, wenndiesaufV/
gilt.

(i) L istaufdemkomplexenRaumV'® genaudannabgesdlossenwenndiesauf
V gilt.

(iii) DasBild von L ist genaudanndichtin V¢, wenndiesfur L aufV gilt.

Die Bggrindungdieserdrei Aussaenist sehreinfad!

Definition 2.1.17 EsseiV einBanatiraum,V © die KompleifizierungundL : V —
V einabgesdlossenerinearer Opemtor. Wir fassenl als Operator L : V€ — V€
auf.

() EinekomplexeZahl z € C hei3tEigenwertvon L, falls L — z1 nicht injektiv
ist. F(L) seidie Mengealler Eigenwertevon L.

(i) EinekompleeZahlz € C liegtim kontinuierlicherSpektrumwofur wir 7'(L)
schreiben,wennL — z1 injektivist, einin V¢ dichtesBild hatunddie inverse
Abbildungnicht besdiranktist.

(i) EinekompleeZahlz € C liegtim Residualspektrunk(L) von L, falls L — z1
injektivunddasBild nicht dicht liegt.

(iv) DasSpektrumvon L wird mit (L) bezeitinetundist definiertdurch

$(L) = B(L)UT(L) U R(L).

(v) Die Resohentenmengest daskomplementesSpektrumsn C, also

P(L) = C\ (L)

Bemerkung 2.1.18 Mit denSatzender Funktionalanalysidbeweistman,dal’die so
definierteResolventenmerg’ (L) geradedie Menge der z € C ist, fur die (21 —
L)™' : V — V existiertundstetigist.

Definition 2.1.19 (i) Ein bestirankter linearer Operator L heildstkompaki falls
dasBild bestirankterMengenrelativ kompaktist.
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(i) AufderResolventenmerd(L) definieenwir die Funktion

R(,L): P(L) = L(VE,V®) 1z (L — 21)7"
undnennerdiesedie Resol\entevon L.
(iii) Ein Operator L hatkompakteResolhente wennfir z € P(L) gilt
(L — z1)~" ist kompakt.

Bemerkung 2.1.20 Die Funktion R ist holomorph Dieser Satwverhalterlaubt es
Hilfsmittel ausder FunktionentheorieumStudiumvon Operatoren heranzuziehen.
DieseMethodersindsehrwichtig, konnenaberandieserStellenicht vertieftwerden.

Bemerkung 2.1.21 Die Resolventast entwederfur alle oder fur kein z € P(L)
kompakt.DieseAussaye folgt ausder sogenannterResolentengleichung

R(z1,L) — R(z9, L) = ()R(z1, L)R(29, L).
Aufgabe2.1.22 Man beweisedie Resolventengleiing
R(Zl, L) — R(ZQ, L) = (ZQ - Zl)R(Z1, L)R(ZQ, L)

Satz2.1.23 SeiV ein unendlih dimensionaleBanatcraumund L : V — V ein
linearer Operator.

(i) IstL kompaktsoist0 € (L). Dasweitere Spektrunbestehtur aushdchstens
abzhlbar vielenEigenwertendie sich hochstensbei 0 haufen.

(i) Hat L einekompakteResolventesobesteht:(L) ausabzhlbar vielenEigen-
werten,die sich im Endlichennicht haufen.

Beweis.SieheBuicheriiberFunktionalanalysisz.B. HIRZEBRUCH& SCHARLAU[6],
ALT [1], WERNER [11] oderdasSkript zur VorlesungausdemSS2000. 0

2.2 SchwacheAbleitungen

Gegebenseiein Gebiet(2 ¢ IR". Der Trager einerstetigenFunktions : 2 — IR ist
gegebendurch

suppu = {x € Q | u # 0}.

Mit C§°(2) bezeichnemwir die Mengeder C*°—Funktionermit kompaktemTrager
Wie Ublich stehtL?(Q2) fur denRaumderFunktionenderenBetragzur p—tenPotenz
integrierbarist, mit deriiblichenNorm, welchewir mit ||u|| .»(o) bezeichnenL;,,(€2)

stehtfur denRaumaller meR3barerFunktionent) — IR, sodaBu € L'(Q) fur jedes
Q' cc Q. Wir nennerdiesenRaumdenRaumder lokal integrierbaren Funktionen
Dabeisteht)’ cc 2 dafur, daRder Abschluvon 2’ einekompakteTeilmengevon

Q ist.



32 KAPITEL 2. SOBOLEVV\RAUME

Definition 2.2.1 Esseiu einelokal integrierbare Funktionauf(2.
(a) Die lokal integrierbare Funktionv heif3tdie schwacheAbleitungvonu nac
z;, falls fur alle ¢ € C§°(92) gilt

/uagodx:—/vcpdx.
o O Q

(b) Ist einMultiindex, v lokal integrierbar, sosagenwir v = D“u im schwachen
Sinn falls fur alle ¢ € C§°(2) gilt

/uDagpdxz (—1)|a/vgod:v.
Q Q

Aufgabe2.2.2 Man zeige, daBeine Funktionu € C™(Q) fur || < m schwade
Ableitungen D*u besitztund dal3 diesemit denklassistien Ableitungen zusammen
fallen.

Lemma 2.2.3 Besitztdie lokal integrierbare Funktion » eine schwade Ableitung
Dy und D*u wiederumeine schwace Ableitung D?(D%u), so hat u audh eine
schwade Ableitungder Form D*+#y undesgilt D™y = D (D).

Beweis.Seip € C§°(€2). Dannfolgt

/ wD%pdz = (=1 / (D®) pda

Q Q

Iste) € C5°(52) undschreiberwir DAy = ¢, sofolgt

/ (D) pdx = / (D) (DP) dz = (—1)” / DP(D%u)epda

Q Q Q

undinsgesamt

/uDa+’3wdx = (—1)|“+ﬂ/D’B(Dau)¢daz
Q

Q

Definition 2.2.4 Mit W™?(Q2) wedefur m € IN und1 < p < oo derRaum
WmP(Q) ={u € LP(Q) | Vamit || <m Jv e LP(Q), sodalBv = D}

bezeitinet. W™ (Q) heiRtSoboleraunt.

4Segej Lwowitsch Soboler (6.10.1908-3.1.189) erkannteaufgrundvon physikalischeriberle-
gungendalessinnvoll ist denLdsungsbariff fur partielle Differentialgleichungemabzuschwiichen.
Spaterkonnteer dieseverallgmeinerte 6sungerals Funktionaleinterpretiererund schufdamitdie
GrundlagalerTheoriederDistributionen.Er war damitderWegbereiteffiir denGebraucHunktional-
analytischeMethodenin derTheoriepartiellerDifferentialgleichungerDiesesindheuteauchausder
Numerik partieller Differentialgleichungemicht mehrwegzudenlen. Auch fir dieseEntwicklungen
legte er denGrundsteirin einerArbeit mit W. I. Smirnov
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Satz2.2.5 (i) W™P(Q) ist fur jedesm € IN undjedesl < p < oo ein Banah-
raummit Norm

lullm (Z ||D‘XU|LP(Q) : (2.2.1)

|a|<m

(Fur p = oo betrachtet man die Summeder L*°-Normen).Fir p < oo ist
dieserBanahraumsepanbel.

(i) Furp e (1,00) istW™P(Q) reflexiv.
(i) Furp = 2istW™?(Q) ein Hilbertraum.Dieserwird mit H™(£2) bezeitinet.
Beweis.

(i) Die Eigenschaftereiner Norm sind fur (2.2.1) leicht nachzupiifen. Als ein-
zigesbleibt die Vollstandigleit zu beveisen.Dazusei{u, },exw C LP(2) ei-
ne Cauchy—Blgem-fachschwachdifferenzierbareFunktionenpeziglichder
Norm (2.2.1).Fernerseiu$ = D%u,. Dannist u¢ fur jedesa eine Cauchy—
Folgein L?(2). Esexistiertalsoeinu® € L?(2) mit u% — u*. Fur jedesy, «

gilt aber
/uﬁgpdx: (—1)|a|/u,,Dag0dx.
0 Q

Durch GrenzibegangaufbeidenSeitenerhéalt mandaserwiinschteResultat.

(i) Wir zeigennun,dalBW™?(Q) fur p < oo separabeist. Seis die Anzahlder
Multiindizes|«| < m. Dannkdonnenwir W™2(Q) alsUnterraumvon (L?(2))?
auffasserdurch

w— (u, DOO-0q Dy, . ).

Y

Auf dieseWeisewird W™ (1) zumabgeschlossendinterraurmvon (LP(£2))°.
Daletztererseparabeist, gilt diesauchfur W™ ().

(i) Dafurl < p < oo LP(Q) reflexiv ist, gilt diesauchfur (LP(€2))® und damit
auchfir desserabgeschlossengnteriaume.

(iv) DasistKklar.

2.3 Approximation durch glatte Funktionen

Definition 2.3.1 EineGlattungsfunktior{engl. mollifier) isteineFunktionp € C*(R™, R)
mit

(i) p=0auBerhalbB;(0) = {z € R" | ||z|| < 1}.
(i)) [gnop(z)dz =1.
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(iii) p> 0.
Beispiel2.3.2
(e = { ce (7). <1

0, ]l = 1
ist eineGlattungsfunktionfalls ¢ > 0 sogewahlt wird, daf}

/n pe(z)dr = 1.

Definition 2.3.3 Fur v € L}, (), h > 0 undeineGlattungsfunktiorp ist

loc

@) = g5 [ (552 ) utway

die Regularisierungvonu. Dieseist fur alle z € Q mit
h < dist(z, R"™ \ )

definiert.

Bemerkung 2.3.4 Furalle Q' cC Qistu, = Jyu € C*(Q), sofernh < dist(Q', R™\
Q).

Lemma2.3.5Istu € C(Q2), sokorvemiert u, — u gleichmaRig auf jedemKom-
paktumQ' ccC Q.

Beweis.Mit der Substitution

wird uy, zu

up(z) = % / p<x;y>u(y)dy

lz—y|<h
= / p(z)u(x — zh)dz.
2|<1
Dahergilt fur Q' cC Q mit 2h < dist(Q', R™ \ )
sup |up(x) — u(z)| < sup / p(2) |u(z — zh) — u(x)| dz
QI

Q'
12<1

< sup sup |u(z) — u(x — zh)]|.
Q' |z|<1

Man beachtedabeidalf p&)u(x)dz = u(z).
Dau aufdemKompaktum2” mit
Q" ={z e R" | dist(z,Q') < h}
gleichmaligstetigist, folgt die Behauptung. [l
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Lemma2.3.6 Esseil < p < co. Istu € L?(Q) oderu € LY (£2), sokorvemiert uy,

fur h — 0 gegenu im Sinneder Konvergenzin L?(Q2) beziehungsweida L7 (Q).

(Korvergenzin L (§2) bedeutet

loc

p (9] PO
U, L%) U = Uy, PO v cc )

Beweis.Wir bewveisenden Satzfir 1 < p < oo, die Modifikationenfur den Fall
p = 1 sind nahezuoffensichtlich (beachte:p ist beschankt). Sei Q' cc € mit
dist(Q', R™ \ Q) > 2h. Wir setzen

Q" ={z e R" | dist(z, )} < h

undzeigenzumachst

lun|| ey < lJul| Lo

Fur die nachsteUmformungberdtigenwir die Holder'sche Ungleichung®, sie
besagtdalfur Zahlenp, ¢ > 1, mit >+ = 1 undFunktionenf € LP(Q), g € LU(Q2)
gilt

/}uM@stnﬁmmmmmm-
Q

Wir wendendiesean, auf

u(@)P < /p@ww—sz

z|<1

_ / o(2)"5 o(2)lu(z — 2h)|dz
—

-~

2|<1 €La(B(0)) €L?(B1(0)) 3 (2.3.2)
p—1
< /pww /’p@mu—mww
d< [2]<1
< [ ot s
|z|<1 /

SLudwig Otto Holder (22.12.1859-29.8937) arbeitetean den UniversititenGottingen, Tiibin-
genund Konigsbeg. Er trug zu vielen Gebietender Mathematikbei, im Mittelpunkt seinesWerkes
stehtdie Algebramit UntersuchungemspeziellerGruppen.In der Analysis stammenu.a. Arbeiten
zur Potentialtheorieind ein SatziiberdasVerhaltenholomorpherunktionenin der Nahewesentli-
cherSingularititenvon ihm. In der Mechanikfiihrteer dasHamiltonschePrinzip fur nichtholonome
Zwangsbedingungesin.
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Also ist
/\uh(x)|pdx < / ( N lu(z — zh)\’kix) p(z)dz

|z|<1

< / |u|Pdx

B ()
unddamit
| Jhull ooy < llullzear)-

Wir findenzue > 0 einestetigeFunktionw mit

||’U, - ’(U“Lp(QN) <eE.
Fur eingeeignetes > 0 hatmanmit Lemma2.3.5flr die Glattungvon w

||w — u}h”Lp(Q/) <e.
Alles in allememibt sich

||U—Uh||Lp(Q’) < HU—W||LP(Q'L+UM—wh”Lp(Q’l‘{’HUJh—Uh”LP(Q’)

<e <e
< 2e + ||wp — up|| Loy < 3e.

~—
<llw—ullLp(qrmy<e

Um dieRichtigkeit desSatzedeziglichderKonvergenzin L?(2) zuschlieRenwen-
denwir dasErgebnisauf L] (IR™) an.Wir beachterdabei,dadie triviale Fortset-
zungeinerFunktionu € L?(2) durch

- u(z), x€Q
=1 0, zeR"\Q
in LY

e (R™) liegt. O

Satz2.3.7 Esseienu,v € L} (©2) mitv = D*u. Dannkorvemiert u;, gegenu und

D*(uy) gegenv in Sinneder Korvergenzvon LY, (2).

o (552) = 0o (55
Do Juu(z) = h- /Da (‘”; )u(y)dy

- ol

= JhU.

Beweis.Wegen

gilt

Wie bereitsin Lemmaz2.3.6gezeigtkorvemgiert J,v — v. a
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Definition 2.3.8 Seienm € IN, p € [1,00) undQ c R™ ein Gebiet.Mit C™?(Q)
C™(Q2) bezeibinenwir die Teilmeng mit

1/p

lellg, = | 3 [ 10oupds | <o

la|<m g

Bemerkung 2.3.9 C™#(Q) isteinnormierterlinearer Raumderjedod nichtvollstandig
ist.

Satz2.3.10(Meyers® und Serrin?(1964)) Die VervollstindigungvonC™?(2) bediglich
derNorml| - ||72  istW™2(Q).

Im Beweisberbtigenwir die sogenanntartition der Eins, einwichtigesHilfsmittel
dermodernerAnalysis.

Satz2.3.11 EsseiQ C IR” offenund{U,},c; eineoffeneUberedungvon). Dann
existiert eineFamilie vonFunktioneny; € Cg°(€2, R), sodaf’

(i) suppy; C U, furein(j) € J,

(i) furallejisty; >0,

(iii) fur alle z € Q2 qilt
D i(z) =1, (2.3.3)
j=1

(iv) zujedemz € Q existierteineoffeneUmgelungU, sodal3nur fur endlich viele

jeEN
supp(g;) NU # 0. (2.3.4)

Man beadite dalRdie Summen (2.3.3)wegender Bedingund2.3.4)fur jedesr € Q2
endlidhist.

Beweisvon Satz2.3.10.Essindzwei Richtungereu zeigen:

IR

(i) Cm2(Q) " C Wme(Q),

5N. G. Meyersist ProfessoanderUniversityof Minnesotan Minneapolis SeineArbeitenbetref-
fenvornehmlichelliptischeDifferentialgleichungen

"JamesSerrinist emeritiertetProfessoander University of Minnesotain Minneapolis Er hatAr-
beitenzu vielen AspektenpartiellerDifferentialgleichungennd derenAnwendungerspeziellin der
Mechanikund HydrodynamikgeschrieberkEr war fur viele Jahreeinerder HerausgebetdesArchive
for rationalmechanicandanalysis ginerderfiihrenderZeitschriftenauf diesemGebiet.
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(Rt

@iy Wme(Q) c Cme(Q)

(i) Wir zeigen,ausu € C™» (9 )|| s folgt u € W™P(Q) . Zu zeigenist, daRjede
Cauchyfolgan C™» (1) eineindeutigeinemElementin W™ ((2) entsprichtZur Er-
innerung:die Verwllstandigungist als Mengevon Aquivalenzklasseron Cauchy-
folgendefiniert.Die Abbildung

T:C™P(Q) - W™P(Q) :u—u
ist linear und stetig (Norm < 1). Also folgt aus{u,},en € C™2(R) ist Cauchy-
folge, daRauch{Tu,},ex C W™P(Q) eine CauchyfolgeSeiu € Cm»(Q)

: . . = [R[ES o .
ein RepasentaneinesElementesn Cm#(Q) ", so existiertv € W™2(Q) mit
v =€, 00 Uy,. DieserGrenzwerist nichtvon derWahldesRep&asentantenaldmgig.

Setze

(R[S

Tu = v,

in W™P(Q2). DieseZuordnunghatalle erforderlicherEigenschafteriStetigleit und
Injektivitat).

(i) Seiu € W™P(Q) gegeben,seic > 0 fest. Wir betrachtereine Uberdeckung
{0}, d.h.Q = U2, Q, mit denzusatzlichenEigenschaften,

(i) Q, cc Q41 und

(i) Q = Qo \ Q, ist eine offene Uberdeckungron Q. (Man weisenach,daf
einesolcheUberdeckungexistiert!)

BeachtedaRjedesz € Q in maximal zwei ElementendieserUberdeckung{Q},
liegt. Im weiterenbetrachterwir nur dieseUberdeckung{Q},. Nun sei {¢;};cn
einedieserUberdeckungsubordinierteTeilungderEins,d.h.supp v; C 2,12\ Q;.
Betrachtenunw ¢; mit supp u¢; C Q42 \ Q;. Jededer Funktionenu 1; hatm
schwacheAbleitungen Fur geriigendkleinesh; = h;(e) hat

w; = Jp, (us)
denTrager L
supp w; C Qi3 \ Qi 1
undesgilt
i = wilf < -
Setzew = ) w;. w istin C*°(Q2), undesgilt

Daw:ZDawi = ZDO‘ w; — U ;) —I—ZDO‘ u ;)

= ZD“ i — ui;) + Du.
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Fur jedesx € ) sindin der Summerechtshochstengndlichviele Termenicht null
(mit gleicherobererSchranie, namlich4). Deshalbfolgt fur (0 < |a| < m)

Yw — Do‘u—ZDO‘ w; — uY;)

unddaher

1D%w = Dulliay < 3 I1D%(wi = uh)llusie)

IN

Daheristu € Cm»(Q) Iz, 0

Tatsachlichhabenwir gezeigt,daR3iV™?(€2) im Abschlu3(beiglich der Norm
|-I5.,) der Teilmengeder Funktionenvon C*(9) ist, derenl].||;, ,—Normendlich
ist.

Definition 2.3.12 W™"?(12) istder AbsdluBvonCge°(£2) bediglich der||.||5, ,—Norm,
entspedendH* () = W*(Q).

Bemerkung 2.3.13 W;"*(Q) ¢ W™P(Q). Ist 2 bestirankt,soist

Wi () # WP ()!

2.4 Sobolev-Ungleichungen

Wir beginnenmit einemwichtigenSpezialéll, derunsanvielen Stellenausreichen
wird. Die Beweiseder starkerenFormender Sobole/-Ungleichungersindsehrtech-
nischundsindderVollstandigleit halberhier angegeben.

Satz2.4.1 Esseif) einbestiranktesGebiet Danngibt eseineKonstantel = C(12),
die nur vomGebiet() abhangt, so daRfir alle Funktionenu € W, (Q), p € [1, o)

gilt:
ull? ey < C/||Vu||p da. (2.4.5)
Beweis.Der Beweiswird durchinduktiontiberdie Dimensiongefuhrt. Wir beveisen

die Aussagenur fur Funktionenin C§°(€2). Der allgemeineFall folgt dannausder
DichtheitdieserFunktionenundder Stetigleit derNormen,bzw. desintegrales.Der
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Induktionsanéing bestehtdarin eine Funktionu € C§°((a, b)) zu betrachtenWir
wahleneinenPunktzy € (a,b) mit u(xy) = 0 undschreiben

Insbesonderéolgt dann

ju(=)] Sj\ﬂ'(S)\ dsﬁ/bIU’(S)\ ds

Furp = 1 folgt nun

/b\u(x)| dr < /b|u'(s)| ds(b— a).

Im allgemeinerFall berdtigenwir die HolderschdJngleichungausAufgabeA.2.2
Nun ist wegender BeschanktheitdeslIntervalls die Funktion1 € L((a, b)), wobei
1+ 1 =1undesgil

b b
/|u| di = / w1 dz < [[ullel[1]]5e.
a a

b p b
( / u dx> < / up dal1],.

a a

Insbesonderesst
Dannist woeoben

und

/b|u‘1’ dr < (/bu'(s)|ds)p(b—a)

< ([ WP ds 1l - a)

a
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Dasbedeutet

b
1
Jurds) < e - o

a
1

= (b~ )i (b— )
= [l (b a).

Der Induktionsschritbestehtarin,2 ¢ R ! in einenQuader

Q = [ala bl] XX [a’nabﬂ] X [an—l—l;bn—H]

einzubetterundu € C§°(Q2) durchNull auf @ fortzusetzenNunist fur

€€ [any1, bni1], v (1, .. z) = u(d, ..., 20,8) € CF(QF),
wobei
Q° = [ar, bi] X -+ X [an, ba] x {&}.
Damitist
[0t 21 gey < C(Q)IIVau|lLi(gs),
wobeiV,, sichnuraufdie erstenn Variablenbezieht.

Nun sind alle GebieteQ¢ gleichund die Konstante”' (Q¢) hangtnicht von ¢ ab
Damit gibt eseineKonstante”, die nurvom Quadera;, b;] X - - - X [ay, b,] abFangt
mit

[u]l11(gey < ClIVaublLiqe)-
Die Ungleichungbleibtrichtig, wennwir V,, durchV ersetzenalso

a1 ey < ClIVUE||Li(ge).
IntegrationdieserUngleichungUber¢ emibt
ullzr@) < ClIVullzyq)-

Der Schrittvon L' auf L? ist eine Kopie desSchrittesin Dimension1 und soll hier
nichtwiederholtwerden. 0

Definition 2.4.2 Die Ungleichung(2.4.5)wird als Poincagungleichungbezeitinet.

Bemerkung 2.4.3 Die Bedeutungler Poincaréungleitiungliegtdarin, dafiderRaum
W, () aufgrundder Poincaré-Ungleitung eine zur iiblichen Norm aquivalente
Norm besitzt,in der nur die Ableitungen auftreten.Dies ist fur viele Sdlusseein
zentaler Gedanl.

8JulesHenri Poincaé (29.4.1854-17.71912) war ein ZeitgenosseéHilberts und gilt als einerder
bedeutendsteMathematiler seinerZeit, wie auchdesJahrhundert<r flihrtetopologischeviethoden
bei der UntersuchunganalytischefProblemeeinundwurde damit auch zu einemMitbegriinderder
algebraischeflopologie.
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Satz2.4.4 Esseif) ein beshranktesGebiet,002 vonderKlasseC?, m € N, p € R,
p > 1. Danngibt eseineZahley = £¢(2, p, m) undzujedeme € (0,¢,) eineKon-
stanteC' = C(Q, m, p, €), sodaRfur alle w € C™(Q) die SobolescheUngleichung
gilt

lullm—1,p < ellullin, + Cllullzo@)-

Beweis.Diesfolgt sofortaus

Z/|D°‘u\p de < ¢ Z /\Dﬂu\p dx—i—C’/\u\p dzx (2.4.6)

lal=ig Bl=i+1g

mite € (0,&9),C = C(p,i,Q2,e)undi € {1,...,m—1}. Dennmit derBezeichnung
|DiulP = > jaj=i [D%ulP gilt fur eg = min;—1 m-1(c0(¢)), € € (0,&) undC =
max;=i,..., mfl(C(i))

m— m—1
lull1p = Z [Diufr < (Dl + Y (| D uff + C|D ul?)
1=0 i=1

< ellullf,, + ((m = 1)C + Dljull L2y

Mit demublichen2?-Trick und einerNeuanpassunder Konstanterbekommt man
nundie Behauptung.

Wir beweisendieseAbschatzungdurchvollstandigelnduktionund beginnenmit
demFalli =1,m = P, wobeihier || die Intervallange
ist. Wir unterteiler2 in Intervalle derLange

1 1+ 1
L e |-¢gr, er]|.
[25P,5P]

Sei(a, b) einesdieserTeilintervalle. Setzeo = 2. WahlePunktez; € (a,a + ),
z9 € (b— «,b). Fireinzyy € (1, z) gilt

u(w2) — u(z1)

=D .
To — T u($12)

Esgilt

Du(z) = Du(z12) + /D2u(5)d§

Darausfolgt nun

()| + Jul@s)] | [
Duta)] < MV EREN L [peue e

IntegrationdieserUngleichungiberz; € (a,a + «), 22 € (b — a, b) emibt

/b £)|d¢ + o /\D2 )|dé.

o | Du(r)

l\Dl;—l
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Mit derH'c)lderscherUngleichungerhalterwir durchPotenzieren

|Du(z)

€)|Pdé + caP™? / | D?u (&) [Pdé (2.4.7)

mit ¢ = ¢(p). Man beachtedazu,daﬁwegen

Q=
B =

b b b

[ inut@ide < | [reae / weree) < ) JREGI

a a a a

Q=

undeinerentsprechendefbschatzungfiir fb | D?u|dz gilt

/|u &)lde | +20a% /|92 |ds

gp(1+7) aq/\u )[PdE + 2P 1+q>a5a2P/|D2 )[Pde.

| Du(z) P

IN

IN

Aus derBedingungp~! + ¢! = 1 schlieRtman(2.4.7).Wir integrierennun (2.4.7)
beziglich z underhalten

b
/\Du(m)\”dm < /\u |pdx—|—cap/|D u(z)|Pdx
/\u |pdx+cs/|D2 (2)|Pdz.

a

IN

Aufaddierenuber alle Teilintervalle ergibt das Teilergebnis.Hier, wie im fol-
gendenbedeutergleicheKonstantemicht notwendigdasgleiche,hangenabervon
den gleichenGroRenah Im Reyelfall kann man alle gleichenKonstantendurch
die jeweils GroR3te ersetzenVerschiedené&onstanterwerdeneingefihrt um den
Uberblick zu behaltenjn welcherReihenfolgeneueKonstantereingefihrt werden
mussen.

Der nachsteSchritt bestehtdarin, Wirfel mit Kantenparallelzu denKoordina-
tenachserzu betrachtenlm wesentlicherwird dabeider gleicheTrick wiederholt,
d.h.wir betrachteiWurfel Q = [a1,b1] % ... [a;, bi] - .. [an, by] derKantenhngeL,
wie im erstenSchritt. Dannemgibt sich fur einensolchenWurfel und eine Koordi-
natenparalleles® = (z9,...,;,...,2%), wobeiz; in einemintenall der LangeL

variiert
b;

/ | Dyu(z)Pda; < e / Dy Pda; + / lu(a) P

ag ag
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Integrationbediglich derandererVariablenz;, j # 7 ergibt

/
/\Diu\pdaﬁ < c'€/|Diiu|pdx+c—/\u\pdx.
€
Q Q Q

Addition derentsprechendefusdiiicke fur die verschiedeneAbleitungenD;« und
aufaddiereniiberdie Wurfel @, emibt die Gleichung(2.4.6).

Im folgendenschreibenwir | D*u|? fur >jaj=k |D?ul?. Der Restist einelnduk-
tion Uberm: fur m = 2 ist die Behauptunggezeigtfur : = 1 (trivial fur ¢ = 0).
Angenommerdie Gleichungist wahrfurm = 2,.. ., j.

Seik = mund: = k — 1. Wir wendenobigesResultatfir; = 1, m = 2 aufdie
(k — 1)—steAbleitunganunderhalten(mit £ /2 statte)

/|Dku|pdas< /|Dk+1u|pd$+ LDk lylPdz.
Q Q

Die Induktionswraussetzunfiir k = m, i = k — 1 emgibt nun

/\Dk1u|pd$ §5/\Dku\pdﬂc+ 5? /\u\pdx

Q Q Q
Setze) = ;5-. Damiterhaltenwir
1 c, C
/ | DFulPdz < g / | DR lufPda + = / | D¥FulPdz +—1—2(201) / |uPdz.
8
Q Q Q Q

Alles in allemwird dieszu

C
/\Dku\pdac §€/|Dk+1u|pd:v+—kl/\u\pdx.
£
Q Q Q

Diesistdie Behauptundirm =k + 1,7 = k.
Als nachsteswvollen wir denInduktionsschritt(i, k) — (i, k¥ + 1) durchiihren.
Wir schreiberdie Behauptundiri: = k,m = k + 1 als

C
/|Dku|pdm < u/|Dk+1u|pdx+ —£/|u|pdx.
Q Q 2

Diesemibt mit derInduktionsannahm@&ir allgemeinegs, k)

/|Di|p dz < 5/|Dku|p dr + ;i /|u|p dz (2.4.8)
k—1i
Q

Q Q

| 5
/ \Diul? dz < o / |D’“+1u|pdx+i—4k / ul? dz + 51/%@ / ul? da.
Q Q Q Q
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Mit derWahl ,
0 = gk-’;’-;ii, = gk+11—i

emgibt sichdy = ¢ und i = 5k+’i_¢, 57 = e, Istm = k + 1 folgt daher

pk = §=— . Damithatmandie Behauptundir i, m = k + 1. O

Definition 2.4.5 (i) Der Standardkgel mit Offnungp > 0 im R" ist die Teilmen-
ge

Kj ={tx |z = (21,..., 20 1,7,) = (2", 2,), ||2']| < p, 2, = 1}.

(i) Der Standadkegel mit Offnungp undHdheh > 0 ist

th:ij{xeR"|||x||<h}.

(i) JedesBild K, = f(K3,), wobeif(z) = Az +b,A € O(n),b € R", heildt
Kegel mit Offnungp undHdheh. Dabeiwird b die Spitzevon K, , genannt.

Definition 2.4.6 Ein GebietQ) ¢ RR" erfullt eine (gleichmalige)Kegelbedingung
mit Kegelkonstanterp > 0, h > 0, falls zujedemPunktz € Q) ein Kegel K, , mit
Spitzein z existiert,sodal K, C €.

Satz2.4.7(Einbettungssatz) Esseif) C IR™ ein Gebiet,welcheseiner Kegelbedin-
gungmit Konstanterp, & > 0 geniige. Istu € C™(€2) N W™P(),p > 1,m > 2, so
gibt eseineKonstanteC' = C(p, h, n, p) mit

sup [u(z)| < Cllulls,p-

e

Beweis.Wir beweisenden Satzfur p > 1, fur p = 1 mulZ mandenBeweis ge-
ringfugig modifizieren.Seig € C*(IR, R) gegebendurch

g(t)={(1) z

Fur festese € Q2 fuhrenwir im K, , mit Spitzez Polarloordinaten(r, f) € R x S"~*
umz ein. Mit diesengilt

~—

u(z) = — / % (g (%) u(r, 0)) dr. (2.4.9)

Man beachte daR die Stammfunktionvon 2 (g () u(r,6)) fur r = 0 denWert
u(0,0) = u(z) undfurr = 1 denWert 0 hat. Integrationder Gleichung(2.4.9)fuhrt
auf

u(r, 9)) dr do.
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DabeibezeichneS, C (—w,7) x (—5%,%)"* die Mengeder Winkel, sodaf3(r, 6)

in demKegel K, , liegt. MehrmaligesAnwendenpartiellerintegrationder Form

[5G~ [ oG o)

0

fuhrtauf

) = s // m- 16;; (o(%) utr,0)) aras.

Mit rm=1 = pm-npn=l pn=lqh dr = dV undderHolderscherUngleichungschatzt

manab
u(z)| < C /%(Q(%)U(T,g))l’

p.h

Um die HolderscheUngleichunganwenderzu konnenmulR3+™ " in LY(K, ) sein,
g =p/(p—1).Betrachte

/r(m_”)qd:v = /r(mn)fldaj
K, K, p
h
= //r”_lr(m")zlpldrdO
h
_ / T(m mpt(n= D(p=1) dr

0

»

av

Der Exponenthatdie Form
mp—p—n-+1 _mp—n
p—1 p—1
Aus derobigenBeziehungolgt die Behauptunginmittelbar [l

-1>-1.

Definition 2.4.8 Eine Funktionv : Q — IR heiltgleichmaRig Holderstetid® mit
Exponenty, 0 < o < 1, falls

‘U‘ = sup |U(37) _U(y)‘ < o0.
¢ g0 |z =yl
Ty

SErnstHolder (2.4.1901-??)ler Sohnvon Ludwig Otto Holder, bescliftigte sicham Anfangsei-
nerLaufbahnmit GleichgevichtsfigurerrotierendefFlussigleitenund mit HimmelsmechanikSpater
besclaftigte er sichvornehmlichmit Variationsmethodeuand partiellenDifferentialgleichungen.
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Satz2.4.9 Seiu € C}(R"), r > n. Danngilt fur alle z,y € R™

lu(z) — u(y)| -
— < E Ug, || L7 (R7) -
llz — y“l_n/r B i=1 el )

Beweis.Setzed = ||z — y||, Sz = Ba(z), S = Sy N S,. Integrationder Dreiecksun-
gleichungliefert die Abschatzung

(@) — u(y)|u(S) < / () — u(z)\dz + / u(z) — u(y)lde.

Wir erhalteneineobereAbschatzung,indemwir daserstelntegral iiber S, unddas
zweitetibersS, auswertenWir schreiberx(s) = z+sZ=%:. Dannistmit p = ||z —z||

[l

u(z) —u(z) = / %u(z(s))ds.

Also folgt

dsdz.

[ 1ute) —utaliaz < [ / \%u(z(@)

Mit Polarloordinaten(r, #) um z kanndieswie folgt abgeschtztwerden

P P
/(/ ds) P tdodp < d”_l/ (/ (;_u ds) dbdp
s
0

Sz S 0

d
< g /( I ds) .
0s

ou

0s

IN

Q

=
0)\

IA
Q
S
S\

Die gleicheAbschatzungfur daszweitelntegral ergibt

u(z) — u(y)|p(S) < ed™™ /" ( / ZDm’dz) .

Rn =1

Dau(S) proportionakzu d™ ist, folgt die BehauptungnachDivisiondurchp(S).
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2.5 Einbettungssatze

Satz2.5.1(SobolesscherEinbettungssatz) Es sei 2 C R"™ ein beshiranktesGe-
biet, daseiner Kegelbedingungmit Kegelkonstanterp, h geriige. Falls u € W72(Q)
,J >m+ 7, sogibt eseinenRepiésentantevonw in C™ ().

Beweis.C’(Q) ist dichtin W*(Q). Essei{u,},ew C Ci?(Q) eineCauchyfolge
beziglich ||.]|%,. Fir a mit 0 < |a| < m gilt mit Satz2.4.7angevendetauf D*u €
Wj_‘a|7p(Q)
sup | D%, — D%u,| — 0 mit v, ug — oo.
Q

Damitistlim, o, u, = 4 € C™(2). 0

Definition 2.5.2 (i) EsseienX, Y Banatiraume Wr sagen,der BanathraumX
ist beschéanktin denBanachraunt” eingebettetwennX C Y unddie Abbil-
dungT : X — Y : z — z bestiranktist. 7 wird die Einbettungsabbildung

genanntWr schreibenX S Y.
(i) Die Einbettungheil3t kompakt wenndie Einbettungsabbildundtompaktist
(X S5 V).

Korollar 2.5.3 Mit der Bezeitbinung C*(2) fur den Unterraumvon C™(£2) von
Funktionenfur die gilt

el = 3= sup|D*u(a)]| < oo,

o <m e

hatmanfir j > m + 2 einebestirankteEinbettungiV’*(Q) — C™(12). (Beadte,
| - ||» madht C™(2) zumBanadraum.)

Lemma 2.5.4(VerallgemeinerteHolder' scheUngleichung) Esseierpy,...,p; > 1
und p; ! =1, f; € LP(Q). Danngilt

l
[[rer @
i=1
und

V4 ¢
[ 1T sas < LAl
Q =1 1=1

Bewesis. (Induktion tiber ¢) Sei Y>'_/ p;' = ¢ . Dannist¢ ! + p,* = 1 und
[T | fil € L(9), denn

=1

||M“

~
< Di
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und .

|fil" € L1 ()
unddamitist (mittelsderInduktionsannahme)

q—1

115 € L)

=1
undsomitauch

e L1(Q).

-1
11
=1

Esgilt dannmit derHolder'schenUngleichung

¢ —1
J T istde < 1 TT 5o lollon o
=1 i=1

A .

NachInduktionsannahmgilt die verallgemeinertéiolderschdJngleichungir Pro-
duktevon ¢ — 1-Funktionenund manhatdaher(unterBeachtungron 3¢ £ = 1

' i=1 p;
undvon|f;|4 € L's ()

. N
-1 a -1 Pi
/H‘fz’\qdl“ < H /|fi|q%d$
Q i=1 =1 Q
-1
< [TIAllzs -
=1
Damitist die verallgemeinertéldlder'scheUngleichunggezeigt. [l

Satz2.5.5 EsseiQ2 ¢ R" bestirankt.Danngilt

1p L5 (Q) p<n
WP (Q) c{ c@ pon (2.5.10)

AulRedemexistierenKonstanterC' = C(n, p) mit

lell, 22, ) < CllDulise) — p<n

ueW,?(Q) = { (2.5.11)

supq |u(z)| < C|Q|» #||Dul|tp@) p > n.
Beweis.Wir beweisendiesfir Funktionenu € Cj () undfuhrendanndie gleichen
GrenZibeigangewie obendurch.Firu € Cj(2) undsi € {1,...,n} gilt

u(z)| < / \Dyuldz, (2.5.12)

Z;
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unddaher
@WSIL/MWW%
=1 i

Wir beweisendenSatzzurachstfur p = 1. Betrachtealso

n—1

n o0
)| < H/MW@
=1 i

Wir wollen daslintegral

absclatzen Esqilt

/Mm#mszm#mzjmfmm%mb.

Wir nutzendieszur iteratvenBerechnundperinduktion) aus:

1
o0 n—1

/|u(x)|n711d$1 = / 1_[/\Dlu|dacZ dxq
—00 “0o \F=lyg;
< / /|D1u\dx1

konstar;irbzgl. T

1

n—1

z:2

oo n—

1=

.

= /|D1u\dx1 / /\Diu\dazi

%

ﬁ/ |D;u|dx;

(2.5.13)

(2.5.14)

dzx,,.

eL"1(R)

-1 (e oluNe o]

< /|D1u\d:v1 H //\Diu\dxidajl
. =2

0 T;

Im letztenSchrittwurdedie verallgemeinertélolderschaJngleichungverwendet.
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Dieswar derersteSchrittin derInduktion.Wir nehmemunan,nach; Schritten
(furj € {1,...,n}) seigezeigt

x o o o n—1
/ /|u(x)|n711d331...dasj < / /|Dju|dx] dxq
j—1 o0 00 ﬁ
/---//\Diu\daz] dz,
i=1_" e
o0 o0 —0 )
n o oo o0 n—1
H /---//|Diu|dx,-dxj...dx1
(2.5.15)

Nun erhalt mandurchintegrationbeziglich z; 1,
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o n—1

“e / / |Dju|dz;dz; . .. dz; dzji
i=j+1 e

T

.. / |Djul|dz; .. .dx,

/ |Dyu|dz, .. .dx;

| J+1u\da:j+1dx1 e dacj

jo1 0o 0o

konstantez.z ;4

o0 n—1

//|D u|dz;dz, .. dzji

i=j+2" —00 T;
1
o0 o0 n—1
< ( "‘/|Dj+1u\d331 dzji1
o0 —0o0
1
e’} j e’} [oe} n—1
/ H /---/\Dzu|d:c1 dz,
i=1
— o0 o0 —0oQ
1
[e oo o] n—1
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EineerneuteAnwendungderverallgemeinertefolderscherngleichungemibt
(2.5.15)fur j + 1. Darauserhalt man

n—1 1

n n

/\u(x)|ﬁdx < H/|Dz-u\da:
Q

i=1 Q

IN

1 [ : L
—/E | D;u|dx (geom.Mittel < arith. Mittel)
n -

Q i=1

1
< %”Du“Ll(Q)-

Die weiterenFalle bekommt mandurchBetrachtenvon Potenzervon u. Isty > 1,
soqilt

Y 1 Y 1
N on < T~ Duldr < —= v o Dul|tpy, (2.5.16
[ / 7 Dulde < " | Dy, 25.26)

wobei + —; = 1 ist. Wahley so,daR

~1 ~1
U Gt SNV Ullld) Ry (2.5.17)
n—1 p—1 n—op

Wegen(2.5.16)hatmandie Abschatzung

[ —

Vn

Q)
= < | Dul| o (-
" 2o o) @

Fur denzZahlervon @ emibt sich

_n
e Al

undfir denNenner

AP
ey = (10107

1/
_ <f |u|<71),;?—1> Y (2.5.18)
Q
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Also hatmanfur @ wegen=1 — I% = "2 die Gleichung

n—1 1

n !

_np_
Q={ [l | =l g,

Q

Wir bemerlenzumFall p > n zurachst,dal3fur Gebiete die einerKegelbedin-
gunggeriigen bereitsausSatz2.4.7die stetigeEinbettungvon W, * () nachC(Q)
folgt. Hier gehtesdarum einevergleichbareBehauptung@hneKegelbedingundaber
fur W, *(Q)-Gebietezu zeigen Fir Gebietemit Kegelbedingundolgt die Form der
AbschatzungauchausdemBeweisvon Satz2.4.7.

Wir kommenzum Beweisim allgemeinerfall. Esseip > n. Wir definierenfur
u € WP () eineneueFunktion

v=+/n |ul

n———.
| Dul| Lo (o)

Fernersetzerwir vorausdai3|2| = 1 ist. Danngilt

171w @y < Y07 Ml

mit
W= " g P
n—1 p—1

undp’ < n’ und~y > 1 wie oben,dennausdemerstenTeil desBeweisesfolgt dann

v\
Wlior < (i) 1
-1 - ||Du||Lp(Q)
< Wil e o
g (Q)”DU”L)(Q)

N w7l ()
=1
1Dul,

= "l 0)-
Darausfolgt dann
1 1—1
||U||L’Y"’(Q) <7 ||U||L(],1)p,(m.
Die rechteSeitewird wegen|2| = 1 durch(vgl. LemmaA.2.4)
1 1—1
v ”U”Lw’z(ﬂ)

nachobenabgeschtzt.Seid = g—,' > 1undy = ¢ furv € IN. Diesemibt

011 sy < 87 M0l gy
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wegenyp' = 6p’ = n'§" L.
Setzezunmachsty = 1 underhalteeine Abschatzung

1-61

1
[Vll s @) < 8 N0l -

Hier kann||v||w o, durch

v 1L vn
V|| rnrioy < ———||ul|;n Du
|| ||L () ||DU||LP(Q)|| ”L () \/_”DU”L || ||L1

unterVerwendung/on 2.5.18abgescétztwerden.DawegenLemmaA.2.4

|| Dul| L1 (e <1
|| Dul| Lo (o)

erhalt manfur beliebiges/
0] prrsv () < 6207 "C = K,
fur eineKonstantek'. Man beachtedie IterationderenAnfangfir v = 2 soaussieht

525*2” |1 072 52672 56" 1” ”(1 6 1) (1-672)

”U“Ln’é?(ﬂ) < Ln'5(Q) L™ (Q)

Mit v — oo korvemjiertdie linke Seitegegen||v|| (q), also

sup v Sf{.
Q

Damitist

suplu] < —=l1Dulco

DurcheineKoordinatentransformatioarhalt mandasResultatauchfir Gebietemit
Q#1. N

2.6 Kompaktheit

DerfolgendeSatzist die Grundlagealler Uberlggungerzur Kompaktheiin Funktio-
nen@&umen eine Diskussionder Voraussetzungeand einenBeweis findet manim
AnhangA SatzA.3.4.

Satz2.6.1(Ascoli>-Arzelal!) SeiQ) ¢ R" bestirankt, K c C(Q2) eineTeilmeng.
Ist K punktweisdestranktundgleichgradig stetig soist K relativkompakt.

10Gjulio Ascoli (20.11.1843-12.1896) versuchtedassogenannt®irichletschePrinzipin derVa-
riationsrechnungu rechtfertigen.Dabei gelanges ihm, dasnachihm benannteKriterium fur die
relatve Kompaktheitvon Funktionenmengeru bewveisen.Durch die Fortfuhrungdieserldeenim
Werk von Arzelawurdedieszu einerGrundlageder Funktionalanalysis.

HCesareArzela (6.3.1847-15.3.912) stammtauseinfachenVerhaltnissenAb 1880hatteer einen
Lehrstuhlfiir Analysisan der Universitat Bologna.Er filhrte einenBegriff der gleichmaligenKon-
vergenzein und zeigtedie Stetigleit der Grenzfunktioenwie auchVertauschunggdzefur dasRie-
mannschéntegral. Er verallgemeinertelasKompaktheitskriteriunvon Ascoli. DieseArbeit wurde
zum Ausgangspunkeon wichtigenUberlegungerzur Funktionalanalysis.
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(Hier bedeutepunktweisdestirankt fur jedesz istsup | f(x)| < oo, gleichgradig
stetigheif3t:zu jedeme > 0 gibt eseind > 0, sodaBaus|z —y| < jund f € K

folgt | f(z) — f(y)| <e.)

Satz2.6.2(Fréchet>-Kolmogorov!®) Sei) ¢ R" offen,Q)’ cc Q. Furp € [1,0)
seiS C L?(2) beshrankt.Gilt: fur allee > 0 existierteind > 0, 6 < dist(£2, R™ \

), sodal
|7 f — flleey <eVh € R, |h| <, Vf €S,

soist S|q relativkompaktn L2(Y'). (7, f(z) = f(x + h)).
Satz2.6.3 Seiert, S wie oben,gilt zusatzlich Ve > 0 existiert Q' cC (2, sodal

| fller ) <€, Vf €5,

soist S relativkompakt.

Aufgabe2.6.4 SeiZ C L*(Q) bestirankt. Wir fassenedesu € Z als auftriviale
WeisezueinerFunktionu € IR™ fortgesetzaiuf. Man zeige: Z ist genaudannrelativ
kompaktin L?(2), wenn

||Jhu — U“Lp(]Rn) — 0

gleichmaligin u € Z konvemiert.

FUr dennachsterSatzberbtigenwir einelnterpolationsungleichunglie ausder
HolderscherUngleichungfolgt und zurachstformuliert wird.

Lemma 2.6.5 Seif2 C IR" einbestiranktesGebiet,u € L?(£2), dannhatmanfir A

mit
A+ (1= (1_1):1

p n
die folgendeUngleichung

lull oy < lullsoyllell oy
(@)

wobeir = 22 jst.
n—p

?MauriceRere Fréchet(2.9.1879-4.6.183) fandin seinemissertatiordenBegriff desmetrischen
Raumesund bautedaraufein neuesabstraktesGelaudeauf. Er fiihrte die Begriffe sepaabel und
kompaktein. Er hatteVorbehaltegegendie Theorieder normiertenRaumevon Banachund legte mit
seinemBegriff der Ableitungdie GrundlagerdernichtlinearerFunktionalanalysis.

BAndrej Nikolajewitsch Kolmogoror (25.4.1903-20.0.1987) begannseineberuflicheArbeit als
Schafner, bevor er dasStudiumaufnahm Er gilt als einerder bedeutendsteMathematiler unserer
Zeit. Vonihm wurdenicht nur die modernéNahrscheinlichkitstheorieentscheidendepiagt,sondern
auchin derTheoriederdynamischerSystemestammerwichtige Resultatevonihm (KAM-Theorie).
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Beweis.
1
q
fulliowy = | [ lulda
Q
q
< | [
Q
s s o1 1
< (Mullles@lul®ler ) mitz+z=1
1
; H\ ¢
= /|u|5’3da: /|u|F(q_5)dx
Q Q
s a—s
= Nl sy ll] e
= ||U||2m(n)||u||i7(/\n)
mit s
A=—, m=sp, r=(qg— ).
Damitfindetman
A 1= s g—s 1(1 1 1
— 4+ = — + =—-|l=z+=z)=-.
m T mq qr q \p T q
Wir wahlennuns, sodafl3
g—s __ mp
l1—-s n—p
erfullt ist, dannsindalle BedingungerdesLemmaserfullt. 0

Satz2.6.6 W, (Q) ist fur bestiranktes? c IR™ kompakteingebettein
(i) L), g < ;2 undp < mn,
(i) C(Q),p > n.

undesgilt

n

1
lullzocay < Cllul®, < (> / D)3,
=1 Q

Beweis.Wir beginnenmit einergemeinsamekoriberlegung:sei A C W&”’(Q) be-
schianktund 4, = {v € Wy () | |lv — ullpre) < e,u € A} und A, = A. N
CY(Q).Da CL(Q) dichtin W,”(Q) liegt, ist A ¢ A.. (Hier wird der AbschluR
beziglich derW!P-Norm gebildet.)Wir miisseralsozeigen:
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(i) A. istrelatv kompaktin C'(Q) furp > n, und

(i) A, istrelativ kompaktin L#-7 () fiir p < n.

Wir beginnenmit demerstenTeil:
A, istin Wy (Q) beschankt,alsogibt eseineZahl B > 0 mit [ullwpr) < B.
Wir haben

sup |u| < C|Q|» "7 ||Dul|zpy < CBQ|» " ».

Damitist A, punktweisebeschankt. NachSatz2.4.6ist A, gleichgradigstetigund
damitnachdemSatzvon Ascoli-Arzela Satz2.6.1kompakt.

Wir kommenzur zweitenBehauptung:

Sei A ¢ W,”(Q) beschankt(0.B.d.A. A C C}(Q)). Ebentlls stellt eskeine
BeschankungderAllgemeinheitdar, anzunehmergald

u€ A= |ullf, <1

Seifir festesh > 0
Ap ={up |ue A}.

Dannist A, C L'(Q) relativ kompakt,denn
un()| < / p(2)|u(w — zh)\dz < K" (sup p)|ull )
2/<1
und
[Dup(z)| < h™" [ |Dp(2)|Ju(z = hz)|dz < K=" (sup [Dp))||ull 11(0)-
2<1
Diesimpliziert, daR A, beschanktundgleichgradigstetigin C(Q) ist. Daherist A,

relativ kompaktin C(Q) unddamitrelativ kompaktin L' ().

Wir beweisennun, daf3 A relatv kompaktist. Dieser Beweis bestehtausdrei
Schritten:

() uy istgleichmaignaheanw furu € A.
(ii) A isttotal beschankt.

(i) TotaleBeschanktheitimpliziert relatve Kompaktheit.
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(i) Furu € A schatzenwir ab:

(ii)

(iii)

un(z) — u(z)| < / p(2)u( — zh)dz — u(z)

= / (p(z)u(x — zh) — u(z)dz

z/<1
< [ pule - ) - u(o)a:
j2<1
|z|h
< Oru(z )| drdz.
lz]<1 0

Insbesondererhalt manausderIntegrationdieserGleichung

/|uh(x) — u()|dz < h/ \Duldz < h.

Q Q

Nunist uy, gleichmaRig(beziglich A) naheu in L'(Q) wegen

[u(z) —un(@)]| < /p(Z)\U(év)—U(x—Zh)lldz

[|lz]| <1
hl|z||
< / o(2) / IDyuta =il
[Ets! 0

IntegrationdieserUngleichundiefert

/|u(x) ~ up(a)|dz < h/ |\Duldz < h.

Q

A ist total beschainkt. Zunachstzur Definition der totalen Beschanktheit:
eineMengeM in einemBanachraunX heif3ttotal beschénkt,wennzujedem

¢ > 0 undeineendlicheMengez; i = 1,..., N existiert,sodaBM C z; +
N
U B:(z;) gilt. Seic > 0 gegebenwahleh, > 0, sodalfir A < ho und
=1
u € A |lup — ul[p1) < /2. AuBerdenseih, soklein, daRjedesuy, h < hg

iN UzeaB:/o(x). Dannglbt esz; i =1,...,Nmit Ay, C UB.j(z;) h < ho
fest. Danniiberdeckndie B, (x;) die MengeA. Also ist A total beschénkt.

TotaleBeschénktheitist gleichwertigzur relatvenKompaktheitAusderKom-
paktheitfolgt die totoaleBeschanktheitunmittelbar Die Umkehrungwird im
AnhanggezeigtsieheSatzA.3.2im AnhangA.
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Nun folgt die relative Kompaktheitvon A in L*(€2) ausdervon A;, sofort.
Um aufq > 1 zuschlieBenywendernwir die InterpolationsungleichungusLem-
maZ2.6.5an,

_ . 1 1 1
ol < llldsllul 2oy WA+ (=N =) =
< lulldso IDullls-

JedebeschankteFolgein W, () enttalt eine L' (Q)—Cauchyfolgedieseist damit
auchL?(2)-Cauchyfolge.
[

2.7 Differenzenquotienten

Definition 2.7.1 Fur h # 0 ist

Al() = u(z + he}i) — u(x)’

wobeie; deri-te Standadeinheitsvektoist, der i-te Differenzenquotient

Lemma2.7.2 Furu € W'?(Q) undQY’ CcC Q mith < dist(Q2, R™\ Q) gilt fur alle
1<i1<n
Alu e LP(Y)

undesgilt
1A} ullzory < 1 Diullzoo)-
Beweis.Furu € C*(2) N WH?(Q2) hatman

h

/Diu(xla ey L1, T+ 65 Tit1y--- ,.’L’n)df
0

Aly(z) = u(z + he’i) — u(z) _

S

Damitfolgt
h
|Alu(z)|P < %/‘Dzu(axz +&,.. ) Pdg.
0

IntegrationdieserUngleichungeribt

h

1
/\A?u(m)v’dm < E/ / | D;u|Pdxdé < /\Diu\pdx.
o 0 Q

Bp (%)

Fortsetzungauf W'»—FunktionerdurchApproximation. a
Fur dasnachsteLemmaberdtigen wir die schwacheTopologieauf einemBa-
nachraumx.
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Definition 2.7.3 (i) Die grobsteTopolagie auf X, fur die jedesElementz* € X*
stetigist, heiRtschwacheTopologieauf X .

(i) Die grobsteTopologie auf X*, fur die jedesElementz™ € J(X) stetigist,
heildtschwach* Topologieauf X *.

Esgilt derfolgendefundamentalé&atz.

Satz2.7.4 (i) Die Einheitskuglin X* istin der schwad* Topolagie kompakt.
(i) Ist X reflexiv, soist die Einheitskugl schwad kompakt.

(i) Ist X sepambelsokannin beidenFallen kompaktdurch folgenlompaktersetzt
werden.

Beweis.Fur einenvollstandigerBeweis ziehemanein Lehrbuchder Funktionalana-
lysis zu Rate.Wir zeigeneinenwichtigenSpezialéll: ist X separabelnd reflexiv,

soenthalt jedebeschankteFolgein X* eineschwach*kornvergenteTeilfolge. Sei X

separabelund {y, },cv einebeschankteFolgein X*. Da X separabeist, existiert

eine abzhlbaredichte TeilmengeS C X. Seiz, eine AbzahlungdieserMenge.
Dannist mit s,, = Jz,,

{sn(y))}je
fur jedesn einebeschénktereelleFolge undbesitztdamiteinekorvergenteTeilfol-
ge.Durchlterationkonstruiererwir eineTeiIfoIge{y;n(k)}kem, sodaBsm(y?n(k)) far

m < nundk — oo korvemgiert. Betrachtedie Folgey;bn(n). NachKonstruktionist
furjedesk € IN sk(y;?n(n)) konvergent.Also hatmanfir die Folge {z, } new

Yir ) (Tm) = $m(Yj, ) = am € RfUrn — oo.
Die Abbildung, die auf S definiertist, und jedemz,, € S denWert «,,, zuordnet
ist beschénkt.Da S C X dicht liegt, definiertdieseine Abbildungy : X — R
die stetigundlinearist. FalRtmannun,im reflexivenFall, X mittelsderlsomorphie

J alsDualraumvon X* auf, sofolgt eineentsprechendAussageir die schwache
Kornvergenzin X. [l

Lemma2.7.5 Istu € LP(Q) fur 1 < p < oo undexistiert eineKonstanteX’, sodafid
fur alle A > 0 undjedes®?’ CC Q mitdist(2, R™ \ ©2) > A gilt

Alu € LP(Y), [|A}ullpery < K,
soexistiertdie schwade AbleitungD;u undesgilt

||D1U||LP(Q) S K
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Beweis.Da beschankteMengenin L7 (') schwachkompaktsind (L7 (') ist refle-
Xiv), gibt eseineFolge h,, — 0 undeinv € LP(2), ||v||r(o) < K, sodalfur jedes

v € C}(Q) gilt
/cpA?mudx — /(pvdac.
Q

Q
Fur h < dist(supp @, 092) folgt

/(pA?’"udac — —/uDigpdac.

Q Q

/gpvdx = —/uDigodx.

Q Q
Alsoistv = D;u. O

Darausfolgt nun

2.8 Randwerte
Lemma 2.8.1 Istu € Wy "P(Q)NC™1(Q), 00 € C™, sogilt fur || =0,...,m—1
0“u

oz

auf of).

Beweis.Wir betrachterdenFall m = 1, derRestist einelnduktion.Seix, € 09, U
eineUmgelungvon z,. Fur U N 052 gibt eseineFunktionh, sodal3(0.B.d.A.)

Tn = h(z1, ..., Tp_1)
und
UNQ={(z1,. ., Zn) | xn > h(x1,.. ., Tpn_1)}
ist. BetrachteF'(z) = y gegebendurch

v = zii=1,...,n—1, (2.8.19)
Yo = Tp—h(z1,...,2, 1). (2.8.20)

Wir betrachterzurachstdenFall u(zy) = 0 undu € C'(Q). BetrachteeinenZy-
linder Z derHoheh undeinerKreisscheibaim y, mit RadiusR in y1,...,y,_1 als
Boden.DefiniereeineFunktionv durchwv(y) = u(F~'(y)). Dannfolgt

2
2 y 9 y
v(y)]” < @ dy, | <h
0 0

2
dyy,.

ov
Y
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Insbesonderbatman
/|v\2dy < h2/
7 7z

9 9 " | ou |?
lu|*dz < Ch E
8xi

F-1(2) F-1(2) =1

2

dy.

»
OYn

Darausfolgt

da. (2.8.21)

Istnunu € WP (Q), soexistierteineFolge {u, },ew € C§(Q) mit
u, — uin W™P(Q)

furv — oc. Da(2.8.21)fur jedesu, gilt, hatman(2.8.21)auchfir w.
Daraudfolgt nun

ewrasen [y

F-1(z) =1

2

Ou dx.

a’L‘i

Dav stetigist, folgt mit 4~ — 0, dal3v(y) = 0 auf derKreisscheibemit RadiusR ist,
alsou(zq) = 0. Dax, beliebigin 0 gewahltist, folgt der Satz.
[

Korollar 2.8.2 Istp > n, 3Q vonder KlasseC" undu € W,”(Q), soistu = 0 auf
9.

Beweis.Esfolgt sofort,dalu € C(2). Diesimpliziert die Behauptung. g
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