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) Losungsskizzen zu den
Ubungen zu Gewo6hnliche Differentialgleichungen

Blatt 6
Aufgabe 21 Gegeben sei das System
i = —y+ar(l—-2*—-19?
§y = vyl —a®—y?).
Zeigen Sie, dass die Funktion

q(z,y)(t) = (2(1))* + (y(1))*

langs Losungen mit Anfangswert (zo,y0) # (0,0) gegen 1 konvergiert. Veran-
schaulichen Sie sich das Losungsverhalten anhand von numerischen Experimen-
ten.

Losung. Betrachte

G = 2x3 + 2yy = 22%(1 — 2* — ) + 2%(1 — 2° — y*) = 2¢(1 — q).

Mit der Methode der Trennung der Variablen (und der Vereinbarung Q, = -

q
erhilt man | ’

q(t) = 1+ (Qq — 1)e20t—t0)”

Dies konvergiert unabhéangig von ¢y > 0 fiir ¢ — oo gegen 1.

151

05F

-0.5F

15 I I I I I I )
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Aufgabe 22 Man fiihre in der Differentialgleichung aus Aufgabe 21 Polarkoordi-
naten x = rcos ¢,y = rsin ¢ ein und leite eine Differentialgleichung fiir (r, ) ab.
Wie lautet die allgemeine Losung dieser Gleichung?

Losung.
Po= r(l—1?)

o = 1.



Aufgabe 23 Sei f : R — R" stetig und beschrankt, A € £L(IR",IR"). A habe keinen
Eigenwert A mit Re( A ) = 0.

(a) Man zeige: Die Gleichung @ = Au+ f(t) besitzt genau eine beschrankte Losung.
(b) Ist f periodisch mit Periode T' > 0, so ist auch die in (a) gefundene Losung 7-
periodisch.

Losung. (a) Wir schreiben R" = U @& V, wobei U, V' A invariante Unterrdume sind
und o(4,,) C {z eC ‘ Rez < O} und o(A},) C {z eC ‘ Rez > O}. Setze Ay =

A, und entsprechend Ay .
Dann gibt es ein a > 0, M > 0, so dass fiir ¢t > 0 gilt

lezp(Avt)]| < Me™
lexp(—Ayt)|| < Me .

Aufgrund der Beschranktheit von f gibt es ein X' > 0 mit || f|| 1~ < K.
Aufgrund der Formel der Variation der Konstanten hat die Losung mit Anfangs-
wert ug € U die Darstellung

t t

u(t, ug) = ea:p(AUt)uo—i-/ exp((t — s)Ay) f(s) ds = eXp(tAU)(u0+/ exp(—sAy)f(s) ds.

0 0

Beachte .

tEr_n /exp(—sAU)f(s) ds

0
existiert, denn fiir ¢, < ¢; < 0 ist

to

to
/exp(—sAU)f(s) ds < KM/e“S ds <
t1

t1

KM

a

e — 0 fiir t, — —oo.

Setze
0

uy = / exp(—sAy) f(s) ds.
Damit schitzen wir ab:
t

lu(t, up)| = exp(tAU)/eXp(—sAU)f((s) ds

—0o0
t

_ / exp((t — ) Ay)f((s) ds

— 00




K / lexp((t — $)Ay)]| ds

<
¢
< KM/e_a(t_s) ds
= KM/—e" do
0
KM
- —

Damit ist u(t, ug) beschrankt.

Ganz entsprechend behandelt man v(t, vy) fiir vy € V. Damit hat man einen An-
fangswert (ug,v9) € U @ V gefunden.Fiir andere Anfangswerte ist die Losung of-
fenbar unbeschriankt. Formal nehmen wir an, wir hiatten zwei beschriankte Losun-
gen u,, up und betrachten w = u; — uy. Dann 16st w die Gleichung

w = Aw

und ist beschrankt. Dann ist aber w = 0.
(b) Ist u : IR — R" eine Losung so 16st u(- + T") die Gleichung

%U(HT) =Au(t+T)+ f(t+T) = Au(t + T) + f(t)

die gleiche Differentialgleichung wie . Die Eindeutigkeitsaussage aus (a) beweist
dann die Behauptung.

Aufgabe 24 Sei I C R ein Intervall, A : I — L(IR",R") eine stetige Abbildung.
Gegeben seien n Losungen uy, . . . , u,, der Differentialgleichung @ = A(t)u.

(a) Man zeige: Gibt es ein 7 € I, so dass die Vektoren u;(7),...,u,(7) linear un-
abhingig sind, so sind die Vektoren u;(¢), ..., u,(t) fir allet € I linear unabhangig.
Man nennt dann (%), . . ., u,(t) ein Fundamentalsystem und die Matrix Y'(¢), deren
Spalten aus den Vektoren u,(t), ..., u,(t) besteht, Fundamentalmatrix.

(b) Ist Y (t) eine Fundamentalmatrix, so nennt man die reellwertige Funktion w(t) =
det Y (t) die Wronski-Determinante von A. Man zeige: w 16st die Differentialglei-
chung w = tr(A)w.

Losung. (a) Offensichtlich gilt fiir jedes i = 1,...n und alle t,# und er Ubergangs-
matrix ¢
wilt) = oL, V)ui().

Sei [uy, ..., u,| die Determinante mit den n Spalten ;. Dann ist

[ug (t), ug(t), ..., u,(t)] = [®(t, t)ur(t), ®(t, ) ua(t'),. .., D(t, t ) u,(t')]
= det(P(t,t")[ur(t), ..., u.(t).



Da ®(¢,t') invertierbar ist, ist die Determinante ungleich null und die erste Be-
hauptung folgt.
(b) Aus dem bisherigen folgt

1

(e +h) — w(®) =

; (det(®(h,0)) — 1)w(t).

Damit reicht es die Ableitung von det(®(¢,0)) im Punkt ¢t = 0 auszurechnen. Seien
©;(t) die Losungen von

p(t) = A(t)p(t), p(0) = e
wobei e; der i-te Einheitsvektor ist und dammit die Spalten von ®(¢, 0). Dann ist

n

SAet(@(6,0) = Yer(t), o i1 (0), 100, 910, (0]

Damit hat man

n

d .
- det(@(1,0))),_, = ;[61, e, 9i(0), e, en]

n

= Z[el, ey ei_l,A(t)ei,eiH, .. .€n]

i=1

= tr(A(t)).



