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Aufgabe 21 Gegeben sei das System

ẋ = −y + x(1 − x2 − y2)

ẏ = x + y(1 − x2 − y2).

Zeigen Sie, dass die Funktion

q(x, y)(t) = (x(t))2 + (y(t))2

längs Lösungen mit Anfangswert (x0, y0) 6= (0, 0) gegen 1 konvergiert. Veran-
schaulichen Sie sich das Lösungsverhalten anhand von numerischen Experimen-
ten.

Lösung. Betrachte

q̇ = 2xẋ + 2yẏ = 2x2(1 − x2 − y2) + 2y2(1 − x2 − y2) = 2q(1 − q).

Mit der Methode der Trennung der Variablen (und der Vereinbarung Q0 = 1
q0

erhält man
q(t) =

1

1 + (Q0 − 1)e−2(t−t0)
.

Dies konvergiert unabhängig von q0 > 0 für t → ∞ gegen 1.
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Aufgabe 22 Man führe in der Differentialgleichung aus Aufgabe 21 Polarkoordi-
naten x = r cos ϕ, y = r sin ϕ ein und leite eine Differentialgleichung für (r, ϕ) ab.
Wie lautet die allgemeine Lösung dieser Gleichung?

Lösung.

ṙ = r(1 − r2)

ϕ̇ = 1.



Aufgabe 23 Sei f :
� → �

n stetig und beschränkt, A ∈ L(
�

n,
�

n). A habe keinen
Eigenwert λ mit Re( λ ) = 0.
(a) Man zeige: Die Gleichung u̇ = Au+f(t) besitzt genau eine beschränkte Lösung.
(b) Ist f periodisch mit Periode T > 0, so ist auch die in (a) gefundene Lösung T -
periodisch.

Lösung. (a) Wir schreiben �
n = U ⊕ V , wobei U, V A invariante Unterräume sind

und σ(A|U ) ⊂
{

z ∈ �
∣

∣

∣
Re z < 0

}

und σ(A|V ) ⊂
{

z ∈ �
∣

∣

∣
Re z > 0

}

. Setze AU =

A|U und entsprechend AV .
Dann gibt es ein a > 0, M > 0, so dass für t > 0 gilt

‖exp(AU t)‖ ≤ Me−at

‖exp(−AV t)‖ ≤ Me−at.

Aufgrund der Beschränktheit von f gibt es ein K > 0 mit ‖f‖L∞ < K.
Aufgrund der Formel der Variation der Konstanten hat die Lösung mit Anfangs-
wert u0 ∈ U die Darstellung

u(t, u0) = exp(AU t)u0+

t
∫

0

exp((t − s)AU)f(s) ds = exp(tAU)(u0+

t
∫

0

exp(−sAU)f(s) ds.

Beachte

lim
t→−∞

t
∫

0

exp(−sAU)f(s) ds

existiert, denn für t2 < t1 < 0 ist
t2
∫

t1

exp(−sAU )f(s) ds ≤ KM

t2
∫

t1

eas ds ≤ KM

a
eat1 → 0 für t1 → −∞.

Setze

u0 =

0
∫

−∞

exp(−sAU )f(s) ds.

Damit schätzen wir ab:

|u(t, u0)| =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

exp(tAU)

t
∫

−∞

exp(−sAU )f((s) ds

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

−∞

exp((t − s)AU)f((s) ds

∥

∥

∥

∥

∥

∥



≤ K

t
∫

−∞

‖ exp((t − s)AU)‖ ds

≤ KM

t
∫

−∞

e−a(t−s) ds

= KM

∞
∫

0

−eσ dσ

=
KM

a
.

Damit ist u(t, u0) beschränkt.
Ganz entsprechend behandelt man v(t, v0) für v0 ∈ V . Damit hat man einen An-
fangswert (u0, v0) ∈ U ⊕ V gefunden.Für andere Anfangswerte ist die Lösung of-
fenbar unbeschränkt. Formal nehmen wir an, wir hätten zwei beschränkte Lösun-
gen u1, u2 und betrachten w = u1 − u2. Dann löst w die Gleichung

ẇ = Aw

und ist beschränkt. Dann ist aber w = 0.
(b) Ist u :

� → �
n eine Lösung so löst u(· + T ) die Gleichung

d

dt
u(t + T ) = Au(t + T ) + f(t + T ) = Au(t + T ) + f(t)

die gleiche Differentialgleichung wie u. Die Eindeutigkeitsaussage aus (a) beweist
dann die Behauptung.

Aufgabe 24 Sei I ⊂ � ein Intervall, A : I → L(
�

n,
�

n) eine stetige Abbildung.
Gegeben seien n Lösungen u1, . . . , un der Differentialgleichung u̇ = A(t)u.
(a) Man zeige: Gibt es ein τ ∈ I , so dass die Vektoren u1(τ), . . . , un(τ) linear un-
abhängig sind, so sind die Vektoren u1(t), . . . , un(t) für alle t ∈ I linear unabhängig.
Man nennt dann u1(t), . . . , un(t) ein Fundamentalsystem und die Matrix Y (t), deren
Spalten aus den Vektoren u1(t), . . . , un(t) besteht, Fundamentalmatrix.
(b) Ist Y (t) eine Fundamentalmatrix, so nennt man die reellwertige Funktion w(t) =
det Y (t) die Wronski-Determinante von A. Man zeige: w löst die Differentialglei-
chung ẇ = tr(A)w.

Lösung. (a) Offensichtlich gilt für jedes i = 1, . . . n und alle t, t′ und er Übergangs-
matrix Φ

ui(t) = Φ(t, t′)ui(t
′).

Sei [u1, . . . , un] die Determinante mit den n Spalten ui. Dann ist

[u1(t), u2(t), . . . , un(t)] = [Φ(t, t′)u1(t
′), Φ(t, t′)u2(t

′), . . . , Φ(t, t′)un(t′)]

= det(Φ(t, t′))[u1(t
′), . . . , un(t

′).



Da Φ(t, t′) invertierbar ist, ist die Determinante ungleich null und die erste Be-
hauptung folgt.
(b) Aus dem bisherigen folgt

1

h
(w(t + h) − w(t)) =

1

h
(det(Φ(h, 0)) − 1)w(t).

Damit reicht es die Ableitung von det(Φ(t, 0)) im Punkt t = 0 auszurechnen. Seien
ϕi(t) die Lösungen von

ϕ̇(t) = A(t)ϕ(t), ϕ(0) = ei

wobei ei der i-te Einheitsvektor ist und dammit die Spalten von Φ(t, 0). Dann ist

d

dt
det(Φ(t, 0)) =

n
∑

i=1

[ϕ1(t), . . . , ϕi−1(t), ϕ̇i(t), ϕi+1(t), . . . ϕn(t)].

Damit hat man

d

dt
det(Φ(t, 0))|t=0

=

n
∑

i=1

[e1, . . . , ei−1, ϕ̇i(0), ei+1, . . . en]

=
n
∑

i=1

[e1, . . . , ei−1, A(t)ei, ei+1, . . . en]

= tr(A(t)).


