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Kapitel 1

Lineare und multilineare
Abbildungen

1.1 Banachriaume

Wir beschreiben zunidchst die Voraussetzungen fiir die weiteren Uberlegun-
gen. Dabei ist uns wichtig, einen Raum zu betrachten, der gleichzeitig linearer
Raum und vollstandiger metrischer Raum ist, da dies fiir die Differentialrech-
nung die wesentlichen Zutaten sind.

Definition 1.1.1 Es sei V' ein linearer Raum iiber dem Grundkorper IR,
[llv:V—R

sei eine Abbildung mit den Eigenschaften

(N1 |jv||yv = 0 genau dann wenn v = 0;

(N2) || M|y = [M||v]|v firve V und XA € R,

(N3) ||v+wl|lv < ||v|lv + ||w]||v fiir alle v,w € V.

Dann heifst || - ||y eine Norm auf V.
Das Paar (V, || - ||v) wird als normierter, linearer Raum bezeichnet.
Durch
dy (v, w) = |lv —wlly

wird eine Metrik auf V' erkliirt.
Ist der metrische Raum (V,dy ) vollstindig, so nennen wir das Paar (V.|| - ||v)
einen Banachraum.

Definition 1.1.2 Eine Teilmenge U eines Banachraumes (oder auch eines normierten
Raumes) heif$t beschrankt, wenn es ein R > 0 gibt, so daff U C Bg(0) ist.
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Bemerkung 1.1.3 Beschrédnktheit ist ein Konzept, das in metrischen Raumen
kaum sinnvoll ist, man benétigt, die Struktur eines normierten Raumes.

Lemma 1.1.4 Ist (V,|| - ||v) ein normierter, linearer Raum, so ist jede Cauchyfolge
beschrinkt.

Beweis. Ist {v,},enw eine Cauchyfolge, so gibt es zu ¢ > 0 ein N € IN mit
n,m > N impliziert, dass ||v, — v,|ly < €. Sei N die Zahl, die nach dieser
Definition zu € = 1 gewdhlt werden kann. Sei

R =max{||vi|lv, ..., lvns1llv}-

Dann gilt fiir allen € IN
lolv < R+ 1.

Beispiel 1.1.5 1. R™ mit [[v||r» = /S0, v7 ist ein Banachraum.
2. C([0,1], R) mit
[vlleqo,um) = sup_[v(z)]
z€[0,1]

ist ein Banachraum.

3. Die Menge L£(IR", R") versehen mit der Norm

Il e, ey = o | Ll

ist ein Banachraum. Dies ist ein Spezialfall der nachfolgenden Betrach-
tung (siehe Nr. 5 weiter unten).

4. Es seien Vi, ..., v, Banachraume, so setze
V=Vix...xV,
und fur v = (vy, ..., v,)
ol = max [l

Dann ist dies eine Norm auf V' (leicht nachzupriifen und diese macht das
Paar (V, || - ||v) zum Banachraum.

5. Esseien (V.|| - |lv), (W,]| - ||w) Banachrdume, dann ist

LV, W)= {L VoW ‘ L ist stetig und linear}
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mit
[Llleqviwy = sup[|Lollw
veV||vlly =1
ist ein Banachraum. Dieses Beispiel ist fiir die weiteren Uberlegungen
grundlegend. Wir wollen es kurz ausfithren (beachte, es reicht wenn (V/ || - ||v/)
ein normierter linearer Raum ist): ist { L, },ew eine Cauchyfolge stetiger,
linearer Abbildungen, so ist mit v € V mit n(v) = max{||v||y, 1}

oy <1
—U
und daher
1Lt = Lol = n(0) [ Ln—v — Ln——v|| < n(0)[|Ln — L
nU — L V|lw = N\ n_, U~ Ly~ S n — m|lL(V;W)-
n(v) n() |y (Vi)

Damit schliefst man { L,,v } e ist eine Cauchyfolge und da W ein vollstandi-
ger Raum ist, ist diese auch konvergent, wir schreiben

w(v) = lim L,v.
n—oo
Die Zuordnung
v = w(v)
ist stetig und linear. Wir zeigen dies nacheinander:
e Stetigkeit Sei QQ = sup, ¢y || Ln||z(v;w)- Dannist Q) < oo, nach Lemma

1.1.4. Setze M = @ + 1. Sei ¢ > 0 gegeben und § = 33;. Ist nun
|v1 = v2|ly < 0, so gibt es einn € IN mit ||w(v;) — Lpv|lw < §. Dann

1st
|lw(vi) —wv)llw < |lw(vi) = Lpvillw + || Lavi = lnvallw + || Lnve — w(v2)||w
&
< 7t | L || cvywny Jvr — val| + €4
&
< -4+ M
S 5 + M6
= E&.

Also ist die Zuordnung stetig.

e Linearitat Wir betrachten
’U)()\1U1 + )\2’02) = n1l>r§o Ln(/\l’Ul + )\2’1)2)
= lim )\1Ln1)1 + lim )\QLn’UQ
n—od n—o0

= )\111](’1)1) + )\2’11)(’()2).
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Wir schreiben Lv = w(v). L ist daher eine stetige lineare Abbildung.
(Man beachte, in endlich dimensionalen Banachrdumen ist jede lineare
Abbildung stetig.) Nun ist

Lv= lim L,v
n—oo

fur alle v € V. Zu zeigen bleibt L,, — L im Sinne der Norm von L(V, w).
Wir wollen die folgende Grofie abschétzen:

1L = Lalleqvwy = sup [|(L = Ln)v[lw-

llollv <1

Dazu benutzt man am besten die aus der Definition der Norm folgende
elementare Abschédtzung (siehe auch Satz 1.1.7)

[Lollw < ILILV; W)llvllv,

die fiir alle v € V gilt. Sei e > 0 gegeben, dazu gibt es ein Negyeny € IN, 50
dass fiir m > n > Neguceny gilt

NN RO

”Ln - Lm“L(V;W) <
Dies bedeutet, dass fiir jedes v € V und m > n > Negyeny gilt
€
I(Ln = La)vllw < Sllvllv.

Mit der Dreiecksungleichung und der punktweisen Konvergenz erhilt
man die gleichméaflige Konvergenz: sei n > N¢gycny, 50 gilt fiir allem > n
und jedesv € V, |jv]ly <1

€
|ILv — Lyv||lw < ||Lv — Lyv|lw + || Linv — Lpvl|w < 2 + ||Lv — Lpo||w-

Da fiir jedes v € V limy, 00 Lmv = Luv gilt, finden wir ein hinreichend
grofies m > n, so dafd der zweite Ausdruck durch /2 abgeschitzt wer-
den kann, insgesamt also

||Lv — Lyv||lw < e.

Daraus folgt
||L — Ln”L‘,(V;W) < E.

. Das néchste Beispiel ist von grundlegender Bedeutung fiir unsere Be-
trachtungen. Es seien V;,...,V, und W jeweils Banachrdaume, wir setzen

E’"(Vl,...,V;;W):{M:Vl ><...XV}—>W‘M('Ul,...,Uj_l,-,vj+1,...,1}r) ec(Vj;W)}.
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Setze V.= V) x ... x V, und || - ||y wie oben. Wir definieren fiir M €
L'(Vi,...,Vu; W) eine Norm durch

[IM|lzra,..vewy = sup [|Mo]jw-.
[lv]lv <1

Wir wollen nachpriifen, dass (L (Vi,...,Vi; W), || - [l zrwa,...,vp5w)) €in Ba-
nachraum ist. Dazu muss zunéchst die Normeigenschaft gepriift wer-
den. Dies ist einfach und bleibt dem Leser iiberlassen. Der nédchste Schritt
ist die Vollstandigkeit. Dieser ist eine direkte Verallgemeinerung des obi-
gen Schrittes fiir L(V; W).

Wir wollen nun eine Charakterisierung stetiger linearer Abbildungen ange-
ben.

Definition 1.1.6 Es seien V, W Banachriume, L : V. — W sei linear. L heifst be-
schrankt, wenn es eine Konstante M > 0 gibt, so dass fiir allev € V' gilt

[ Lollw < MJv]lv-

Satz 1.1.7 Es seien V,W Banachriume, L : V. — W sei eine lineare Abbildung.
Dann gilt:

1. L ist genau dann stetig, wenn L im Nullpunkt stetig ist.

2. L ist genau dann im Nullpunkt stetig, wenn L beschriinkt ist.
Beweis.

1. Ist L stetig, dann natiirlich auch im Nullpunkt. Angenommen L ist im
Nullpunkt stetig, dann gibt es zu e > 0 ein § > 0, mit ||[v||y < § impli-
ziert || Lv||w < e.Istnun vy € V, eps > 0 vorgegeben, § passend fiir die
Stetigkeit im Nullpunkt gewdhlt. Ist nun ||v — vg||v < 0, so ist

1L = Luolw = [|L(v — wo)[lw < &
und dies war zu zeigen.
2. Angenommen L ist im Nullpunkt stetig, ¢ > 0 gegeben und § passend

gewdhlt. Sei M = 2. Istv € V, so gibt es lambda > 0 mit ||Av]|y = § und
daher \||Lv||w < €. Dann ist

e 2e|v|lv
L <—: = .
1ol < 5 = 2 = wjoly

Daher folgt aus der lokalen Stetigkeit die Beschrdnktheit.

Die Umkehrung ist sehr geradlinig: gilt
[Lollw < M|lv|lv Vv €V,
und ist € > 0 gegeben, wihle § = 7. Istnun ||v||y < J, so ist

I Lv||lw < M|jv|ly < M§ =e.
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1.2 Radume multilinearer Abbildungen

Wir haben gesehen, dass die Raéume
L'(Vi,...,v05 W)

(mit der oben definierten Norm) Banachrdume sind, gleiches gilt fiir gilt fiir
L(Va, L(Vi; W)

mit der entsprechenden Norm (durch zweifache Anwendung der Uberlegung
aus dem Beispiel 5 in 1.1.5). Wir charakterisieren zunéchst stetige multilineare
Abbildungen auf eine Weise, die Satz 1.1.7 entspricht.

Satz 1.2.1 Eine multilineare Abbildung M : Vi x ... x V, — W ist genau dann
stetig, wenn es eine Konstante K > 0 gibt, so dass fiir alle v = (v1, . .., v,) gilt

M ()[lw < Kol -- - [[or]l, -

Beweis. Kann man direkt aus Satz 1.1.7 folgern. O
Wir definieren fiir Banachraume Vi, ..., V,, W und fiir eine Zahl 2 < p re-
kursiv

LY (Vi; W) = L(Vi; W)

und
LP(Vi, ...,V W) = L(Vp; P (Vi e, Vo W).

Durch rekursive Definition erhalten wir eine Norm auf IL? (13, ..., V,; W), wel-
che diesen Raum zum Banachraum macht. Wir wollen nun zeigen, dass die Ba-
nachrdume L (V4,...,v,; W) und " (V4, ..., V,; W) isomorph als Banachraume
sind, d.h. dass es eine Abbildung zwischen beiden Rdumen gibt, die gleichzei-
tig ein Homoomorphismus und ein linearer Isomorphismus ist (man spricht
auch von einem toplinearen Isomorphismus).

Satz 1.2.2 Die Riume LP(Vi,...,Vy; W) und L(V4, ..., Vy; W) sind isomorph als
Banachriume, der Isomorphismus kann normerhaltend gewdhlt werden.

Beweis. Wir definieren die Abbildung

T, :LP(Vy, ..., Vs W) — LP(Vi, ... 0 W)
auf folgende Weise rekursiv. Fir p = 1 ist (TL)(v1) = Lv;. Angenommen
T,-1 sei fiir p > 2 definiert als Abbildung 7, ; : L*~'(V4,...,V, ;W) —
LPY Vi, ... vp 13 W). Setze

(TPLp)(v1, -, vp-1,0p) = Tp1(Lp(vp)) (v1, .. ., Up1).



1.2. MULTILINEARE ABBILDUNGEN 11

Man priift (leicht) nach, dass T?L, fir L, € IL*(V4,...,V,; W) ein Element

in £P(Vi,...,Vp; W) ist. Nun ist zu zeigen, dass 1" injektiv, surjektiv und ein
Homdomorphismus ist. Alle drei Eigenschaften werden via Induktion tiber p
gezeigt.

Firp=1ist Ty : L'(Vy; W) — LY(Vy; W) mit
LNV W) = LV, W) = LH(Vis W)

die Identitit, die Normen stimmen iiberein, also ist 7" injektiv surjektiv und
in beiden Richtungen normerhaltend, also homdomorph. Fiir p > 2 sei gezeigt
TP L Y (Ve Ve W) — LP (VA ..., Vg W) sei injektiv, surjektiv und
in beiden Richtungen normerhaltend. Ist nun L, € ker 7%, so ist

TPL, =0,
also fiir alle v, € V}, ist
Tp-1(Lp(vp)) = 0.

Laut Induktionsverankerung ist dann L,(v,) = 0, also L, = 0. Fiir die Surjek-
tivitdt betrachten wir eine p-lineare Abbildung M : Vi x ... x V, = W. Wihle
v, € V, fest und betrachte die p — 1 lineare Abbildung

My, :Vix . ..xVog =W (v,...,0-1) = M(vy,...,0p).
Sei L, 1 =T, M,,. Setze
Ly(vp) = Lp-1-

Dann ist L, stetig und linear und es gilt 7,L, = M. Entsprechend zeigt man,
dass T, und 7, ' normerhaltend sind. Sei L, € IL”(V4, ..., V,; W), dann ist

I Lpllei,..vpiwy = SUD [[Lp(0p)[lLo=1 (1, Vo5 -
VpEVp
Nach Induktionsverankerung ist
||Tpr||£p(Vl,...,Vp§W) = ||1,S|Fp ) ||Tp71Lp(Up)||Lp_1(V1,...7Vp_1;W)
P Vp:

= sup || Lp(vp) |1, v )
[lvpllv, =1

= |[Lpllerga,...vpiw)-

Definition 1.2.3 Essei M € L"(V,...,V; W), so nennen wir
——
r—mal
P(v) = M(v,...,v)

eine homogene, polynomiale Abbildung V- — W vom Grad r.
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Kapitel 2

Differenzierbarkeit

2.1 Ableitungen

Satz 2.1.1 Es seien V, W Banachriume, U C V offen und f : U — W stetig. Es sei
ug € U. Es gibt hichstens eine lineare Abbildung L : V- — W mit

lim  ——— (f(u) — f(uo) — L{u — ug)) = 0. (2.1.2)

U—ru0,UFUY ||u — UOHV

Beweis. Vergleiche Satz 7.3.4 und dessen Beweis aus der Vorlesung Analysis
II. [

Definition 2.1.3 Gibt es eine (und dann, wie gesehen, genau eine) lineare Abbildung
L, so dass Gleichung (2.1.2) erfiillt ist, so nennen wir L = D f(uo) die Ableitung
von f im Punkt uy, f heifft im Punkt u, differenzierbar.

Ist f: U — W in jedem Punkt differenzierbar, so nennen wir f differenzierbar.

Ist f : U — W injedem Punkt von U differenzierbar, so ist
Df:U— L(V; W)
eine Abbildung.

Definition 2.1.4 Ist Df : U — L(V; W) stetig, so nennen wir f stetig differen-
zierbar.

Wir wollen nun die Situation betrachten, dass U C V; x V; fiir Banachraume
Vi ist. Sei ug = (v),v9) € U liegt und U eine offene Menge in V; x V5. Dann
gibt es eine offene Menge

U = By, (v]) X By, (v)
(B, (v)) C Vi, i =1,2) welche in U liegt. Ist nun
fU—->W

13
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stetig, wobei W ein weiterer Banachraum ist, kann man die Frage stellen, ob f
als Funktion von v; im Punkt v? differenzierbar ist. Ist dies der Fall, so nennen
wir f im Punkt ug partiell nach der ersten Variablen differenzierbar und wir schrei-
ben D, f(up) € L(Vy; W) fiir die partielle Ableitung, die eine lineare Abbildung
von V; nach W ist.

2.2 Hohere Ableitungen

Definition 2.2.1 Ist Df : U — L(V; W) differenzierbar, so nennen wir f zweimal
differenzierbar. Die zweite Ableitung wird mit D? f bezeichnet.

D?f(ug) = D(Df)(uo) ist eine Abbildung L(V; L(V;W)). Beachte die Abbil-
dung D?f(ug)(hs) : V — W linear und man kann einen zweiten Zuwachs h;
einsetzen: D? f(ug)(ho)(h1) ist linear in hy und in h; und kann demnach als bili-
neare Abbildung D?f(ug) : V x V — W aufgefaft werden. Nach Konstruktion
ist eine r-te Ableitung
D'fel’(V,V,...,V;W).
N — ——
r-mal

Mit dem Isomorphismus 7, kénnen wir D" f(ug) identifizieren mit einer r-
Linearform 77 D" f (uy).

Beispiel 2.2.2 1. Sei f : R? — R? gegeben durch
fz,y) = ( sin(z +) ) .

cos(z — v)

Dann ist fiir h € R?

Df(0,0)h = < hlzhz )

und allgemeiner ist
[ cos(zx+y) cos(z+y)
Df(z,y) = ( —sin(x —y) sin(x —y) |-

Die Ableitung D?f(z9,vo)(k) € L(IR? R?) ergibt sich dann fiir k = (ki, k2)
zu

2 [ —sin(zo + yo) (k1 + k2)  —sin(xo + yo) (k1 + k2)
D' (0 w)(k) = ( — cos(zo — Zo)(kl — ka)  cos(zo — yg)(kl — k2) ) .

Als Bilinearform erhilt man

—sin(xg + yo) (k1 + k2)(h1 + ha) | _
(kyh) = & < —cos(zo — yo) (k1 — k2)(hy — hy) ) = Mk h)
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2. Wir wollen nun eine weitere Abbildung betrachten, seien
V =C([0,1];R), W =C([0,1;R)
und
F:V > W: f—sin(f).
Wir stellen die Frage ist F' differenzierbar und was ist die Ableitung im Punkt
fo(z) = cos(x). Wir suchen eine lineare Abbildung L : C* — C mit der
Eigenschaft

1
lim ——(F(fo+h) — F(fy) — Lh) = 0.
W0 ”h“Cl([O,l],]R)( ( 0 ) ( 0) )
Wir machen den Ansatz
Lh = cos(f)h'.

Nun ergibt sich

lim ;(sin(— sin(z) + h'(z)) — sin(—sin(z)) — cos(—sin(z)))A'(z)
h=0 [|Allero,1,m)

Fiir jedes feste x fiihren wir einer Taylorentwicklung beziiglich h'(x) durch und
erhalten die Klammer rechts als

o(| (z)])-
Damit folgt die Behauptung. Natiirlich kann man das noch etwas ausfiihrlicher
aufschreiben!

2.3 Anwendungen

Wie in der Analysis II kann man eine Reihe von Satzen beweisen, z.B. die Ent-
wicklung in Reihen und den Satz tiber implizite Funktionen beweisen. Letzte-
rer impliziert dann folgenden Satz.

Satz 2.3.1 Ist U C CY(M; N) offen, f € U und f(xq) = yo und D f(xo) : TyyM —
Ty, N ein linearer Isomorphismus, so gibt es eine Umgebung V von f und eine Um-
gebung W von xy, so dass fiir jedes g € V' g genau eine Nullstelle x(g) in W hat. Die
Abbildung

X:V-osW:g—2x(g)

ist C' und

DX(f)(g): C'(M;N) = TpyM : g = Df(w0) ™ (o).
Beweis. Wir betrachten die Abbildung F': Ux M — N : (g,z) — g(x). Die par-
tielle Ableitung Do F'(f, z0) = D f(x0) : TaoM — Tze) N ist ein linearer Isomor-
phismus, also sagt der Satz iiber implizite Funktionen, dass es eine Auflésung

X :V = W : g~ z(g) in entsprechenden Umgebungen gibt. Die Linearisie-
rungsformel entspricht der aus dem Satz tiber implizite Funktionen. [



Index

Ableitung, 13
zweite, 14

beschrankt, 5, 9

differenzierbar, 13
partiell, 14
stetig, 13
zweimal, 14

isomorph, 10
Norm, 5

stetig differenzierbar, 13

zweimal differenzierbar, 14

16



