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Aufgabe 24 Es sei Ω ⊂
�

n ein Gebiet, zeigen Sie, dass mit u ∈ W 1,2(Ω) auch die
Funktionen

max{u(x), 0}, |u| ∈ W 1,2(Ω).

Betimmen Sie die schwachen Ableitungen dieser Funktionen.

Aufgabe 25 Zeigen Sie: ist uν ∈ W 2,2([0, 1]) eine Folge mit un → u und u′′
n → v

(Konvergenz jeweils in L2([0, 1])), so ist u′
n bzgl der L2-Norm eine Cauchyfolge.

Aufgabe 26 (a) In einem Banachraum X wird eine Menge S ⊂ X als total be-
schränkt bezeichnet, wenn zu jedem ε > 0 gilt: es gibt eine endliche Menge
N ⊂ X , mit

S ⊂ N + Bε(0).

Zeigen Sie, eine Menge in einem Banachraum X ist genau dann kompakt,
falls sie total beschränkt ist.

(b) Mit `p bezeichnen wir den Raum der Zahlenfolgen

x = (x1, x2, . . .) mit
∞

∑

i=1

|xi|
p < ∞.

Mit
‖x‖`p = (

∞
∑

i=1

|xi|
p)

1
p ,

wird `p für p ≥ 1 zum Banachraum. Zeigen Sie: `1 ist stetig in `2 eingebettet.
Eine Einbettung X → Y zwischen den Banachräumen X, Y heißt kompakt,
wenn jede beschränkte Folge in X bzgl. der Norm in Y eine konvergente
Teilfolge besitzt (dies ist gleichbedeutend damit, dass die Einheitskugel in X

bzgl. der Norm in Y relativ kompakt ist). Entscheiden und begründen Sie,
ob die Einbettung `1 → `2 kompakt ist.

Aufgabe 27 Zeigen Sie die Einbettung des Raumes

wm,p =

{

x ∈ `p
∣

∣

∣

∞
∑

i=1

im|xi|
p ≤ ∞

}

nach `p ist kompakt.
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