Kapitel 1

Grundprinzipien der
Funktionalanalysis

In diesem Kapitel diskutieren wir die Grundlagen der Funktionalanalysis.
Diese bestehen aus i.a. nicht endlich dimensionalen linearen Rédumen und
topologischen Strukturen. Wir werden dabei nicht den allgemeinsten Fall
betrachten, sondern einen Weg suchen, der fiir viele Anwendungen
hinreichend allgemein ist, aber trotzdem Vereinfachungen zulésst. Dieses
Kapitel behandelt viele Dinge, die Sie bereits kennen, dies dient auch dazu
eine einheitliche Schreibweise zu vereinbaren.
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1.1 Algebra und Topologie - ein starkes Duo

1.1.1 Lineare Riume

Im folgenden sei IK ein Kérper und zwar vereinbaren wir, dass IK immer fiir
einen der beiden Korper R oder € steht. Es wird Beispiele von Aussagen
geben, die nur fiir einen der beiden Korper wahr sind, dann werden wir dar-
auf hinweisen. Alle Aussagen, die mit K formuliert werden, gelten fiir beide
Korper. V' sei im folgenden ein linearer Raum iiber K. Da die lineare Alge-
bra sich oft auf endlich dimensionale Rdume beschrankt, wollen wir hier ein
paar Begriffe speziell fiir den unendlich dimensionalen Kontext wiederholen.

Definition 1.1.1.1
Es sei V ein linearer Raum tiber K.

1. Ein Element x € V heifit Linearkombination der Familie von Vektoren
{2*}4eca, wobei A eine beliebige Indexmenge ist, falls es eine zugehdrige
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Familie von Skalaren \* € IK gibt, von denen héchstens endlich viele
von Null verschieden sind, mit

T = Z Az,

a€A

FEine Linearkombination

3 A

mit hochstens endlich vielen von null verschiedenen Koeflizienten heif3t
nichttrivial wenn mindestens einer der Koeffizienten von null verschie-
den ist.

FEine Familie {z°},c4 heifit linear unabhéngig, falls aus

S a0

acA
folgt, dass alle \* = 0 sind.

Fine Familie {x“},ca erzeugt V', wenn jedes Element x € V sich als
Linearkombination der Familie {x®},c4 darstellen ldsst.

FEine linear unabhéngige Menge {x®} ,e 4 heifit Basis von V', falls {x®}4ca
den Raum V' erzeugt.

Wir erinnern an die folgenden elementaren Aussagen der Linearen Algebra.

Proposition 1.1.1.2

1.

2.

Ax = 0 gilt genau dann, wenn A = 0 oder x = 0.

FEine Familie {x®},ca Ist nicht linear unabhéngig, falls es ein § € A
gibt, mit 2% ist Linearkombination der Familie {z%},ca.

Fine Familie {z®},ca ist linear unabhingig, falls zu x € V hdchstens
eine Darstellung von x als Linearkombination der Familie {x®},c 4 exis-
tiert.

Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Je zwei Basen eines Vektorraumes haben die gleiche Méchtigkeit.
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Beweis. Wir wollen nur darin erinnern, dass der Beweis der vierten Aussage
auf dem Zornschen! Lemma beruht. Da dieses noch an anderen Stellen eine

Abbildung 5: Max August Zorn (6.6.1906-9.3.1993)

wichtige Rolle spielen wird, wollen wir es nun formulieren. N

Satz 1.1.1.3 (Zornsches Lemma)
Sei (M, <) eine nichtleere geordnete Menge, so dass jede total geordnete
Menge ein obere Schranke besitzt. Dann besitzt M ein maximales Element.

Dabei ist eine geordnete Menge eine Menge X, auf der eine Relation
R(z,y) durch z <y definiert ist, so dass gilt

1. o < x fiir jedes z € X.
2. x <y, y < z implizieren z < z.
3. Aus x <y und y < x folgt x = y.

Eine Menge N C X heifit total geordnet, falls fiir jedes Paar x,y € X ent-
weder x < y oder y < z gilt. Eine obere Schranke einer total geordenten
Teilmenge N ist ein Element s € M, so dass fiir jedes x € N gilt, x < s. Ein
maximales Element in X ist ein Element x* € X, so dass fiir alle x € X gilt,
r < zx*.

Definition 1.1.1.4
Nach Proposition 1.1.1.2 sind je zwei Basen gleichméchtig. Daher sind die
hierzu definierenden Begriffe nicht abhingig von der Auswahl der Basis. Ein

"Max August Zorn (6.6.1906-9.3.1993) studierte und promovierte an unserer Hochschu-
le. Er wurde von den Nazis verfolgt und emigrierte in die USA. Sein mathematisches Werk
umfasst Gruppentheorie, Mengenlehre, aber auch reelle und komplexe Analysis, wie auch
Funktionalanalysis. Am bekanntesten ist das nach ihm benannte Lemma, das dquivalent
zum Auswahlaxiom und dem Wohlordnungssatz ist. Eine iiberraschende Konsequenz ist
die Existenz nicht messbarer Mengen.
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Raum mit einer endlichen Basis heifit endlich dimensional. In einem endlich
dimensionalen Raum heifit die Anzahl der Basiselemente die Dimension des
Vektorraumes.

Beispiel 1.1.1.5
1. Ein erstes Beispiel eines linearen Raumes iiber K ist der Raum K".
Dieser Raum ist die Menge aller n-Tupel

3}
ko
. ki€ K
kn
Die Addition zweier solcher Elemente ist komponentenweise zu verste-
hen, also
ki k3 ki + k2
ki k2 ki + k2
:2 n :2 _ 2 | 2
K k2 KL+ k2

Die Multiplikation mit Skalaren ist ebenfalls komponentenweise zu ver-
stehen, also

ky Akq
\ kf2 _ A{fz
ky Ak,

Es ist einfach nachzupriifen, dass alle Bedingungen eines Vektorraumes
erfiillt sind. Die Menge

1 0 0
0 1 0
0 0 1

ist offensichtlich linear unabhéngig und erzeugend, also eine Basis.

2. Wichtiger sind fiir uns in dieser Vorlesung Funktionenrdume, d.h. ge-
geben sei eine Menge (2, wir betrachten als Vektorraum V' alle Funk-
tionen f : (2 — IK. Die Addition in V ist punktweise erklart, namlich
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fir fl; f2 € V durch

(fi+ f2)(w) = fi(w) + fo(w) fiir alle w € Q.

Die skalare Multiplikation durch

(AN)(w) = Af(w).

Man erkennt unschwer, dass durch die Wahl Q = {1,2,...,n} das erste
Beispiel in dieser Klasse von Beispielen bis auf Isomorphie integriert
wird.

. Aus dem eben gezeigten Beispiel werden durch Zusatzforderungen an
die Funktionen bzw. Einschrénkungen an 2 viele wichtige Beispiele
gewonnen. Als konkretes Beispiel fiir diese Konstruktion betrachten
wir z.B. den Raum V' = C([0, 1]; R), d.h. die Menge aller reellwertigen,
stetigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1]. Fiir diesen Raum geben
wir keine Basis an (warum?). Wir werden sehen, dass andere Konzepte
uns erlauben werden, solche Rdume hinreichend gut zu verstehen.

erinnern an den Begriff der linearen Abbildung zwischen zwei Vek-

torrdumen und fassen die relevanten Aussagen wieder als Satz zusammen.

Satz 1.1.1.6
Es seien Vi, V5, Vektorrdume iiber IK und L : V; — V5 eine IK-lineare Abbil-
dung. Dann gilt:

1

2

3

4

5

. ker L ist ein linearer Unterraum von V.
. BILD(L) ist ein linearer Unterraum von V.
. L ist genau dann injektiv, wenn ker L = {0} ist.

. Ist L injektiv, so gibt es eine lineare Abbildung L# : BILD(L) — V;
mit L# o L = L, .

. L# ist injektiv und L o L# =

]l|BILD(L)'

Beweis. Alle Aussagen sind aus der linearen Algebra bekannt. U
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Lemma 1.1.1.7
Die Menge der linearen Abbildungen {L : V; — V5 | L ist linear } bildet beziiglich
der nattirlichen Operationen

<L1+L2)I‘ = L11’+L2.T
(AL)x = A(Lx)

einen linearen Raum.

Beweis. Bekannt! 0

Spezielle lineare Abbildungen sind lineare Abbildungen von X in den
zugrundeliegenden Koérper IK, die nach dem oben stehenden Lemma 1.1.1.7
einen linearen Raum bilden.

Definition 1.1.1.8
Der lineare Raum {f : X — K| f ist linear} heiit der algebraische Dual-
raum von X und wird mit X* bezeichnet.

Definition 1.1.1.9
Ist L : V. — W linear, so ist die duale Abbildung L* : W* — V* definiert
durch

(L*w*)(v) = w*(Lw).

1.1.2 Metrische Riaume

In dem zuletzt genannten Beispiel 1.1.1.5 (3) haben wir neben der linearen
Struktur ein weiteres Konzept, ndmlich wir kennen einen Konwvergenzbegriff.
Was steckt dahinter? Wir betrachten Folgen von Funktionen und kénnen
entscheiden, ob diese Folgen konvergent sind. Diese Konstruktion ist wichtig
genug, um erst einmal die formalen Grundlagen zu diskutieren. Wir definieren
erst den Begriff eines topologischen Raumes und sprechen dann iiber den
Spezialfall eines metrischen Raumes. Wir beginnen mit einer Menge X, P(X)
sei die Potenzmenge von X, also die Menge aller Teilmengen.

Topologische Riume

Definition 1.1.2.1
FEine Teilmenge T C PB(X) heifit Topologie auf X, wenn folgende Bedingun-
gen erfiillt sind

1. 0 e%;
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2. Xe%;
3. Ist {Ay,..., A,} eine endliche Teilmenge von ¥, so ist A;N---NA, € T;

4. fiir eine beliebige Familie A, € ¥ gilt

U&Ef

Das Paar (X,%) nennt man einen topologischen Raum. Die Elemente von
¥ werden als offene Mengen bezeichnet. Jede offene Menge heifit auch Um-
gebung von jedem ihrer Punkte. Allgemeiner nennt man eine Menge K eine
Umgebung eines Punktes x € K, wenn es eine offene Umgebung U von x gibt
mit v € U C K. Eine Menge C' heifit abgeschlossen, falls das Komplement
X\ C offen ist.

Definition 1.1.2.2
1. Ein topologischer Raum (X, %) heifit hausdorffsch?, falls es zu je zwei

il

Abbildung 6: Felix Hausdorff (8.11.1868-26.1.1942)

Punkten x1, x5 € X offene Mengen Uy,Us € T gibt mit x1 € Uy, x5 €
Uy und U; N Uy = ) (Trennungseigenschaft ).

Znach Felix Hausdorff (8.11.1868-26.1.1942). Von ihm stammen wesentliche Beitrige
zur Mengenlehre und Topologie. Er entging einer Deportation im Jahre 1942 nur, indem
er zusammen mit seiner Frau aus dem Leben schied.
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2. Ist A C X eine Teilmenge eines topologischen Raumes (X, %), so nennt
man die kleinste abgeschlossene Menge, welche A enthélt, den Ab-
schlussB von A. Wir schreiben dafiir A. In anderen Worten, wir haben

A= N C.

(O] A, Clist abgeschlossen

3. Ist A C X eine Teilmenge eines topologischen Raumes (X, %), so nennt
man die gréBte darin enthaltene offene Menge das Innere von A, als

Symbol schreiben wir A. Formal sieht dies so aus:

A= U U

UcAU ist offen

4. Es sei K C X eine Teilmenge. Wir definieren eine Relativtopologie auf
K durch
Tk={ACK|A=KnNT,Te%}.

5. Ist (X, T) ein topologischer Raum, so nennt man eine Familie von Men-
gen {A,}.cs, A, € T ist eine Uberdeckung von X, falls

xclJA.

6. Ein topologischer Hausdorflraum heifit kompakt (iiberdeckungskom-
pakt ), wenn aus jeder Uberdeckung eine endliche Teilmenge ausgewéhlt
werden kann, die bereits eine Uberdeckung darstellt.

7. Eine Folge {x,},en in einem topologischen Hausdorffraum X heifit
konvergent gegen y € X, wenn jede offene Umgebung von y bis auf
endlich viele, alle Folgenglieder enthélt.

8. Ein Raum wird als folgenkompakt bezeichnet, wenn jede Folge eine
konvergente Teilfolge besitzt.

Aufgabe 1.1.2.3
Sei (X, %) ein topologischer Hausdorffraum. Zeigen Sie die folgenden Tren-
nungseigenschaften.
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TR1 Zu jedem x € X und jeder kompakten Menge C' C X, = ¢ C gibt es
offene Mengen U,V mit x € U,C CV und UNV = (.

TR2 Zu zwei disjunkten kompakten Mengen C',Cy gibt es offene Mengen
Ul,UQ mit Cz C Ui; 1= 1,2 und UlﬂUQ :(Z)

Lemma 1.1.2.4
Elementare Eigenschaften kompakter Rdume sind:

1. Abgeschlossene Teilmengen kompakter Radume sind kompakt.

2. Kompakte Unterrdume eines topologischen Hausdorffraumes sind ab-
geschlossen.

Bewelis.

1. Sei A C X abgeschlossen, dann ist X \ A offen und jede offene Uber-
deckung von A lésst sich durch Hinzunahme von X \ A auf ganz X
fortsetzen. Die Kompaktheit von X erlaubt eine endliche Teiliiberde-
ckung auszuwéhlen. Diese iiberdeckt dann auch A und daran dndert
auch die (eventuelle) Wegnahme von X \ A nichts.

2. Sei C' C X kompakt. Sei zg ¢ C. Dann gibt es (nach [TR1]) offene
Mengen U,, mit g € Uy, und V mit C C V und V N U,, = 0. Dann
ist 29 ¢ C, also C' C C.

O

Aufgabe 1.1.2.5

Man zeige, ein topologischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er die
endliche Durchschnittseigenschaft (engl.:finite intersection property)
besitzt, d.h. wenn fiir eine beliebige Familie von abgeschlossenen Mengen
gilt, dass, falls je endlich viele nichtleeren Schnitt haben, der Schnitt aller
Mengen nicht leer ist.

Definition 1.1.2.6
Es sei (X,%) ein topologischer Raum, eine Teilmenge Z C X heifit dicht,
wenn fiir jede nichtleere offene Menge U € ¥ gilt, dass

ZNU #0.

Definition 1.1.2.7
FEin topologischer Raum heifit separabel, falls es eine abzahlbare dichte Teil-
menge Z C X gibt.
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Definition 1.1.2.8
Es sei (X, %) ein topologischer Raum.

1. Eine Teilmenge 4 C T heifit Basis der Topologie®, wenn jede offene
Teilmenge als Vereinigung von Elementen aus i geschrieben werden
kann.

2. Gibt es eine abzédhlbare Basis ftiir T, so sagt man die Topologie erfiille
das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom.

3. Gibt es zu einem Punkt x € X ein abzéihlbare Familie {U, },c offener
Umgebungen, so dass jede Umgebung N von x mindestens ein Element
U, umfasst, so sagen wir, x habe eine abzéhlbare Umgebungsbasis.

4. Hat jeder Punkt x € X eine abzidhlbare Umgebungsbasis, so erfiillt die
Topologie das erste Abzahlbarkeitsaxiom.

Aufgabe 1.1.2.9
Ein kompakter Hausdorffraum in dem die Topologie dem ersten Abzéhlbar-
keitsaxiom geniigt, ist folgenkompakt.

Beispiel 1.1.2.10
Beispiele topologischer Raume sind

L. (X,PB(X)). In dieser Topologie sind (natiirlich) auch alle Mengen der
Form {z} offen. Man spricht von der diskreten Topologie. Diese Topo-
logie ist hausdorffsch, und X ist genau dann kompakt, wenn X endlich
ist.

2. (X,{0,X?}). Diese Topologie trennt keine Mengen.

3. Bezeichnet man eine Menge U in R als offen, wenn mit jedem Punkt
noch eine e-Umgebung in U liegt, so ist (IR, ) ein topologischer Raum,
wenn i fiir die Menge aller offenen Mengen steht.

Die ersten beiden Beispiele legen es nahe, zwei Topologien auf der gleichen
Menge vergleichen zu wollen.

3Wir beachten den doppelten Gebrauch des Wortes Basis, einmal als Basis eines li-
nearen Raumes, dann als Basis der Topologie. Beide Begriffe sind gebréuchlich, eine Ver-
meidung dieser Doppeldeutigkeit ist fast unmoglich. Aus dem Kontext sollte immer klar
werden, welche der beiden Begriffe gemeint ist.
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Definition 1.1.2.11

Seien ¥1,%o zwei Topologien auf X. Wir nennen ¥, grober als T, wenn
T, C %, ist. Anders ausgedriickt T, ist grober, wenn jede offene Menge in
der ¥1-Topologie auch offen in der T5-Topologie ist. Wir sagen in diesem Fall
auch, dass T, feiner als T, ist.

Im né&chsten Satz fassen wir wichtige Eigenschaften topologischer Raume
zusammen. Ein Beweis der Mehrzahl der Aussagen erfolgt in den Ubungen.

Satz 1.1.2.12
Sei (X, %) ein topologischer Hausdorflraum. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen.

1. Ist (X, %) hausdorffsch und grober als (X, %5) und ist (X,%5) kom-
pakt, so ist T = %s.

2. (Satz von Tychonov*) Produkte kompakter Mengen sind kompakt.

Abbildung 7: Andrej Nikolajewitsch Tychonov (30.10.1906-7.10.1993)

Beweis.

1. Sei also (X, %) hausdorffsch und (X, %5) kompakt und ¥; C Ty. Zu
zeigen ist T3 = Ty, Sei A € Ty, dann ist X \ A abgeschlossen (bzgl.
T5), also kompakt. Dann ist X \ A aber auch kompakt (Warum ist dies
sofort klar?) in ¥, also abgeschlossen und damit A € F;.

4 Andrej Nikolajewitsch Tychonov (30.10.1906-7.10.1993) studierte und lehrte an der
Universitdt Moskau. Seine Schwerpunkte sind die Topologie und die Funktionalanalysis.
In seinen wissenschaftlichen Arbeiten hat er sich aber auch mit Differentialgleichungen
und Anwendungen der Mathematik beschiftigt.
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2. Fiir die diese Aussage verweisen wir auf die Literatur [18].

Definition 1.1.2.13
1. Es seien (X,%x) und (Y,%y) topologische Ridume, eine Abbildung
f: X —Y heifit stetig, falls fiir jede offene Menge V € Ty gilt
[~YV) € Tx, oder in Worten: Urbilder offener Mengen sind offen.

2. Eine Abbildung f : X — Y heift offen, falls Bilder offener Mengen in
X offen in Y sind.

3. Ist f : X — Y bijektiv, so nennt man f einen Homéomorphismus, falls
f und f~! beide stetig sind.

Aufgabe 1.1.2.14
1. Man zeige, f : X — Y ist genau dann stetig, falls die Urbilder abge-
schlossener Mengen abgeschlossen sind.

2. Ist f bijektiv, stetig und offen, so ist f ein Homéomorphismus.

3. Bilder kompakter Mengen unter stetigen Abbildungen sind kompakt.
Gilt die Umkehrung dieser Aussage?

4. f ist genau dann stetig, wenn fiir jede Teilmenge gilt f(A) C f(A).

Eine wichtige Konstruktion ist die sogenannte Quotientenbildung. Gegeben
sei ein topologischer Raum (X, %) und eine Aquivalenzrelation auf X, die
wir als « ~ y schreiben. Mit [x] bezeichnen wir die Aquivalenzklasse und mit
X/. den Quotientenraum oder auch die Menge der Aquivalenzklassen. Es
gibt eine Abbildung IT: X — X/. :  — [z]. Die Verkniipfung von Aquiva-
lenzrelationen und Topologie wird durch folgende Definition hergestellt.

Definition 1.1.2.15
Eine Aquivalenzrelation heifit abgeschlossen, wenn fiir jedes v € X die Klasse
[x] abgeschlossen ist.

Definition 1.1.2.16
Wir definieren eine Topologie T auf X = X/, als die feinste Topologie, so
dass 11 stetig ist. Diese Topologie wird als Quotiententopologie bezeichnet.

Es ist leicht nachzupriifen, dass (X/.,%¢) ein topologischer Raum ist.
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Satz 1.1.2.17

Sei (X, T) ein topologischer Raum und ~ eine abgeschlossene Aquivalenzre-
lation auf X und Y ein topologischer Raum. Dann ist f : X/.. — Y genau
dann stetig, wenn f o Il stetig ist.

Beweis. Klar! 0

Beispiel 1.1.2.18
Wir betrachten R, z ~ y <= z—y € Z. Die Quotientenbildung identifiziert
Punkte.

Man beachte, dass die Frage ob Quotiententopologien hausdorffsch sind, falls
der urspriingliche Raum hausdorffsch ist, nicht leicht zu beantworten ist.
Notwendig dafiir ist offensichtlich, dass die Relation abgeschlossen ist. Dies
ist aber im allgemeinen nicht hinreichend.

Metrische Riume

Wir wollen nun eine Spezialisierung betrachten und metrische Rdume be-
trachten.

Definition 1.1.2.19
Es sei X eine Menge, eine Abbildung d : X x X — R, = {ZL‘ eR ’ x> O}

heifit Metrik, wenn folgende Bedingungen ertiillt sind:
M1 d(z,y) = 0 dann und nur dann, wenn x = y.

M2 d(z,y) = d(y, z) fiir alle z,y € X.

M3 d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2) fiir alle x,y,z € X.

Das Paar (X, d) wird dann als metrischer Raum bezeichnet. Die Eigenschaft
(M3) wird als Dreiecksungleichung bezeichnet.

In einem metrischen Raum hat man auf eine natiirliche Weise eine Topologie.

Definition 1.1.2.20

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C X nennen wir metrisch
offen, wenn zu jedem Punkt x € U ein positive Zahl ¢ > 0 existiert, so dass
die e-Kugel B.(z), definiert durch

B.(z) ={y € X | d(z,y) <¢},

in U enthalten ist.
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Lemma 1.1.2.21

Sei (X,d) ein metrischer Raum, dann bildet die Menge der metrisch offe-
nen Mengen T, eine Topologie auf X. Wir nennen %, auch eine metrische
Topologie.

Beweis. Leicht nachzupriifen! [l

Satz 1.1.2.22
Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er folgenkompakt ist.

Beweis. Da ein metrischer Raum dem ersten Abzihlbarkeitsaxiom geniigt,
ist die erste Richtung schon in Aufgabe 1.1.2.9 gezeigt. Fiir die Umkehrung
sei auf die Literatur (z. B. WERNER [30] Satz B.1.7) verwiesen. [
Man beachte, dass in allgemeinen Hausdorffraumen weder die Kompakt-
heit die Folgenkompaktheit impliziert noch umgekehrt die Folgenkompakt-
heit die Kompaktheit. Ein Gegenbeispiel fiir die erste Behauptung ist das
iiberabzéhlbare Produkt I’ (I = [0,1]). Der Satz von Tychonov 1.1.2.12
gewihrleistet die Kompaktheit. Dieser Raum ist nicht folgenkompakt, man
betrachte die Folge von Abbildungen o, : I — I mit o, (z) ist der n-te Term
in der Bindrdarstellung von x. Diese Folge hat keine Haufungspunkte, siehe
auch STEEN & SEEBACH [28]. Ein Gegenbeispiel fiir die zweite Behauptung
ist die ,lange Gerade* [28].
Fiir metrische Topologien gibt es ein weiteres Kriterium fiir Stetigkeit, das
sogenannte € — d-Kriterium:

Lemma 1.1.2.23 (Stetigkeit in metrischen Topologien)

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung.
f ist beziiglich der jeweiligen Topologien %4, bzw. ¥,;, genau dann stetig,
wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass dx(x,y) < § impliziert, dass

dy(f(x), f(y)) <e.

Beweis. Sei f(z) = y und B.(y) eine offene Kugel mit Radius ¢ > 0 um
y. Nun ist f~!(B.(y)) nach Definition der Stetigkeit offen, also gibt es ein
§ > 0, so dass Bs(z) C f~}(B:(y)). Damit ist f(Bs(x)) C B.(y).

Fiir die andere Richtung, sei das ¢ — d-Kriterium erfiillt und U C Y offen.
Zu f(x) =y € U. Sei e > 0 gegeben, so dass B.(y) C U und § > 0 wie im
e — 0-Kriterium. Dann ist Bs(z) C f~1(B.(y)) € f~1(U). [
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Bemerkung 1.1.2.24
In einem metrischen Raum (X, d) ist eine Folge {z,}, . konvergent, wenn
es ein g € X und zu jedem € > 0 eine Zahl N € IN gibt mit

n >N = d(z,, x) < ¢.

Definition 1.1.2.25
1. Eine Folge {x, }nen heift Cauchy-Folge®, wenn es zu jedem € > 0 eine

Abbildung 8: Augustin-Louis Cauchy (21.8.1789-22.5.1857)
Zahl N € IN gibt, so dass

nk >N = d(x,, x) < €.

2. Schliefllich heifit der metrische Raum vollstindig, wenn jede Cauchy-
Folge konvergent ist.

3. Mit €(X) werde die Menge aller Cauchy-Folgen auf (X, d) bezeichnet.

Eine wichtige Konstruktion ordnet jedem metrischen Raum X einen metri-
schen Raum X zu, der zwei wesentliche Eigenschaften hat: X ist erstens
vollstandig, und zweitens kann man X als dichten Teilraum von X auffassen.

® Augustin-Louis Cauchy (21.8.1789-22.5.1857) war Sohn eines hohen Beamten und ge-
noss demzufolge eine gute Privatausbildung. Nach einem ingenieurwissenschaftlichen Stu-
dium eignete er sich nebenbei Werke von Lagrange an. Im Jahr 1811 16ste er ein Problem,
das Lagrange formuliert hatte. Er arbeitete iiber Integrale, Stromungsmechanik und Elas-
tizitétstheorie. Speziell die Arbeiten zum letztgenannten Bereich machten ihn zu einem
der bekanntesten Mathematiker seiner Zeit. Im weiteren arbeitete er auf vielen Gebieten,
sein Hauptarbeitsgebiet wurde die Analysis mit der Theorie von Differentialgleichungen.
Nach Gaufl begann er mit komplexen Zahlen und der zugehorigen Analysis zu arbeiten.
Cauchy war extrem produktiv und dies sehen wir noch heute an vielen Konzepten, die
seinen Namen tragen.
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Definition 1.1.2.26
Sei (X, d) ein metrischer Raum, C; = {zi, x5, ... ¢ ..
zwei Cauchyfolgen. Wir nennen diese dquivalent, wenn

. } seien fiir i = 1,2

lim d(z),22) =0

n—oo n n
ist. Wir schreiben dafiir C; ~ Cs.

Satz 1.1.2.27 (Vervollstindigung von metrischen Riumen)

Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf €(X). Sei X = €(X)/.
und [C) die Aquivalenzklasse der Cauchy-Folge C, dann definiert (mit C; =
(x8,2h,...), 1=1,2)

d([Cy], [Ca]) = lim d(z}, 22)

n»'n
n—0o0

eine Metrik auf dem Raum X , welche diesen zum vollstandigen, metrischen
Raum macht. Die Abbildung

it X — X e (G A A |

von X nach X ist injektiv und isometrisch®, d.h. eine Einbettung von X in
X. Das Bild von X unter dieser Abbildung liegt dicht in X.

Beweis. Die wesentlichen Schritte im Beweis sind:

1. dist wohldefiniert, d.h. die Wahl anderer Folgen in der gleichen Klasse
fithrt zum gleichen Ergebnis.

2. d ist eine Metrik auf ¢(X)/..

3. Der Raum ist vollsténdig.

4. Die angegebene Abbildung ist injektiv und isometrisch.
5. X liegt dicht in X.

Wir beginnen mit der Wohldefiniertheit. Seien [C], [D] zwei Klassen und
(1,2, D12 jeweils zwei Représentanten dieser Klassen, also

C; = {x;}nelNa D; = {y;}nem, 1=1,2.

6Eine Abbildung f zwischen zwei metrischen Riéumen X,Y heifit isometrisch, falls
dy (f(x), f(y)) = dx (z,y) gilt.
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Dann ist

d(a2, y2) < d(ay,xp) + d(z, yn) + d(y,, v7)
und

d(xy, yp) < day, 22) + d(22, y2) + d(ya, yn)-

Ist € > 0 vorgegeben, so existieren Ny, Ny € IN mit

(O}

n > N, = d(x}, n)<%, n>N2:>d(y,11,y,21)<§.

Also ist fiir n > max{Ny, No}

d(zy,yp) —e < d(xi,yr) < d(zh,yp) + €.

Damit ist die erste Behauptung gezeigt.
Als néchstes muss gezeigt werden, dass d eine Metrik ist. Dabei sind alle
Behauptungen aufler der Dreiecksungleichung vollstandig klar, diese folgt
aus einer einfachen Uberlegung: da wir die Wohldefiniertheit bereits gezeigt
haben, reicht es die Dreiecksungleichung fiir drei Reprisentanten zu beweisen.
Seien also C; = {z! } e drei Cauchyfolgen, so gilt fiir alle n € IN

d(zl, 23) < d(zl,2?) +d(2?,23)

n»n ni»'n n»r'n

und die Ungleichung iibertragt sich auf die Grenzwerte.
Die Vollstandigkeit ergibt sich auf folgende Weise: seien {[Ch]}nen eine Folge
in X, die beziiglich d wiederum eine Cauchyfolge ist. Sei C),, der jeweilige
Reprisentant von [C,]. Zu G, = {27} e existiert ein Index k(n), so dass
fir [,m > k(n) gilt X

d(xrrm ) ) S n'
O.B.d.A. wihlen wir die k(n) als monoton nicht fallend in n. Setze

Yn = SUZ(n)-
Zu zeigen ist, D = {y, }nen ist eine Cauchyfolge und
lim d([C}], [D]) = 0.

Jj—oo

Wir beginnen damit, zu zeigen, dass die Folge D eine Cauchyfolge ist. Sei
e > 0 gegeben, dann existiert ein N € IN mit

m,j > N = d([Cy],[C}]) < (1.1.2.28)

oo ™
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Dann ist fiir m > j > max{N, §}

d(Yj, Ym) = d(ﬂfi(j)v“’i(mﬂ

;T ATy o) + d(@), ") + d(2), 7))

VAN

IA

YT

s e E
4 4 4

A\

= +
4
= ¢
sofern nur r hinreichend grof3 gewéhlt wird.
Im néichsten Schritt ist zu zeigen, dass d([D], [C;]) — 0 fiir i — oo.
Damit muss gezeigt werden, dass

lim lim d(y,, ") = 0.

1—00 N—00

Wir verwenden, dass {[C;]}ienw eine Cauchy-Folge ist, indem wir aus Glei-
chung (1.1.2.28) folgern, dass es zu einem Paar (7, j) ein ng € IN mit

d(x, z) ) < =

n»m 2

falls 4, 7 > N und n,m > ng. Damit schétzen wir fiir i,n > ng, n > k(i) und
hinreichend groflem m ab

d<yn7 SL’;) = d(IZ(n), SL’;)
A(Th(nys Thy) T ATy, 2)
d(Tp s Tr) + d(xy,, 27,) + d(23,, Thi)) + A2y 27,)

IA N

AN
|
+
!
:

Daraus folgt die Behauptung sofort. Fiir die Abbildung 7 hat man (offenkun-
dig) )

d(i(x),i(y)) = d(z,y).
Also ist 7 eine Isometrie. Daraus folgt, dass 7 injektiv ist. Bleibt noch zu
zeigen, dass i(X) dicht in X liegt. Sei C' = {x, }new eine Cauchy-Folge in
X und [C] das zugehorige Element in X. Dann konvergiert i(z,) gegen [C]
bzgl. d. a
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Beispiel 1.1.2.29
1. Mit d(z,y) = |z — y| wird (K,d), zum metrischen Raum. Die Ver-
vollstandigung von (Q, d) ist R und die von (Q + 1Q, d) ist C.

2. (K", d) wird mit d(x,y) = max;—1__, |r; — y;| zum metrischen Raum.

3. Ist (X, T) ein topologischer Raum, so definiert man eine Topologie ¥ X%
auf X x X, indem man eine Basis B fiir die Topologie angibt:

%:{U1XU2|U1,UQET}.

Ist ¥ eine metrische Topologie mit Metrik d, so ist auch T x T metrisch.
Die zugehérige Metrik ist nicht eindeutig, eine Wahl dafiir ist

dxxx((®1,91), (x2,92)) = d(x1, 22) + d(y1, y2)-

4. Entsprechend definiert man auch eine Topologie auf X x Y, wenn
(X, %Tx), (Y, Ty) topologische Ridume sind. Sind beide Topologien me-
trisch, so ist auch die Topologie auf X x Y metrisch.

Aufgabe 1.1.2.30
Man gebe eine andere Metrik auf X x X an, die zur gleichen Topologie fiihrt!

1.1.3 Kategoriensatz

In diesem Abschnitt begegnen wir einer Eigenschaft vollstdndiger metrischer
Réaume, die sich als Grundlage der fundamentalen Prinzipien der Funktional-
analysis erweist. Diese werden wir im Abschnitt 1.5 ausfiihrlich studieren.

Satz 1.1.3.1
Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum, X # 0, { Ay } e sei eine abzahl-
bare Familie abgeschlossener Teilmengen von X . Ist

X=J A

so gibt es ein ky € IN, so dass das Innere von Ay, nichtleer ist.

Beweis. Wir nehmen an, dass fiir alle £ € IN gilt

A =10.
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Dann ist fiir jede offene Menge () # U C X und jedes k € IN die Menge
U\ Ay

offen und nichtleer. Insbesondere gibt es zu z € U\ 4;, und ¢ < 7 eine offene
Kugel B.(x) mit

BE(ZL‘) cU \ Ay
Wir konstruieren nun eine Folge von Punkten ), und Kugeln B;, (x)) mit
B€k<xk) - B5k71<xk*1)

und g, < % Sei U offen wie zuvor. Wihle ¢ < 1 und z; € U \ Ay, so

dass B, (x1) C U\ A;. Angenommen zy, B;,
B., (zx) \ Ap+1 und g4 < so dass

sei gewahlt. Wahle x4 €
1

(=St

B€k+1(xk+1) S Bak (xk) \ Ak+1-

Dies ist nach der Vorbemerkung moglich und induktiv wird eine Folge mit
den gewiinschten Eigenschaften bestimmt.

Dann ist die Folge {z}}renw eine Cauchyfolge und damit konvergent, also
existiert
z = lim z, € X.

k—oo

Fiir jedes k ist © € B., (zx) und da B, (zx) N A, = 0 ist x ¢ Ay. Insbesondere
ist
T ¢ UkEINAk = X.

Dieser Widerspruch beweist die Behauptung. [l

Oft wird der Satz anders formuliert. Zunéchst ein paar Definitionen.

Definition 1.1.3.2
Eine Teilmenge A eines vollstdndigen metrischen Raumes ist nirgends dicht,

o

wenn das Innere A von A leer ist.

Definition 1.1.3.3

Eine Teilmenge eines vollstidndigen metrischen Raum heifit von erster Ka-
tegorie, wenn sie abzédhlbare Vereinigung von nirgends dichten Mengen ist,
andernfalls von zweiter Kategorie.
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Abbildung 9: René Louis Baire (21.1.1874-5.7.1932)

Nun besagt der Bairesche Kategoriensatz’, dass ein vollstandiger metrischer
Raum von zweiter Kategorie ist.

1.1.4 Topologische Gruppen

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir ein erstes Beispiel von einer Verbin-
dung einer algebraischen und einer topologischen Struktur sehen und zwar
im einfachst moglichen Fall. Auch diese Theorie ist &uflerst umfangreich.
Wir betrachten nur die Anfangsgriinde um zu zeigen, wie die verschiedenen
Strukturen zusammenwirken und nichttriviale Ergebnisse liefern.

Definition 1.1.4.1
Gegeben sei eine Gruppe (G, -), die gleichzeitig eine Topologie ¥ tréigt. Das

"René Louis Baire (21.1.1874-5.7.1932) promovierte 1899 und hatte ab 1905 eine Pro-
fessur an Université de Dijon. Nach 1914 war er wegen Krankheit beurlaubt. Er untersucht
vor allem Fragen der reellen Analysis. Er widmete sich den Fragen die aus Mengenlehre,
Topologie und reeller Analysis erwachsen. Dabei machte der Inhalt seiner Untersuchungen
eine griindliche Auseinandersetzung mit den grundlegenden Konstruktionen der Mengen-
lehre notwendig.
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Tripel (G, -, %) wird als topologische Gruppe bezeichnet, wenn die Abbildun-
gen
GXxG—G :(g9,h)—g-h
1:G—G cg—s gt
beide stetig sind.

Definition 1.1.4.2

Zwei topologische Gruppen heiflen isomorph, wenn es einen Gruppenisomor-
phismus zwischen den beiden Gruppen gibt, der auch ein Homéomorphismus
ist.

Beispiel 1.1.4.3
Beispiele tiir topologische Gruppen sind:

1. (R,+), (R*,-), jeweils mit der iiblichen Topologie versehen. Die beiden
topologischen Gruppen sind isomorph.

2. (Q, +) mit der Unterraumtopologie von R ist eine topologische Gruppe.
Diese Gruppe ist total unzusammenhédngend.

3. Die Gruppe (GL(n), o) mit der Unterraumtopologie von R™ ist eine
topologische Gruppe.

4. Untergruppen dieser Gruppe (wie z.B. SO(n) etc.) sind mit der Unter-
raumtopologie von IR*" topologische Gruppen.

Satz 1.1.4.4
In einer topologischen Gruppe sind offene Untergruppen auch abgeschlossen.

Beweis. Sei U eine offene Untergruppe einer topologischen Gruppe GG. Wegen
der Stetigkeit der Verkniipfung sind alle Nebenklassen xU offen. Damit ist
die Vereinigung aller Nebenklassen

U o)

zeG\U

offen und U als Komplement dieser Menge ist abgeschlossen. U

Aufgabe 1.1.4.5

zeigen Sie, dass in einer topologischen Gruppe G die Zusammenhangskompo-
nente des neutralen Elementes ein Normalteiler ist. Dabei heifit eine Unter-
gruppe U Normalteiler, wenn die Rechtsnebenklassen xU auch Linksneben-
klassen sind, oder anders ausgedriickt, wenn fiir alle x € G gilt z2Ux~! C U.
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1.1.5 Lineare metrische Riume und Vervollstindigung

In der Funktionalanalysis studiert man systematisch die Auswirkungen des
Zusammentreffens von linearen und topologischen Strukturen. Wir beginnen
mit einer sehr allgemeinen Definition, werden uns aber schnell auf wesentlich
speziellere Situationen zuriickziehen.

Definition 1.1.5.1

FEin topologischer Vektorraum (V) +, %) ist ein linearer Raum, der gleichzei-
tig die Struktur eines topologischen Raumes tréigt, so dass die Addition eine
stetige Abbildung V' x V' — V ist und die skalare Multiplikation eine stetige
Abbildung IK x V' — V ist, wobei IK und V x V jeweils die dafiir in Bei-
spiel 1.1.2.29 definierte Topologie tragen. Ist ¥ eine metrische Topologie, so
sprechen wir von einem linearen metrischen Raum.

Beispiel 1.1.5.2
1. Das erste Beispiel eines metrischen linearen Raumes ist der Raum IK”
fiir ein n € INy.

2. Wir kommen zum ersten nichttrivialen Beispiel, es sei 2 C K" eine
kompakte Teilmenge, diese Menge tragt die Relativtopologie von K"
und beziiglich dieser betrachten wir

C(;R)={f:Q—1R| [ ist stetig } .

Wie bereits bemerkt ist dies ein linearer Raum, wir wollen nun eine
Metrik auf diesem Raum definieren:

d(f,9) = max|f(z) - g(z)|.

Offenkundig definiert dies eine Metrik, die Addition von Funktionen
und Multiplikation mit Skalaren stetig macht. Dieser Raum ist beziiglich
dieser Metrik vollstandig. Dies folgt aus dem Satz: Der Grenzwert ei-
ner gleichméflig konvergenten Folge stetiger Funktionen ist stetig.

3. Auf dem (auf gleiche Weise konstruierten) Raum C([0, 1]; R) definieren
wir eine zweite Metrik durch

di(f.9) = /If z)|dz.

Wir priifen die Eigenschaften einer Metrik nach:
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1
M1 Ist di(f,g) = 0, so ist [ |f(z) — g(x)|dz = 0. Da der Integrand
0

stetig und nichtnegativ ist, folgt, dass der Integrand identisch ver-
schwindet.

M2 Ist klar.

M3 Die Dreiecksungleichung ist einfach, sie gilt punktweise und dies
wird einfach aufintegriert.

In diesem Beispiel ist der Raum (C([0, 1];R), d;) nicht vollsténdig.
Wie sieht man dies? Wir betrachten die Folge von Funktionen

fl(.T):l—Q.I‘,

( 1

1 fir 0<z<-

4

1 3

2—4 fi << r< =

Folz) = r fur 4_:70_4
3

-1 fir nggl

Diese Funktion ist offenkundig stetig, allgemein setzen wir

(1 fir O<az<i_
I‘ —
b =T=5"9,
-1 1
n —2nx fiir n _!E§n+
1
1t Mt oa <
2n

Diese Funktionen sind stetig, die Funktionenfolge ist beziiglich d; eine

Cauchy-Folge, denn fiir m > n kann man d;(f,, f,n) abschitzen, man
hat zunéchst

12> [fn(2)] = [fm(2) = fu(2)] 2 0
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und da |fn(2) — fo(2)] =0, falls |z — 3| > £, ist das Integral

1
2 2
/lfm(x) — fo(2)|dz < 1- S=
0

Ist dann € > 0 gegeben und wahlt man m > n > g, S0 ist

dl(fn7 fm) S £,

also { f, tnen ist Cauchy-Folge.

Um zu zeigen, dass diese Folge nicht konvergent ist, betrachten wir den
punktweisen Limes und erhalten die Funktion

(z) = 1 fiir O§x<%
o) =93 1 fiir %<x§1.

Natiirlich gibt dies von vorneherein keine Auskunft iiber das Konver-
genzverhalten der Folge { f,, }new beziiglich der Metrik d;, aber vielleicht
gibt es zumindest einen Anhaltspunkt. Wir miissen nur zeigen, dass es
keine stetige Funktion gibt, die beziiglich der Metrik d; Grenzwert der
angegebenen Folge ist. Nun, angenommen ¢ sei stetig und es gelte

1

Behauptung: dann ist g(z) > % auf dem Intervall [0, 1) und g(z) <

— % auf (%, 1]. Dies ergibt dann einen offensichtlichen Widerspruch.

Um die aufgestellte Behauptung zu zeigen, nehmen wir an, dass es ein
0< 2 < % gibt mit

1
g(xo) < 3

Aufgrund der Stetigkeit gibt es dann ein abgeschlossenes Intervall I C
[0,2) der Lénge § > 0 mit g(z) < 2 auf I. Dann gibt es ein N € IN, so
dass n > N impliziert f,(x) =1 fiir € I. Dann ist aber

(g, 1) = Smin | fule) — g(@)| | o € I} > 6.

Dies widerspricht aber der Annahme lim,, .., di(g, f,) = 0. Analog be-
weist man den anderen Teil der Behauptung.
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Nun kommen wir zum ersten wichtigen Prinzip der Funktionalanalysis. Wir
wollen zeigen, dass die Vervollstindigung fiir metrische Rdume auch metri-
sche lineare Rdume zu vollstdndigen metrischen linearen Rdumen macht.

Satz 1.1.5.3
Es sei (V,d) ein metrischer linearer Raum. Dann gibt es einen vollstédndigen

metrischen linearen Raum (W, (i) und eine injektive stetige lineare Abbildung
T:V — W, so dass
dW(T'Uv Tw) = dV('Uv w)

fiir alle v,w € V. Der Raum T(V) ist ein linearer Unterraum, der dicht in
W liegt.

Beweis. Ist V vollsténdig, so ist nichts zu zeigen. Im anderen Fall betrachten
wir den Raum

W=V,
d.h. den vervollstandigten Raum aus Satz 1.1.2.27. Wir miissen nur noch zei-
gen, dass dies ein linearer Raum ist, und dass die Einbettungsabbildung auch
linear ist. Dazu miissen wir nur zeigen, dass der Raum der Cauchyfolgen auf
geeignete Weise zum linearen Raum wird, und dass die Quotientenbildung
diese lineare Struktur erhilt. Sind C; = {¢ },c fiir ¢ = 1,2 zwei Cauchyfol-
gen, so setzen wir
Ci+ Cy = {z,, + 27 Jnen-

Dann ist C', + C5 eine Cauchyfolge bzgl. der Metrik d. Gleiches gilt fiir AC.
Sind C;, D; fiir i = 1,2 dquivalent, so ist

[Cy + Cy] = [Dy + Do) und entsprechend [AC}] = [ADy].

Elementare Rechenregeln der Analysis fiir Grenzwerte zeigen die Stetigkeit
von Addition und Multiplikation beziiglich d. Also ist (W, (i) ein vollstandiger
linearer metrischer Raum. - a

Damit stellt sich nun die Frage, was ist (C([0,1];R),d;)? Koénnen wir
diesen Raum als (vielleicht sogar uns bekannten)Funktionenraum interpre-
tieren? Gleichermaflen kénnen wir fragen, was ergibt sich, wenn wir den
Raum der Polynome iiber einem reellen Raum beziiglich der Topologie der
gleichméfligen Konvergenz vervollstindigen, oder wenn wir statt der Poly-
nome trigonometrische Polynome hernehmen. Interessant ist auch die Ver-
vollstdndigung des Raumes der Treppenfunktionen beziiglich der Topologie

der gleichméfiigen Konvergenz.
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Ein weiteres wichtiges Beispiel eines metrischen linearen Raumes sind Funk-
tionen, die mehrfach differenzierbar sind mit einer geeigneten Metrik.

Beispiel 1.1.5.4

1. BEs sei Q C K" ein beschrianktes Gebiet, d.h. Q ist kompakt. Wir be-
trachten alle k-mal stetig differenzierbaren Funktionen nach R oder C,
die, samt allen Ableitungen der Ordnungen hochstens k, stetig auf Q
fortsetzbar sind. Dieser Raum werde mit C*(€;R) bzw. C*(Q; C) be-
zeichnet. Dies ist mit den iiblichen Operationen ein linearer Raum. Wir
definieren eine Metrik d;, durch

di(f,9) = max| D% f(x) = Dg(x)];

wobei @ = (ay,...,q,) ein Multiindex ist mit |a| = Y . | o;. Mit die-
ser Metrik wird der zugrunde liegende Raum zum vollstdndigen metri-
schen Raum. Wie wir sehen werden, kann man hier sogar eine stérkere
Struktur finden, ndmlich die eines Banachraumes. Dies ist im néchsten
Beispiel nicht der Fall.

2. Es sei 2 C K™ wie eben. Wir betrachten alle unendlich oft stetig dif-
ferenzierbaren Funktionen nach IR oder C, die, samt allen Ableitungen
stetig auf Q fortsetzbar sind. Dieser Raum werde mit C°°(€); 1K) be-
zeichnet. Dieser ist natiirlich mit den iiblichen Operationen auch ein
linearer Raum. Es sei K,, eine Familie von offenen Mengen, mit K, ist
kompakt, K, C K, fiir n € IN und

ki a
n=1

Setze fir f,g € C*(Q; K)

pn(f,g) = sup {\D"f(x) — D%(x)| ’ o =n und x € Kn} .
Setze

~ 1 pu(f.9)
dowom(f,9) = S o= —Lml 9
o ;%Hpn(ﬁg)
Dies macht den Raum zum metrischen linearen Raum. Eine Anwen-
dung dieser wichtigen Konstruktion ist ein allgemeiner Satz zur stetigen
Abhéngigkeit der Losung eines Anfangswertproblems von der rechten
Seite, siehe z.B. [23].

(1.1.5.5)
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3. Der Trager einer Funktion f ist gegeben durch

supp f = {:c € ‘ f(z) # 0}.
Damit fithren wir folgende Bezeichnung ein
Cyr (O K) = {f € C* () K) ‘ supp f ist kompakt}.

Wir nennen dies den Raum der glatten Funktionen mit kompaktem
Tréager. Er spielt an vielen Stellen eine wichtige Rolle. Eine Metrik fiir
diesen Raum erhélt man aus Gleichung (1.1.5.5).

Als Quelle fiir weitere Beispiele dienen eine Reihe von Folgenrdumen.

Beispiel 1.1.5.6
1. Als erstes wollen wir beschrinkte Folgen, d.h. Funktionen von IN — IK,
ansehen und setzen

(*° ={x:IN — K| x ist beschrankt }.

£ ist ein linearer Raum, durch

o

dﬁoo(X17X2) = sup |"L‘ib -y

nelN

definieren wir eine Metrik, die diesen Raum zum vollstdndigen metri-
schen, linearen Raum macht.

2. Unser zweites Beispiel wird uns noch oft begegnen: setze

Elz{x:]N—dK’ i|xn|<oo}
n=1

Dies ist ein linearer Raum, eine Metrik erhélt man leicht:
o
1,2\ _ 1 2
dp(x',x%) = E |z — 7.
j=1

Um nachzupriifen, dass es sich um einen linearen Raum handelt, reicht
es bekannte Sdtze aus Analysis heranzuziehen. Die Eigenschaften ei-
ner Norm sind klar, die Dreiecksungleichung folgt auch wieder direkt
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aus den Sétzen der Analysis. Um die Vollstandigkeit dieses Raumes zu
zeigen, stellen wir eine kleine Uberlegung an. Sei {x"},cn eine Cauchy-
folge. Zunéchst folgt sofort, dass {7 },ew fiir jedes j eine Cauchyfolge
in [K ist, also dass diese Folge konvergent ist und damit eine Grenzfolge
x = {z, }new existiert. Von dieser muss nur noch gezeigt werden, dass
sie auch in ¢! liegt. Sei m € IN fest, so gilt (fiir hinreichend grofies n)

m m m m
Dolal =)l —aftapl <Y fay—af[+ ) |2f] < et sup |xPa
j=1 j=1 j=1 j=1 nel

ist unabhéngig von m beschrankt. Die Folge dieser Teilsummen ist mo-
noton wachsend, also konvergent und x € ¢'. AuBerdem gilt x" — x
(vgl. den Beweis zu Satz 2.1.2.4) .

1.1.6 Stetige Lineare Abbildungen

Wir beginnen mit metrischen linearen Raumen (V,dy ), (W, dy ). Wir wissen
bereits, was es bedeutet, dass eine Abbildung linear ist. Hier wollen wir noch
zusétzlich die Stetigkeit hinzunehmen.

Definition 1.1.6.1
1. Es seien (V,dy), (W, dw) metrische lineare Riume und L : V — W
eine lineare Abbildung. Ist L zusétzlich stetig, so sprechen wir von
einer stetigen linearen Abbildung.

2. Ist L ein linearer Isomorphismus und ein Homéomorphismus, so nennen
wir L einen toplinearen Isomorphismus.

Lemma 1.1.6.2
Es seien (V,dy), (W,dw) metrische lineare Rdume, L : V — W eine stetige
lineare Abbildung.

1. Der Kern von L ist abgeschlossen.
2. Das Bild von L ist ein metrischer linearer Raum.

Beweis. Die erste Aussage folgt daraus, dass {0} C W abgeschlossen ist,
und das Urbild abgeschlossener Mengen unter stetigen Abbildungen abge-
schlossen ist.
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Der zweite Punkt ist trivial, die Einschrankung von dy, auf das Bild von L
macht dies zum metrischen linearen Raum. [l
Oft will man die Menge der stetigen linearen Abbildungen V. — W,
die ja einen linearen Raum bildet, selbst mit einer Topologie versehen. Wir
stellen dies noch ein wenig zuriick und beschranken uns dabei auf die Falle
normierter Rdume, die wir im néchsten Kapitel einfiihren wollen.

1.2 Normierte Riume und Banachraume

In diesem Kapitel fithren wir eine weitere Struktur ein, die in vielen Anwen-
dungen der Funktionalanalysis eine zentrale Rolle spielt.

1.2.1 Normierte Riume

Es sei (V,+) ein linearer Raum iiber IK.

Definition 1.2.1.1
Eine Abbildung
[-llv:V—-R

heiit Norm auf dem Raum V| falls sie folgenden Forderungen geniigt.
N1 ||y =0 <= v=0;

N2 ||Avfly = [A] |lv]ly fir A € K, v e V;

N3 |lv+w|v < ||v|lv + ||w]|v fiir alle v,w € V.

Ist V ein linearer Raum mit Norm || - ||y, nennt man das Paar (V.|| -||v) einen
normierten Raum (beachte fiir alle v € V' gilt ||v||y, > 0).

Lemma 1.2.1.2
Jeder normierter Vektorraum (V|| - ||\/) ist ein linearer metrischer Raum
(V,dy), wenn die Metrik durch

dy (v, w) = [lv —wlly

definiert wird.
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Beweis. Alle Eigenschaften aufler vielleicht der Dreiecksungleichung sind
unmittelbar ersichtlich. Fiir die Dreiecksungleichung schlieft man wie folgt:

dy(v,2) = |v=z2lv =llv-wtw=z|y <[lv-wly +[w -2
= dy(v,w) +dy(w, 2).

Die Stetigkeit von Addition bzw. skalarer Multiplikation folgt jeweils unmit-
telbar aus der jeweiligen Definition. N

Jede Norm auf einem Raum erzeugt mittels der eben definierten Metrik
eine Topologie. Damit wird die folgende Definition nahegelegt.

Definition 1.2.1.3
Ist X ein linearer Raum und sind || - ||1, || - |2 zwei Normen auf X, welche die
gleiche Topologie erzeugen, so nennen wir die beiden Normen aquivalent.

Fiir die Aquivalenz zweier Normen gibt es ein einfaches Kriterium, das wir
im folgenden Satz angeben.

Satz 1.2.1.4
Zwei Normen || - ||, || - || auf dem linearen Raum X sind genau dann &dqui-
valent, wenn es reelle Zahlen 0 < m < M < oo gibt, so dass fiir alle v € X
die Ungleichung

mllzlly < lzfls < Mzl (1.2.1.5)

gilt.
Beweis. Ist die Ungleichung (1.2.1.5) erfiillt so gilt offenbar auch die Unglei-
chung

1 1

Ll < llzlh < el
Ist nun U in der Topologie zu || - ||2 offen, so gibt es zu jedem x € U eine
Normkugel BI'1?(2) c U. Ist 6 < 47 SO ist

BI(z) c BM2(2) c U

und U ist in der Topologie zu || - ||; offen. Damit ist T C T;. Die umgekehrte
Inklusion folgt auf gleiche Weise.

Sind nun die Topologien gleich, so muss jede Kugel B auch eine Kugel
B!”Q enthalten (und umgekehrt). Daraus leitet man leicht die entsprechenden
Abschétzungen her. d
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1.2.2 Banachriume
Definition 1.2.2.1

Ein vollstindiger normierter Raum wird als Banachraum?® bezeichnet.

Beispiel 1.2.2.2
1. Der vollsténdige, metrische, lineare Raum (¢*, dp) wird mit

o0
Il =) |l
j=1

zum Banachraum.

2. Der vollstéindige, metrische, lineare Raum (0, dy) wird mit
Il = sup { |z | j € N}
zum Banachraum.
3. Als néchstes Beispiel betrachten wir den Raum

bv:{x:]N—>]K}|:E1|+Z|xn+1—xn|<oo}
n=1

mit der Norm

00
xllow = 1]+ a1 = @al.
n=1

Wir stellen fest: bv ist ein Banachraum.

33

Punktweise Addition und Multiplikation mit Skalaren macht den Raum
zum linearen Raum, die Figenschaften einer Norm sind leicht nachzu-
priifen, bleibt als einziges, die Vollstdndigkeit zu beweisen. Dazu ordnen
wir einer Folge

X = {Zn tnew € v

die Folge

5 = {gj}jE]N mit 51 =T und 6]‘ =Z; — ZL‘j_l,j > 1

8Stefan Banach (30.3.1892-31.8.1945) polnischer Mathematiker. Er war der Begriinder
der Theorie linearer, normierter Rdume und ihren linearen Abbildungen. Seine Arbeiten
sind die Grundlage der modernen Funktionalanalysis. Er und seine Schiiler zeigten viele
Anwendungen der Funktionalanalysis auf.
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zu. Die Folge £ ist in ¢'. Damit kann man die Vollstindigkeit von bv
aus der von ¢! schliefen.

Abbildung 10: Stefan Banach (30.3.1892-31.8.1945)

Definition 1.2.2.3

Es seien (V.|| - [|v), (W, || |lw) zwei normierte Rdume, eine lineare Abbildung
L :V — W hat eine obere Schranke, falls

[ Lvllw

M =
vEV,0#£0 vy

ist. M wird als obere Schranke von L bezeichnet. L heif3t beschriankt, falls es
ein K > 0 gibt, so dass fiir alle v € V gilt:

[Loflw < Kllvlly.

Lemma 1.2.2.4
Eine lineare Abbildung zwischen zwei normierten Rédumen ist genau be-
schréankt, wenn sie eine obere Schranke hat.

Beweis. Trivial! O
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Lemma 1.2.2.5
Sind (V, ||-|lv), (W, ||-|lw) zwei normierte Rdume, so ist eine lineare Abbildung
L:V — W genau dann stetig, wenn sie beschrédnkt ist.

Beweis. Sei L stetig, ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein ¢ > 0 mit
d(v,0) < ¢ impliziert d(Lv, L0O) = d(Lv,0) < e.

Ist v # 0 nun beliebig in V', so gibt es ein A € IR mit

0

xollv =3,

also einerseits
[ L(A)|lw <e,

und andererseits 5

|v]| = m
oder auch

T

— = —||v]|.

Al 0

Die linke Seite des ersten Ausdrucks wird zu

M| Zo][w < e.
Also erhalten wir
Lol < = = 2 o

Also folgt aus der Stetigkeit (im Ursprung) die Beschrénktheit.

Wir kommen zur Gegenrichtung. Wir zeigen zunéchst die Stetigkeit im

Nullpunkt. Sei € > 0 gegeben, M = sup,cy.,o ”ﬁ:””‘fv und

€
6= —.
M
Ist nun
0 <d(v,0)=|v|]lv <9,

so folgt
| Lv|lw < M|jv]| < Mé =e.
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Dies zeigt die Stetigkeit bei 0. Stetigkeit an einem anderen Punkt erhélt man
einfach. Sei Lvyg = wy und € > 0 gegeben. Wir miissen zeigen, dass es eine
Umgebung Us(vg) gibt, so dass LUs(vg) C U.(wp). Die Addition in W ist
stetig, also gibt es eine Umgebung U.(0), so dass wy + U,(0) C U.(wy) ist.
Stetigkeit von L bei 0 gibt uns eine Umgebung U,(0) C V mit LU,(0) C
U-(0). Wiederum die Stetigkeit der Addition in V' gewéhrleistet die Existenz
von Us(vg) mit Us(vg) — v C U,(0). Damit erhalten wir

LUs(vg) = L(vg — vy + Us(vp))
Lvy + L(—vy + Us(vg))
wo + L(U,(0))

wo + U, (0)

Ue(wyp).

N N N

Beispiel 1.2.2.6
Wir betrachten erneut das zweite Beispiel in 1.1.5.2. Der dort eingefiihrte
Raum ist normiert, wir schreiben

£l = max {|£(2)| | = € 2}
fiir f € C(2:R).

Dies definiert eine Norm, die den Raum zum vollstdndigen normierten Raum
macht. Ist [a,b] = Q C R ein Intervall, so ist
L:C(Q;R) HIR:fH/f(S)dS
Q

eine stetige lineare Abbildung, warum?

L) = | [ $)is| < 6= @l e

Also ist L beschrinkt mit K = b — a. Eine andere stetige lineare Abbildung
auf C([a,b];R) ist die Abbildung

evy, : f — f(xg), fiir zg € [a,b].
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Die Linearitét ist leicht einzusehen. Da | f(xo)| < ||f||co hat man eine endliche
Schranke < 1. Wir werden bald sehen, dass es eine wichtige Aufgabe darstellt,
die Existenz hinreichend vieler stetiger linearer Abbildungen zu zeigen.

Auflerdem wollen wir uns fragen, ob es moglich ist, alle linearen Funktionale
auf einem normierten Raum zu charakterisieren.

Satz 1.2.2.7
Sind V', W normierte lineare Rdume, so macht

Lv
||L||£(V,W) = sup { || ||W v # 0}

[ollv

die Menge
LV, W)={L:V — W | L ist stetig und linear}

zum normierten linearen Raum. Ist W vollstidndig, so ist auch dieser Raum
vollsténdig. Die Norm || L||z¢v,wy wird auch als Operatornorm bezeichnet.

Aufgabe 1.2.2.8
Man zeige, dass

ILlewary = s {lILellw [ lolly =1}

vevlvl=1

Beweis von Satz 1.2.2.7. Offenkundig ist dieser Raum ein linearer Raum.
Wir miissen die Eigenschaften einer Norm nachpriifen. Dies ist sehr einfach.
Damit haben wir einen normierten linearen Raum. Sei nun {L;}jcn eine
Cauchyfolge in diesem Raum, fiir v € V setzen wir w; = Ljv. Wir wollen
zeigen, dass {w,} ;en eine Cauchyfolge in W ist. Ist v = 0, so ist nichts zu
zeigen, wir nehmen also an, v # 0. Sei dazu € > 0 gegeben. Sei N € N, so
dass || Ly, — Ly vy < € fiir m,n > N. Dann ist

[wm=wnl[w = [|Lmv—Lnvllw = (L= Ln)vllw < [ Ln—Lallcqvm [0llv < el[ollv.
Also existiert, falls W vollstandig ist, punktweise der Grenzwert Lv = lim;_., L;v.

Dies definiert eine lineare Abbildung:

Lv+w) = lim Lj(v+w)
j—00
= lim (Ljv + Lw)
j—o0
= lim Ljv+ lim Ljw
j—o0 j—o0

= Lv+ Lw.
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Und ein entsprechendes Argument zeigt L(Av) = ALw.
Um die restlichen Schritte zu beweisen, iiberlegen wir zunéchst

Ll covswy = 1Lkl covswyl < 1Ly — Lillcevwy

und daraus folgt, dass die Folge {||L;||zv;w)}; eine Cauchyfolge in R ist.
Also folgt, dass diese Folge gegen eine Zahl M > 0 konvergiert. Nun miissen
wir zeigen, dass L stetig, d.h. beschriankt ist. Sei ¢ > 0. Fiir ||v|| = 1 und
hinreichend grofle j € IN gilt

[Lvllw = [[Lv — Ljv+ Ljv||w
< |Lv = Ljv|lw + || Lv||lw
< e+ | Ljlleovwy

Dieser letzte Ausdruck konvergiert fiir j — oo gegen M + ¢ und wir haben
gezeigt, dass fiir ||v|| =1 gilt

[ Lvllw < M.
Also ist L beschrankt und damit stetig.
Es bleibt zu zeigen L; — L in der Topologie, die von der Norm |-|| £(v,w indu-

ziert wird. Seie > 0und N € IN mit j, k > N impliziert || L; — L || zcvwy < 5.
Nun seiv € V, |[v]ly <1und N < k(v) € IN mit

| Lv — Li@yv|lw <

N ™

Fir v € V betrachten wir

| Lv — Ljvllw

IN

| Lv — Liwyvllw + || Liwyv — Lijv|lw
g g

273
E.

IN

Damit ist fiir j > N

|L = Lj|lzvswy = sup ||Lv — Ljv||w < e.

[lv]lv=1
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Beispiel 1.2.2.9
Auf ! betrachten wir die Shiftoperatoren

sht 0t — o' {Zn}nen — {& fnen

mit & = 0 und &, = x,, 1 fir n > 1 und

sh™: 0t — (b {Zn}new — {&ntnen

mit &, = x,41 fiir n > 1. Die Operatoren sh* sind beschrinkt mit Schranke
1. sh™ ist injektiv, aber nicht surjektiv, sh™ ist surjektiv, aber nicht injektiv.
Der linearen Algebra folgend, wollen wir schon mal die Frage stellen ob man
die Gleichungen

sh*x = \x
fiir (gewisse) A € K 16sen kann? Wir bemerken, dass man auf genau glei-

che Weise den Shiftoperator fiir beliebige (auch noch zu definierende) Fol-
genrdume definieren kann.

Bemerkung 1.2.2.10

Ein Spezialfall des Raumes L£(V'; W) ergibt sich im Falle V' = W. Wir schrei-
ben dann nur L(V).

Wir sammeln noch ein paar algebraische Eigenschaften der Raume £(V; W).

Satz 1.2.2.11
Es gilt:

1. Ist S e L(V; W), T € LW, Z), soist TS € L(V,Z) und es gilt

| TS cev.zy < NT N cow,z) | SN coviwy.-

2. Ist V normiert und vollsténdig, so ist L(V') eine Banachalgebra®.

9Eine Banachalgebra B ist ein Banachraum mit einer zusiitzlichen Verkniipfung, die
eine Ringstruktur definiert, so dass fiir alle Skalare x € K, T, S € B gilt (T'S) = («T)S =
T(xS) und TS| < [TS]-
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Bewelis.
TSv
|TS|cvzy = sup w
veV,u#£0 HU”V
- |TSv| 7 || Sv||w
= sup
vevpzo |[Svllw lvllv
< o 1Stz vl
veV,u#£0 ||SU||W vEV,u#0 ||U||V
T S
<y ITulz o Svlw

wEW,w#0 ||w||W vEV,0#£0 ||U||v

= Tllcow2) 1S evmw)-

Definition 1.2.2.12
1. Eine stetige lineare Abbildung mit Bild im Skalarenkérper wird als
lineares Funktional bezeichnet.

2. Die Menge aller linearen Funktionale auf einem normierten Raum X
bildet den Banachraum X', dieser wird als Dualraum von X bezeichnet.

1.3 Hahn-Banach-Sitze

Wir hatten bereits Beispiele von stetigen linearen Abbildungen, auch von
solchen mit Bild im Skalarenkorper, gesehen. Es wird sich herausstellen, dass
gerade diese speziellen linearen Abbildungen eine grofie Rolle spielen. Ins-
besondere wird es wichtig sein, dass ,geniigend viele“ solcher Abbildungen
existieren, also dass der Dualraum hinreichend viele Elemente enthélt. Die
Voraussetzungen dafiir schafft der Satz von Hahn!°-Banach. Neben der Frage
der Existenz von stetigen linearen Funktionalen wollen wir uns hier noch der
Frage der Fortsetzbarkeit von stetigen linearen Funktionalen von Unterrdum-
en auf den ganzen Raum widmen, wie der Frage nach gewissen Trennungsei-
genschaften fiir konvexe Mengen, die geometrisch sehr anschaulich sind. Die-
se Trennungseigenschaften spielen in vielen Gebieten der Mathematik eine

1Hans Hahn (27.9.1879-24.7.1934) studierte in Wien und Géttingen. Er lehrte zunéchst
in Bonn, spéater in Wien. Er fithrte unabhéngig von Banach normierte lineare Radume ein
und bewies vor Banach den wichtigen Fortsetzungsatz fiir lineare Funktionale, um den es
in diesem Abschnitt geht.
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Abbildung 11: Hans Hahn (27.9.1879-24.7.1934)

grofle Rolle. Daneben zeigen wir noch eine kleine, jedoch nicht ganz triviale
Anwendung der Hahn-Banachschen Sédtze auf. Dies steht exemplarisch fiir
eine Palette von Anwendungsbereichen.

1.3.1 Existenz von Funktionalen
Der Beweis des nachsten Satzes beruht auf dem Zornschen Lemma.

Satz 1.3.1.1 (Hahn-Banach)
Wir betrachten einen reellen Vektorraum X und

1. eine sublineare Abbildung, d.h. eine Abbildung mit

p: X = R:plx+y) <plx)+ply), p(Az) = A\p(z) fiir alle A > 0,

2. einen Unterraum Y C X mit einer linearen Abbildung
f:Y—R,

so dass
f(z) <p(x) fiirzeY.

Dann gibt es eine lineare Abbildung F': X — R mit
1. F(z) = f(x) fir x € Y und

2. F(x) <p(z) fir allex € X.



42

KAPITEL 1. GRUNDPRINZIPIEN DER FUNKTIONALANALYSIS

Beweis. Der Beweis beruht auf einer Art Induktion. Da allerdings die Méchtig-
keiten der beteiligten Mengen beliebig ist, muss ein méchtiges Hilfsmittel
verwendet werden. Dies ist das Zornsche Lemma.

Unser Beweis besteht aus drei Schritten:

1.
2.
3.

Ein elementare Fortsetzung
Vollstéandig geordnete Fortsetzungen haben obere Schranken.

Das maximale Element hat die gewiinschten Eigenschaften, ansonsten
erhélt man einen Widerspruch zur elementaren Fortsetzung.

Wir betrachten die Menge aller Fortsetzungen

M={(Z,g) } Y C Z C X ist Unterraum,
g: 7 — R ist linear, g = f auf Y, g <p auf Z}.

Elementare Fortsetzung Wir nehmen an, wir héitten eine Fortsetzung auf

einen Raum Z mit linearer Abbildung g : Z — IR. Dabei sei Z # X
und zg € X \ Z. Wir wollen g auf Zy = Z @ span|z| fortsetzen. Wir
machen den (naheliegenden) Ansatz

go(z + azy) = g(2) + ca.

Dabei sei z € Z und a € IR. Wir wollen die Wahl von ¢ so treffen,
dass (Zy, go) € M liegt. Unabhéngig von c ist offenkundig gy = g auf
Z und damit gy = f auf Y und gq ist linear. Daher muss nur die letzte
Bedingung beachtet werden. Daher bleibt zu zeigen

g(2) + ca < p(z+ az) fir z € Z und a € R.

Ist @ = 0, so ist die Bedingung offenkundig erfiillt, weil sie ja auf Z
gilt.

Fiir positive « lésst sich die Bedingung umschreiben zu

cgé(p(szazO)—g(z)):p(éjLzo) —g(é).

Ist a < 0, so erhélt man

e> Loz tazm) gz =g (~2) —p (- =),
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Die Wahl von ¢ muss demnach so erfolgen, dass

225(9(2) —p(z = 2)) < e < mf(p(z +20) — 9(2))-

Eine solche Wahl ist moglich, falls fiir eine beliebige Wahl von z, 2’ € Z
gilt, dass
9(z') = p(2' = 20) < p(z + 20) = g(2).

Um dies nachzupriifen, schreiben wir

g(z+2")

9(2) + 9(<) (

p(z +2")
(
(

IN

= p(z—20+20+72)
p(z — 20) + p(2' + 20).

IA

Die Existenz oberer Schranken in M Wir definieren eine Ordnung auf
der Menge M von Fortsetzungen, indem wir einfach setzen (71, g;) <
<Z2vg2)7 falls Z1 C Zy und g1 = g2 auf Al gllt

Nun sei N' C M eine total geordnete Menge von Fortsetzungen. Dazu
miissen wir eine obere Schranke konstruieren. Setze

Z*:UZ
(

Z,9)eN

und ¢, : Z, — R durch g.(z) = g(2), falls z € Z mit (Z,9) € N.

Nun miissen wir zeigen, dass (Zs, g.) € M. Offenkundig ist Y C Z,.
Die Abbildung g, : Z, — IR ist wohldefiniert, denn fiir 2 € Z; N Z,
gilt entweder Z; C Z; oder umgekehrt. Wir nehmen mal an, dass der
erste Fall eintritt, also Z; C Z,. Dann ist g1(z) = ¢2(2), da go eine
Fortsetzung von g¢; ist. Also ist g, wohldefiniert. Ferner gilt g, = f auf
Y (wieder wegen der Fortsetzungseigenschaft fiir jedes (7, g) € N). Es
gilt g, < p. Das einfachste ist dies per Widerspruch einzusehen. Ange-
nommen, es gibe ein z € Z, mit p(z) < g.(z). Dann ist aber z € Z fiir
ein (Z,g9) € N und g.(z) = g(2) < p(z).

Es bleibt noch zu zeigen, dass Z, ein linearer Unterraum ist und g :
Z, — R linear ist. Seien also 2,29 € Z,, ui, 2 € R. Dann ist z; €
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Z1, 29 € Zoyund (71, q1), (Z2, g2) € N. Wiederum wegen der vollstandi-
gen Ordnung von N ist Z; C Z, oder umgekehrt. O.B.d.A. nehmen
wir an Z; C Zy. Zs ist ein linearer Raum, also ist pi21 + poze € Zs.
Daraus folgt, dass Z, ein linearer Raum ist. Nun ist

Ge(p121 + p2z2) = go(paz1 + poz2) = page(21) + p2ga(22)
= p1gx(21) + pag(22).

Maximale Elemente Das Lemma von Zorn garantiert nun die Existenz ei-
nes maximalen Elementes (Z*, ¢*) € M. Angenommen Z* # X. Dann
liefert der elementare Fortsetzungsschritt noch eine Fortsetzung auf ein
(Z**, ¢g**) mit Z** = Z* @ span[z**]. Dies widerspricht der Maximalitét
von (Z*,g*). Also ist Z* = X.

N

1.3.2 Fortsetzungseigenschaften

Satz 1.3.2.1 (Hahn-Banach (fiir lineare Funktionale))
Es sei (X, ||-||x) ein normierter IK-Vektorraum und (Y, || - || x) ein normierter
Unterraum. Dann gibt es zu y' € Y’ ein 2’ € X' mit

=y auf Y und ||2'||x = ||V]lv

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall IK = IR.

Setze p(x) = ||y/||y/||x||x. Dann ist erstens fiir x € Y
' (@) < [[Yllyllzllx = p(x)
und zweitens p sublinear, denn
ple+y) = Iyl llz +ylx < 1Yy (zllx + lyllx) = p(z) + py).

Nach Satz 1.3.1.1 gibt es eine lineare Abbildung 2’ : X — R mit 2/(z) < p(x).
Da —z'(z) = 2'(—z) < p(—=z) = p(z), folgt auch

7' (2)] < p(z) = [[y'llyll=llx-

Daraus folgt sofort

! !
||x,||X’ = sup ‘.CL’ (SL’)| S su Hy ”Y'”xHX — || /|| ,
«#0 |||l x x#£0 ]l x
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Da 2’ eine Fortsetzung von y’ ist, folgt ebenso
19/ llyr < (][l

Insgesamt hat man die Gleichheit.

Wir kommen zum Fall IK = C. Dieser Fall wird auf den reellen Fall
zuriickgefithrt. Wir fassen die Vektorrdume X bzw. Y als reelle Vektorrdume
Xre bzw. Yre auf. Sei yp, = Rey’ € Yi,. Esist [[ypellyz. < [|¢/[ly+. Ferner gilt

y'(z) = Rey/(z) + ilmy'(z) = ype() — Ype(iz).

Der schon bewiesene Fall IK = R garantiert uns nun ein Funktional zy, €
Xhe, welches yg, fortsetzt auf Xg. unter Erhalt der Norm. Setze nun

'(w) = wpe(7) — ig.(i7).

Dann ist 2/ = g’ auf Y, 2’ ist C-linear, denn 2’ ist R-linear und es gilt
zusétzlich

v'(1x) = wpe(ir) — irg.(—7) = i(—iwg(1r) — Ro(—7)) = 12/ (2).
Wir kommen zum Vergleich der Normen: sei z € X, 2/(z) = ret’. Dann ist
[/ ()] = r = Re(e™*a’(2)) = Rea’(e7"x) = ap(e72) < [lwgellxy, [l=llx.

Weiter gilt

[2kellxg, = llYrellvz, < 1191y
Daraus folgt 2/ € X’ und ||2'||x» < ||¥/|ly’- Da @’ eine Fortsetzung von /' ist,
gilt auch die umgekehrte Ungleichung und wir haben Gleichheit. a
Satz 1.3.2.2

Es sei Y ein abgeschlossener Unterraum eines normierten Raumes X . Ferner
sei xg € X \ Y. Dann gibt es ein 2’ € X' mit

' (y) =0 fiir alley € Y, ||2'||x» = 1 und 2/(x¢) = inf {||zg —y||x |y € Y}.

Beweis. Sei Yy = Y @ span[zg]. Setze d = inf {||zg —y|lx | y € Y}. Wir
definieren
Yoy + azo) = ad
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fir y € Y und a € K. Dann ist y; K-linear und verschwindet auf Y. Wir
wollen zeigen y, € Yy und wir berechnen ||yp|[y;.
Fireiny € Y und a € R ist d < ||zo — 2(—y)| x, also ist

To — é(_y)

[90(y + azo)| < e = [lezo +yllx,

X

also ist y; beschriinkt, also yo € Yy und ||ypllyy < 1.
Aus der Abgeschlossenheit von Y und der Tatsache xy ¢ Y, folgt d > 0. Zu
jedem € > 0 existiert daher ein y. mit

2o = yellx < (L +¢)d.

Dann ist

1
Yo(zo — ye) = yo(wo) — yo(ye) =d—0=d > T llro = wellx

+ e
Wegen

To — Ye # 0
ist

1
!/
||yo||yo’ > 1—+€ — 1

mit € — 0. Nun hiilt man [|yg|ly; = 1, alles weitere folgt aus Satz 1.3.2.1. 0

Korollar 1.3.2.3
Es sei (X, || - ||x) ein normierter Raum mit xy € X. Dann gilt:

1. Ist xg # 0, so existiert ein xy € X' mit ||z(||x» = 1 und z{(xo) = ||xo|x-
2. Ist 2'(xo) = 0 fiir alle 2’ € X', so ist xy = 0.

3. Definiere eine Abbildung (., : X" — K durch 2’ — 2/(x¢). (., € (X') =
X". Dies definiert eine lineare Abbildung J : X — (X') = X" durch

J(z0)(2") = 2/ (x0) oder J(xg) = Ly,
Es gl]t ||J.I’0||X// = ||,I‘0||X

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Satz 1.3.2.2 mit der Wahl Y = {0}.
Die zweite Aussage folgt direkt aus der ersten. Es ist |(,,(2')| = |2/(z0)| <
|2 || x| zol| x- Also gilt [|[€u|lx < ||z]|x. Ist o # 0 und zf, wie im ersten
Teil dieses Korollars, so ist £,,(z() = x4(z0) = ||zo||x. Also ist ||[ly|lxr =
ol x.
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Definition 1.3.2.4
X" wird als Bidualraum bezeichnet, J als kanonische Einbettung X — X”.

Bemerkung 1.3.2.5

Der Bidualraum erlaubt es auf einfache Weise den Vervollstindigungssatz fiir
normierte Rdume zu beweisen. Ist X normiert, so folgt aus der Vollstindigkeit
von IK, dass X' vollstandig normierter Raum ist. X" ist also auch vollstdndig
normierter Raum, J : X — X" ist eine Einbettung und damit kann man X
als dichten Unterraum von X C J(X) C X" auffassen.

Bemerkung 1.3.2.6

Hat z{, die in Korollar 1.3.2.3 Teil 1 beschriebenen Eigenschaften, so wird

durch P : z mx{)(x)xo eine Projektion auf den von x, aufgespannten

Raum definiert. Es gilt ndmlich

1 1
P(Px) = x < xh(x)x ) x
(Pr) = e (gl 00 ) oo
- xo(x)zh(T0)T0 = ! zo ()0
= 0 0 = 0
[Eml 0|l x
= Pz

Wir werden weitere Zusammenhénge mit Projektionsoperatoren noch ausfiihr-
lich kennenlernen.

1.3.3 Existenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf IN

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir eine kleine Anwendung des Satzes
von Hahn-Banach présentieren. Wir wollen die Existenz von additiven, nicht
o-additiven WahrscheinlichkeitsmaBen auf IN zeigen. Betrachte in > (iiber
K = R) den Unterraum

1n
X = | i —§< istiert » .
{XE nl_)rlgon‘la:Z eXISIGI'}

1=

Dies ist ein Unterraum, auf dem das Funktional

1
mean(x) = lim — Zx,
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definiert ist. Setze fiir x € ¢

p ist sublinear, also
p(x+y) < p(x) +p(y)- (1.3.3.1)
und fiir alle A > 0 gilt
p(Ax) = Ap(x). (1.3.3.2)
Das Funktional mean(-) ist auf X stetig und durch p nach oben beschrénkt.
Also gibt ein 2’ € (€)', welches mean(-) auf ¢ fortsetzt und fiir das gilt

7'(x) < p(x) Vx € (™.
Setze fiir eine Teilmenge A C IN

1(A) = 2'(xa)-

Offensichtlich ist, wegen x4 + xB = xaup fir disjunkte Teilmengen A, B,
eine additive Mengenfunktion. x(IN) = 1 kann man leicht nachpriifen, denn
xn € X. Ist A C IN, so definieren wir mittels der charakteristischen Funktion
x4 eine Mengenfunktion p durch

u(A) = 2'(xa) < plxa) < 1.

Die Mengenfunktion pu ist additiv ist, also gilt
u(A) + p(A%) = p(N) =1
und damit folgt fiir alle Teilmengen A C IN
0< p(A) <1,

Also ist p ein additives Wahrscheinlichkeitsmafl auf IN. Fiir endliche Mengen
A gilt
p(A) = mean(xa) =0

und damit ist nicht o-additiv. Damit haben wir folgenden Satz gezeigt.

Satz 1.3.3.3
Es gibt ein additives, nicht o-additives Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf IN.
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1.3.4 Fast orthogonale Elemente und die verlorene Kom-
paktheit

Lemma 1.3.4.1
Sei X ein normierter Raum, M C X ein abgeschlossener Unterraum. Ist
M # X, so gibt es zu jedem € > 0 ein x € X mit ||z|[x =1 und

inf [z —m|x >1—c¢.
meM

Beweis. Sei 2/ € X’ mit 2/ = 0 auf M und ||2/||x» = 1. Sei € > 0 gegeben,
dann gibt es ein x € X mit [|z||x = 1, so dass

Z(z) > ||| —e=1—c¢.
Dann ist fir alle m € M
1 —¢e<a/(z) =2 (x —m) < |2 x )]z — m|x = ||z —m|x.

Also ist
inf |z —m|x >1—c¢.
meM

Satz 1.3.4.2
Es X ein linearer normierter Raum unendlicher Dimension. Dann ist die
abgeschlossene Einheitssphére

Sl = {:UEX ‘ (| x :1}

nicht kompakt.
Gleiches gilt auch fiir die abgeschlossene Vollkugel B:X(0) = {:c eX ‘ |z x < 1}.

Beweis. Es reicht den Beweis fiir S% zu fiihren. Wihle rekursiv eine Folge

{xn}nelN
mit
1
[n+1 — yllx = 3
fir alle y € span|xy, ..., z,|. Setze fir n > 1

U, = Bi(z,)

NI
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und
Uy = Sk \ (U Bi<xn>)
n=1
Dann ist
Ju.
n=0

eine offene Uberdeckung von Sk, aus der offenkundig keine endliche Teiliiber-
deckung ausgewéhlt werden kann. N

1.3.5 Trennungssitze

In einem endlich dimensionalen linearen Raum ist die folgende Aussage geo-
metrisch einsichtig: zu zwei disjunkten offenen konvexen Mengen gibt es eine
Hyperebene H, die diese Mengen in folgendem Sinne trennt: H zerlegt den
Raum in zwei Zusammenhangskomponenten, und jede der beiden konvexen
Mengen liegt in je einer dieser Zusammenhangskomponenten. Wir wollen nun
dghnliche Satze fiir unendlich dimensionale Rdume beweisen. Im Beweis spielt
der Hahn-Banachsche Fortsetzungssatz eine zentrale Rolle, wir bendtigen da-
zu ein entsprechendes Funktional.

Definition 1.3.5.1
1. Es sei X ein normierter Raum. Eine Teilmenge C' C X heifit konvex,
wenn fiir alle x,y € C und je zwei Zahlen 0 < \,u < 1 mit A+ pu =1
gilt
Ax 4 py € C.

2. Ist C' eine offene, konvexe Menge in X mit 0 € C', so setzen wir fiir
reX

1
pc(x):inf{)\>0 ’ XxEC}.
pc wird als Minkowskifunktional fiir C' bezeichnet.

Bemerkung 1.3.5.2
Die Konvexitéit entspricht genau der geometrischen Bedingung, dass eine
Gerade eine konvexe Menge in einer zusammenhéngenden Menge schneidet.
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Lemma 1.3.5.3
Das Minkowski'! -Funktional hat fiir konvexe und offene Mengen C' mit 0 € C
folgende Eigenschaften:

1. fiir positives A € R ist
pc(Az) = Ape(w),

2. po(r +y) < pe(r) + poly),
3. pc'(10,1)) =C.
Beweis. Die erste Eigenschaft ist offenkundig, fiir die zweite beachten wir,
ist
po(x) = )‘7 pC(?/) = M
so gibt es X, i/ nahe A, u mit

1 1
—reC,—yel.
A Jz

Insbesondere folgt aus der Konvexitédt von C, dass auch
N1 w1

— —y e C.
)\/+M/)\/x+)\/+,u/”/y

Also ist m(x +y) € Cund pe(x+y) < A+ p.

Fiir die dritte Behauptung beachten wir Po(0) = 0 und wegen x € C' impli-
ziert [0,1 + ¢]z C C. Insbesondere gibt es ein s > 1 mit sz € C. Dann ist
inf)\>0{§l‘ c C} < 1. U

Lemma 1.3.5.4
Es sei X ein normierter Raum, C' C X konvex und offen. Ist 0 ¢ C, so gibt
es ein ¥’ € X' mit

Rez/(x) <0

fiir alle x € C.

HHerrman Minkowski (22.6.1864-12.1.1909) beschiiftigte sich bereits als Gymnasiast
in Ko6nigsberg mit hoherer Analysis. Seine akademische Laufbahn wurde durch David
Hilbert geprégt. Sein bedeutsames Lebenswerk umfasst Zahlentheorie, konvexe Geometrie
und verschiedene nichteuklidische Geometrien. Nach ihm benannt ist die vierdimensionale
Raum-Zeit-Welt der Relativitdtstheorie, die von einer ,indefiniten Metrik“ gepragt ist.
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Beweis. Wir beginnen mit dem Fall IK = IR und fiihren den allgemeinen
Fall dann auf diesen zuriick. Wahle 2y € C, dann ist U = C' — {z¢} offen
und enthélt 0. Da 0 ¢ C ist —zo ¢ U. Nun ist das Minkowskifunktional pys
sublinear und es gilt

pu(—=z0) > 1.
Wir betrachten den Unterraum Y = span|zy] und setzen fiir y € Y
y'(y) = tpu(—0), falls —txg =y.

Dann ist 3 offensichtlich linear und fiir y € Y

Y'(y) <puly)

und der Fortsetzungsatz 1.3.2.1 garantiert die Existenz eines Funktionals
x' € X', welches v fortsetzt und durch py beschrinkt ist. Da fiir alle x € U
gilt py(z) < 1, folgt das Lemma mit

' (x) =2 (x — xo) + 2'(x0) <1+ (—1) =0.

Im Fall IK = € wird X zunéchst als reeller Raum aufgefasst und die Existenz
des entsprechenden Funktionals gezeigt. Danach wird wie im Beweis zu Satz
1.3.2.1 die Existenz des komplexen Funktionals mit der Schranke fiir den
Realteil gezeigt. d

Mit dem folgenden Satz zeigen wir die wesentlichen Trennungssétze fiir
konvexe Mengen.

Satz 1.3.5.5
Es sei X ein normierter Raum, V' C X konvex. Dann gelten die beiden
folgenden Aussagen.

1. Ist V offen und U C X konvex, V. NU = (). so gibt es ein 2’ € X' mit

Rea'(v) < Rez'(u) Vv eV, VueU.
2. Ist V' abgeschlossen und xo ¢ V', so existiert ein ' € X' mit

Rea/(xg) < inf {Rex'(v) ) vE V} .
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Beweis.
1. Wir betrachten die Menge
W=V-U=|]JV-{u}),
uelU

die als Vereinigung offener Mengen offen ist, und wegen U NV = () ist
0¢W. Wist konvex (0 <A\ pu <L, A+pu=1W 3w s=1v12—ug,
0 ist Awy + pwe = (Avg + pva) — (Aug + pug) € V — U.) Also gibt es
nach Lemma 1.3.5.4 ein Funktional 2’ € X’ mit

Rex' (w) <0 Yw e W,

also
0 > Rez'(v —u) = Rea'(v) — Rea'(u).
Dies ist die Behauptung.

2. Da V abgeschlossen und =g ¢ V ist, gibt es eine Kugel B.(x(), welche V'
nicht schneidet. B.(xy) ist offen und konvex, V' konvex, also impliziert
Teil 1 dieses Satzes, dass es ein 2’ € X’ gibt, mit

Rez'(w) < Rex'(v), w € B:(zg), v € V.

Die Behauptung ist nun, dass wir auf der rechten Seite zum Infimum
iibergehen kénnen, links nur den Mittelpunkt einsetzen und die strikte
Ungleichung erhalten. Wir erhalten aus der obigen Gleichung mit w =
o+ u

Rea/(xg) + ¢|| Rea’||x» = sup {Rex'(:co) + Re2'(u) ‘ u € BE(O)}
= sup {Rex’(w) ’ w € Be(sco)}
< Red'(v) Vv e V.
Damit ergibt sich
Rea'(z) + || Rez'|| xre < Rex'(v) Vv € V.
Ubergang zum Infimum rechts impliziert

Re2'(z0) + || Re2'|| x-e < inf {Re z'(v)

UGV}

und damit folgt die Behauptung.
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1.4 Eigenschaften linearer Operatoren

Es seien V, W normierte Réume. Die Elemente von L£(V; W) werden oft als
lineare Operatoren bezeichnet. Wir hatten gesehen, dass die Stetigkeit eines
linearen Operators dquivalent zur Beschranktheit ist: es existiert ein K > 0
mit

|Lollw < Klollv.

Wir fassen die wesentliche Aussage nochmals zusammen: fiir eine lineare
Abbildung sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

1. Stetigkeit

[\)

. Stetigkeit bei Null

w

. Beschranktheit

4. FExistenz einer endlichen Schranke.

1.4.1 Projektoren

Definition 1.4.1.6
Ein Operator P € L(V) heifit Projektor, falls P> = P. Die Menge der Pro-
jektoren in L(V') wird mit P(V') bezeichnet.

Bemerkung 1.4.1.7
Das Bild eines beschrinkten linearen Operators ist nicht notwendig abge-
schlossen. Wir betrachten den Operator L € L(C([—1,1]; R)) definiert durch

Lf(x) = ]f(S)dS-

Dieser Operator ist linear, und beschrinkt (denn ||Lf]|s~ < || f|le)- Das Bild
sind alle stetig differenzierbaren Funktionen, die bei = 0 verschwinden.
Diese Menge ist beziiglich der durch die Norm || - ||~ induzierten Topologie
nicht abgeschlossen. Man sieht dies daran, dass die Funktionenfolge

o) ={

|z| — &= fiir 2| >
2n
et fiir x| <

3|3 =

aus in 0 verschwindenden C'([—1, 1]; R)-Funktionen besteht und gleichmiifig
auf [—1, 1] gegen f(z) = |z| konvergiert.
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Definition 1.4.1.8
Ein Operator L in L(V; W) heifit Einbettung, falls L injektiv ist, d.h. ker L =
{0} gilt und L), = 1y ist. Wir schreiben dafiir auch L : V — W.

Satz 1.4.1.9
Ist X ein normierter Raum, P : X — X eine beschriankte Projektion, so ist
BILD(P) abgeschlossen und es gilt

X = ker(P) @ BILD(P).
Beweis. Sei () = 1 — P. Dann ist ) beschrankt, und wegen
Q=N0-PP=1-P-P+P’=1-P=Q
ein Projektor. Es gilt
reker) <= Qr=0 <= v =Pr < z € BILD(P).

Daher ist ker Q = BILD(P) abgeschlossen. Da Pz = 0 und x = Py implizie-
ren, dass ¢ = Py = P?y = Px = 0, ist BILD(P) Nker(P) = {0}. Also folgt
die Behauptung. 0

Definition 1.4.1.10

Es seien X, Y normierte Rdume, L : X — Y beschrénkt. Ist dimker(L) < oo,
BILD(L) abgeschlossen und gibt es einen endlichdimensionalen Raum Z C'Y
mit Y = BILD(L) & Z, so nennen wir L einen Fredholm-Operator!?. Wir
sagen auch BILD(L) hat endliche Kodimension.

Definition 1.4.1.11
Ein Operator L in L(V; W) heiBit Isometrie, falls ||Lz|w = ||z|v fiir alle
x €V erfiillt ist.

Ein wichtiges algebraisches Konzept stellt die folgende Definition dar!

12Erik Ivar Fredholm (7.4.1866-17.8.1927) nutzte Erkenntnisse iiber Integralgleichungen
fiir die Theorie partieller Differentialgleichungen. Insbesondere erkannte er die strukturelle
Ahnlichkeit der Losungstheorie gewisser partieller Differentialgleichungen mit der endlich
dimensionaler linearer Gleichungen. Er ist der Begriinder der nach ihm benannten Alter-
native.
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Abbildung 12: Erik Ivar Fredholm (7.4.1866-17.8.1927)

Definition 1.4.1.12
Es sei L € L(V;W) fiir normierte Riaume V, W. Der duale Operator L’ :
W' — V' ist definiert durch

L'(w')(v) = w'(Lw).

Eine einfache Eigenschaft folgt aus dem néchsten Lemma, das jedoch noch
nicht die ganze Wahrheit widerspiegelt.

Lemma 1.4.1.13
Es gilt |L'|| zowrivry < || Ll covimy-

Beweis. Wir haben

L/ !
LW ||y = SUPM
veV ||U||V
!
L
v
veV ”UHV
ool ol
p
veV ”UHV
< N lwol[ Ll ovawy-

IN

Damit ist

1L/ ||y
——— < || L]l zvw
][ Vi)

fiir alle w” € W’. Insbesondere folgt dies auch fiir das Supremum und damit
ist die Behauptung gezeigt. N
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1.4.2 Invertierbare Operatoren

Wir wollen uns noch den invertierbaren linearen Operatoren widmen.

Satz 1.4.2.14 (Neumann'?)
Sei X ein Banachraum und L € L(X). Gentigt der Operator der Vorausset-
zung

1
limsup |[L™|[ 7 <1, (1.4.2.15)

m—00

so ist der Operator (1 — L) invertierbar und die Inverse hat die Darstellung

Abbildung 13: Carl Neumann (7.5.1832-27.3.1925)

13Carl Gottfried Neumann (7.5.1832-27.3.1925) wurde an der Universitit Konigsberg
ausgebildet und war spéter Professor in Basel, Tiibingen und Leipzig. Sein Hauptarbeits-
gebiete waren Potentialtheorie und partielle Differntialgleichungen, er trug allerdings auch
zur Differentialgeometrie bei.
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Beweis. Betrachte die Teilsumme

S, = L*.

k=0

Wir wollen die Folge {S, },en untersuchen und betrachten daher

150 = Sillzexy = || Z L™ £x)-

m=Il+1

Wegen der Dreiecksungleichung kann der letzte Ausdruck nach oben durch

> IL e

m=I[+1

abgeschitzt werden. Die Voraussetzung (1.4.2.15) erlaubt uns, || L™ z(x) nach
oben durch 9™ abzuschétzen mit einer Zahl ¢ € IR mit 0 < 9 < 1. Damit
hat man insgesamt

1Sn = Sillex) < Z 9",
m=Il+1

Zu jedem € > 0 findet man nun ein N, so dass [,n > N impliziert, dass
150 = Sillew) < =

Damit ist die Folge {.S,, }ew eine Cauchyfolge. Nun ist £(X) nach Satz 1.2.2.7
vollstandig und der Grenzwert

S = lim S,

n—oo

existiert. Damit haben wir

n

(1-L)Sz = lim (1— L)Syz = lim (1- L)Y Lrz = lim (v — L""'2) = 2.

k=0

Durch eine einfache Umstellung zeigt man auch S(1— L)z = x und S ist die
Inverse zu (1 — L). O
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Satz 1.4.2.16
Es seien X, Y Banachrdume. Dann ist die Menge der invertierbaren Operato-
ren in L(X;Y) offen. Genauer kann man sagen: ist L € L£(X;Y') invertierbar
und ist

IT = Ll coxry < 17z ),
so ist T' invertierbar.

Beweis. Setze S = L — T'. Dann ist
LA-LYL-T)) =T,

also
T=LM-L1'S)=(1-SL YL

Die Norm von L~1S kann abgeschiitzt werden durch
IS ey = IL7HE = D)lleeo S NL el L = Tlleeyy <1

nach Voraussetzung, entsprechend fiir SL~!. Nun wenden wir Satz 1.4.2.14
an und erhalten das gewiinschte Resultat. a

Bemerkung 1.4.2.17
Man beachte, dass auch die leere Menge offen ist und daher Satz 1.4.2.16
keine Aussage iiber die Existenz invertierbarer Operatoren macht.

1.5 Die Anwendungen des Kategoriensatzes

1.5.1 Prinzip der gleichmé&fligen Beschrinktheit

Satz 1.5.1.18 (Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit)

Sei (X, d) ein vollstédndiger metrischer Raum, (Y, ||-||y) ein normierter Raum,
C(X;Y) bezeichne die Menge der stetigen Abbildungen von X — Y. Es sei
F C C(X;Y) eine Familie mit

sup || f(x)]ly < o0 (1.5.1.19)
feF

fiir jedes x € X. Dann gibt es ein xq € X und ein gy > 0 mit

sup sup || f(x)]y < oo.
d(z,x0)<eo feF
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Beweis. Setze

A= {re x| Ir@ly <&}.

feF

Dann sind die Ay, alle abgeschlossen und die Familie der { Ay }zew bildet eine
Uberdeckung von X. Nach dem Kategoriensatz 1.1.3.1 ist dann fiir eine der
Mengen Ako # (). Insbesondere gilt dann

sup sup || f(z)[ly < ko.
:CEAko feEF

Durch Auswahl einer Kugel in Ay, wird der Satz bewiesen. U

1.5.2 Der Satz von Banach-Steinhaus

Wir wollen nun die Aussage des Satzes vom Prinzip der gleichméfigen Be-
schranktheit 1.5.1.18 spezialisieren und auf lineare Abbildungen anwenden.

Abbildung 14: Hugo Dyonizy Steinhaus (14.1.1887-25.2.1972)
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Satz 1.5.2.20 (Banach-Steinhaus'?)
Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum und T C L(X;Y) eine
Teilmenge der linearen Operatoren X — Y mit

sup ||Tz|ly < oo fiir jedes x € X.
TeT

Dann ist
sup || T z(x;vy < o0.
TeT

Beweis. Setze fir x € X, T €T
fr(x) = ||Tz[ly.

Dannist fr € C(X;R) und F = {fT } T e ’T} und die Familie F geniigt der

Bedingung (1.5.1.19). Die Aussage des Satzes 1.5.1.18 gibt uns ein 7y € X,
eine Konstante C' > 0 und eine Zahl 5 > 0 mit

|Tz||y < C fir T € T und ||z — zol|x < €.

Dann folgt fiir alle " € 7 die folgende einfache Rechnung

|Tz|y = el || (xo + &0 ) —T(xo)|| < Il o
€0 ] x x €0
Damit folgt
2C
1Tl 2cxv) < =

O

Eine Abschwéichung der Voraussetzungen des eben angegebenen Satzes ist
moglich. Wir betrachten zu Y den Dualraum Y’ .

Satz 1.5.2.21
Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum mit Dualraum Y'. Ist
T C L(X;Y), so dass fiir alle x € X und alley’ € Y’ gilt

sup |y (Tz)| < oo,
TeT

so ist T C L(X;Y) beschrankt.

Hugo Dyonizy Steinhaus (14.1.1887-25.2.1972) studierte in Lwow und Gé&ttingen. Er
promovierte bei Hilbert. Wahrend der Besetzung Polens lebte er im Untergrund. Er war
zusammen mit Banach der Griinder der polnischen Funktionalanalysisschule. Neben seinen
mathematischen Interessen verfolgte er auch Anwendungen. In moderner Sprache wird ein
Teil seiner Arbeiten der Spieltheorie zugeordnet.
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Beweis. Fixiere ¥’ € Y’ und betrachte die Familie 7, = {T "y
X’. Nun ist fiir jedes x € X

TE’T}C

sup |2'(z)| < oo
:BIE'Ty/

und damit ist nach dem Satz von Banach-Steinhaus

sup ||2'||x < oo.
$/€Ty/

Dann ist fiir jedes ¢/ € Y’
/!
sup ||[T"y'|| xr < o0
TeT
und wiederum nach dem Satz von Banach-Steinhaus ist dann
sup [|T"|| g(vr;xry < 00
TeT
Es bleibt zu zeigen, dass

1T ccxvy < NT Nlcorrxn-

Sei € > 0 gegeben, dann konnen zy € X, |zo||x = 1 und y; € Y’ mit Norm
1 so gewahlt werden, dass gilt

1T cxyy = sup [[Tz|ly

|zl x=1
lyo(Txo)| + €

I T"yo(z0)| + €
IT"yoll x|l x + €
1T yollxr + €
17" | covrxry + .

IA

IA

VAN

Damit folgt die Behauptung. N

1.5.3 Der Satz von der offenen Abbildung

Wir kommen nun zu einem wesentlichen Satz, der ebenfalls auf Stefan Banach
zuriickgeht.
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Satz 1.5.3.1 (Satz von der offenen Abbildung (Banach))
Es seien XY Banachrdume. Dann ist T € L(X;Y) genau dann offen, wenn
T surjektiv ist.

Beweis. Die Hinrichtung ist trivial. Da 0 € T'(X), folgt aus der Offenheit,
dass T'(X) eine offene Menge U mit 0 € U umfasst. Dann gibt es eine Kugel
B.(0) in U und damit ist 7X =Y.

Wir kommen zur Riickrichtung. T ist surjektiv, daher ist

Y = | T(Bk(0)).

keN

Nach dem Kategoriensatz 1.1.3.1 gibt es dann ein kg € IN, ein yo € T'(Bg,(0))
und ein € > 0 mit
B:(yo) C T(By, (0)).
(Ohne Beschriankung der Allgemeinheit ist yo € T'(Bg,(0)), denn wire yo ¢
T'(B,(0)), so gébe es ein zg € By, (0) mit [|[Txg — yoly < 5. Wihle dann
Yo = Txo und € = 5.) Dies bedeutet, dass es zu y € B.(0) Elemente z; €
By, (0) gibt mit
lim T'w; = yo + y.

Dann ist
! T( L 0 !
im —— (x; — x e
St kot lzollx ) T kot wolx”
und
;Hx —zollx <1
ko+ [lzollx ' TN T
Also ist
mit c
0= —————.
ko + ||xol| x

Der Satz ist bewiesen, wenn wir die Gleichung (1.5.3.2) ohne die Bildung
des Abschlusses auf der rechten Seite beweisen konnen, eventuell bei einer
weiteren Verkleinerung von 9.

Um dies zu erreichen betrachten wir y € Bs(y) und beachten, dass ein
x € B1(0) C X existiert mit

4}
ly—Telly < 5
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oder auch
2”?/ — TZL'HY < 4.

Dies heif3t aber
2(y — Tx) € Bs(0).

Wir konstruieren zu y € Bs(0) Folgen

{7k} kew C B1(0) und {y frew C B5(0)
mit
y1 =y und ypp1 = 2(yx — Toye).

Die Existenz der z;, wird induktiv mit der obigen Uberlegung gezeigt, denn
xp wird so gewahlt, dass

1)
lye — Toplly < 5

Mit .
Ty =y — éyk—l—la k=1,2...

erhalten wir
27 Ty, = 27y — 27 g,

Mit Induktion sehen wir die Darstellung der Summe

Z 27 Ty, =y — 27" Y,
k=1

denn fiir m = 1 ist diese Darstellung klar und angenommen, die Behauptung
ist gezeigt fiir m, so ergibt sich fiir m + 1

m+1
ZQ kT —22 M T 427 "Tom1 = Y=2"""Ymp1 27" (Ymg1—

1

amerQ)a

und dies entspricht der Behauptung. Betrachte die Folge

{gz 1€IN >y gz ZQ k+1
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Nun ist

16 —émllx = 1 D 27" wlx

k=j+1
m

< Z 275 |z || x
k=j+1
m

< Z 9—k+1,
k=j+1

Dies wird fiir hinreichend grofle j, m beliebig klein, und wir haben gesehen,
dass die Folge {&;};ew eine Cauchyfolge bildet. Der Grenzwert = lim; ., &;
existiert, dessen Norm wird durch

o0
|l x <) 277t =2
j=1

abgeschétzt und wegen der Stetigkeit von T' ist Tx = y. Damit ist gezeigt,
dass

By(0) < T (By(0)) < T(By(0)

ist. Damit ist

Bs(0) € T(By(0)).

[
3

Als unmittelbare Konsequenz aus dieser Aussage erhélt man:

Satz 1.5.3.3

Sind X,Y Banachrdume, und ist T': X — Y linear, bijektiv und beschrénkt,
so ist T ein toplinearer Isomorphismus, insbesondere ist die Inverse T~ be-
schréankt.

Beweis. Klar! a
Als Korollar zum Beweis notieren wir noch das folgende Korollar, das wir
beim Beweis des Satzes vom abgeschlossenen Wertebereich benotigen werden.

Korollar 1.5.3.4
Seien X,Y Banachrdume, T' € L(X;Y). Angenommen es gibt ein ¢ > 0 mit

T(B1(0)) D eBi(0) CY
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dann gilt

T(B,(0)) O gBl(O).

1.5.4 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Als weitere Konsequenz aus dem Satz von der offenen Abbildung erhalten
wir folgende Charakterisierung beschréankter Abbildungen.

Satz 1.5.4.1
Es seien X,Y Banachrdume, T : X — Y sei linear. Dann gilt T € L(X;Y)
genau dann, wenn

graphT:{(x,Tx)‘xeX} CXxY

abgeschlossen ist.

Beweis. Erstens ist X X Y ein Banachraum, eine geeignete Norm ist z.B.
|z, ) lxxy = ||z|lx + |lylly. Ist T stetig, so ist die Abgeschlossenheit des
Graphen offensichtlich.

Fiir die Gegenrichtung beachten wir, dass graph7 ein normierter linearer
Raum ist, der, falls graph 7" abgeschlossen ist, sogar vollstandig ist. Wir be-
trachten die Projektionen Px : graphT" — X und Py : graphT — Y. Beide
sind linear und stetig, Py ist zusétzlich bijektiv. Also ist Py offen und da-
mit Py' : X — graphT stetig und linear und schlieBlich ist T = Py o Py!
stetig. a

1.5.5 Der Satz vom abgeschlossenen Wertebereich

Sei X ein Banachraum. Wir erinnern an den Dualraum X’ und fiihren die
folgende Bezeichnung ein.

Definition 1.5.5.1
Es seien X ein Banachraum, X' der Dualraum und U C X bzw. V C X'
seien Teilmengen. Setze

Ul:{x'eX’

2'(z) = 0 fiir alle x € U}

und
LV = {xeX ’ 2'(z) = 0 fiir alle 2’ € V}.

Wir bezeichnen U+, +V jeweils als Annihilator von U bzw. V.
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Mit diesen Bezeichnungen gilt der folgende wichtige Satz.

Satz 1.5.5.2
Esseien X, Y Banachrdume, T' € L(X;Y). Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

1. BILD(T) ist abgeschlossen.
2. BILD(T) =* ker(T").

(
(
3. BILD(T") ist abgeschlossen.
4. BILD(T") = ker(T)*.

Fiir den Beweis benétigen wir noch ein paar Hilfsmittel, darunter ein Kon-
zept, das wir im Spezialfall bereits gesehen haben und wir uns nun kurz in
voller Allgemeinheit ansehen wollen.

Satz 1.5.5.3
Sei X ein Banachraum, U ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist der Quo-
tientenraum X /U als Vektorraum definiert. Durch

(o]0 = inf { o = ullx | w e U}

wird die Quotientennorm auf X /U definiert. Diese macht X /U zum normier-
ten linearen Raum. Dieser ist vollstdndig und damit ein Banachraum. Die
Abbildung

Qu:X — X/U : xw— [x]

ist linear, beschrdnkt und surjektiv.

Beweis. Zunichst miissen wir zeigen, dass ||[z]||x/v eine Norm ist. Wie-
der sind alle Eigenschaften auler der Dreiecksungleichung klar. Um diese zu
beweisen, seien xq, x5 € X, betrachte

o+ 22l = inf {flar + 2 — ullx ] we v}

= inf{||x1—u1+x2—u2||x ‘ U1, Uz GU}

IN

inf 4 ||z — u||x ‘ u; € U} —i—inf{”xz — usol|x ‘ Uy € U}
1zl x/w + [l[z2]llx/0-
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Die Vollstandigkeit von X /U folgt sofort aus der von X. Dazu wéhlen wir in
jeder Klasse [z;] der Cauchyfolge {[z;]};ew ein Element Z;, so dass {Z;}ien
eine Cauchyfolge in X mit Grenzwert x bildet. Dann ist das gewiinschte
Element [Z]. Bleibt nur noch zu zeigen, dass eine solche Wahl moglich ist:
sel @; € [x;] und w;, so dass ||[x)]|x/v — 27" < |lz; — wil|x < |[[z]|lxw +27°%
Setze & = x; — u; Durch Auswahl einer Teilfolge kann man erzwingen, dass

die Reihe
Z || xz :L‘z 1 ||X/U

1>2

konvergiert, dann konvergiert aber auch die Reihe

Z |zi —ui — 21 —uia||x

1>2
und die Folge der &; bildet eine Cauchyfolge. N

Satz 1.5.5.4
Seien X,Y Banachrdume, T : X — Y eine beschrinkte, lineare Abbildung.

Sei X = X/ker(T). Dann ist die durch

T:X—Y:[z]— Tz
definierte Abbildung wohldefiniert, linear, beschrinkt und injektiv.
Beweis. ||T[2]|ly = ||Tz|y < ||| ex;v)l|z||x fiir alle 2 € [z]. Insbesondere

gilt 171ally < 1T )lecxr inf {lellx | @ € o]} = T o Nzl 0

Korollar 1.5.5.5
Es seien die Voraussetzungen wie im Satz 1.5.5.4. Ist BILD(T') abgeschlossen,
so gibt es ein K > 0 und zu jedem y € BILD(T') ein x € X mit Tz = y und

lellx < Kllylly = K[[Tz|]y.

Beweis.AT ist linear, beschriinkt und bijektiv als Abbildung X — BILD(T),
also ist T~! als Abbildung BILD(T') — X beschrinkt und dies impliziert die
Behauptung. N

Satz 1.5.5.6
Es seien X,Y Banachrdume, T € L(X;Y). BILD(T) C Y ist genau dann
dicht, wenn T" injektiv ist.
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Beweis. Ist BILD(T) dicht und 7"y} = 1"y}, so hat man

Yi(Tw) = yo(T'x)
fiir alle € X und daher y; = v5.

Andererseits ist 7" injektiv. Sei ' € Y’, welches auf BILD(7') verschwindet.
Dann ist 7"y/(x) = y/(T'z) = 0 fur alle z € X und 7"y’ = 0. Da T" injektiv
ist, folgt ¥’ = 0 und daher ist BILD(T') dicht. a

Bevor wir Satz 1.5.5.2 beweisen benttigen wir noch ein Lemma, das uns
erlaubt aus der Offenheit der dualen Abbildung auf die Offenheit der ur-
spriinglichen Abbildung zu schlielen.

Lemma 1.5.5.7
Es seien X, Y Banachrdume, T' € L(X;Y). Der duale OperatorT" € L(Y"; X')
sei im folgenden Sinne offen: es existiere ¢ > 0 mit

cly'lly < 1T |l
Dann ist der Operator T offen und insbesondere surjektiv.

Beweis. Es sei B;X(0) die offene Einheitskugel in X und entsprechend BY (0)
die offenen e-Kugel in Y. Es reicht zu zeigen: es gibt ein € > 0 mit

B;(0) C T(B;'(0)).
Aufgrund von Korollar 1.5.3.4 reicht es sogar zu zeigen
B! (0) € T(B{(0)).

Beachte, dass T(B;(0)) eine abgeschlossene konvexe Menge ist. Ist nun

Yo € B.(0) nicht in T(B;*(0)), so gibt es aufgrund des Hahn-Banachschen
Trennungssatzes 1.3.5.5 ein ¢’ € Y/ mit

(o) < inf {y/(v)
0.B.d.A. diirfen wir annehmen

y(w) < -1 <inf {y/(v) |v e T(BFO)}.

ve T(Bff(@))}.

also (wenn wir 3" durch —y/' ersetzen)

¥/ (o)l > 1 = sup {y'(v) | v € TBFO)) }
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Damit ist fiir z € X mit ||z||x <1
T ()] = [y (Tx)| < 1.
Insbesondere ist ||T"y'||x < 1. Wir finden aber

1y (o)l < 119'llyllolly

und damit
L<elly'[ly

Damit ist .
1<y e

Fiir ¢ < ¢ erhalten wir damit einen Widerspruch und das Lemma ist ge-
zeigt. a
Beweis von Satz 1.5.5.2 Wir wollen hier nur einige einfache Punkte abha-
ken, im Abschnitt 4.2 wird eine allgemeinere Version gezeigt werden, so dass
wir uns hier kurz fassen konnen.

Die Aquivalenz der beiden ersten Aussagen ist klar, denn, (2) impliziert
(1), ist trivial und, (1) impliziert (2) folgt dem Beweis aus Satz 1.5.5.6.
Wir kommen zur Implikation (1) folgt (4). Da BILD(T") C ker(T)* (wegen
Ty (x) = y'(Tx) = 0 fir x € kerT) miissen wir nur noch die Umkehrung
zeigen. Wir beginnen also mit einem 2’ € X', spezieller 2’ € ker(T)*. Wir
definieren eine Abbildung

2 BILD(T) - K:y =Tz — 2'(x).

Man beachte, dass T'x; = Txo impliziert, dass 2’(z1) = 2/(2,), da 2’ € ker T+.
2’ ist beschrankt auf BILD(7T'), denn mit Korollar 1.5.5.5 hat man

()] < |2'(2)] = [l ][ xllellx < [l2'llx Kyl

Mit dem Satz von Hahn-Banach existiert ein 3’ € Y’, welches 2’ fortsetzt.
Nun ist 7"y" = 2/, denn

¥ (x) = #(Tx) = ¢/ (T2) = (T'9)(a).
Also ist ker T+ C BILD(T").

Die Implikation (4) nach (3) ist ebenfalls elementar, es bleibt die Implikation
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(3) impliziert (1) oder (2). Wir zeigen (3) impliziert (1). Sei also BILD(T")
abgeschlossen, Z = BILD(T") der Abschluss des Bildes von 7". Wir definieren
S:X — Z:xw Tz Dann ist BILD(S) C Z dicht und 8" : 7/ — X'
injektiv. Nach dem Satz von Hahn-Banach 1.3.2.1 existiert zu 2z’ € Z’ eine
Fortsetzung ¢’ € Y. Dann ist fiir alle x € X

Ty (z) = y'(Tx) = y'(Sz) = 2 (Sx) = 5"/ (2).
Also ist
Ty =57 € X'.
Also gilt
BILD(T") = BILD(S")

und damit ist BILD(.S") nach Voraussetzung abgeschlossen. Insbesondere ist
S" offen (auf BILD(S’)) oder anders ausgedriickt, es existiert eine positive
Konstante ¢ mit

cllZ'llz < (152 |l x-

Nach Lemma 1.5.5.7 ist S offen und damit surjektiv. Also ist R(S) = R(T)
Z und der Satz ist gezeigt.

= |
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