Funktionalanalysis mit Anwendungen

Vorlesung

Universität Hamburg

Reiner Lauterbach SS 2000

2

Inhaltsverzeichnis

1 Grundlagen 9 1.1 Lineare Räume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.2 Metrische Räume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.3 Beispiele linearer metrischer Räume . . . . . . . . . . . . . . . 24 1.4 Stetige Lineare Abbildungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2 Normierte Räume und Banachräume 31 2.1 Normierte Räume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 2.2 Hahn-Banach-Sätze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 2.3 Lineare Operatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3 Einige Funktionenräume 51 3.1 Der Raum C(Ω, R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 3.2 Räume differenzierbarer Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . 53 3.3 Funktionen beschränkter Variation . . . . . . . . . . . . . . . 56 3.4 Das Lebesgue-Integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 3.4.1 σ-Algebren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 3.4.2 Äußere Maße . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 3.4.3 Treppenfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 3.4.4 Vervollständigung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 3.4.5 Integrierbare Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 3.4.6 Das Lebesgue Integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 3.4.7 Konvergenzsätze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 3.4.8 Maße, Maßräume und Meßbarkeit . . . . . . . . . . . . 77 3.5 Der Dualraum zu C([0, 1], R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 3.6 Die Räume L^p(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 3.7 Sobolevräume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 3.7.1 Schwache Ableitungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.7.2 mboxW^{m,p}-Räume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 3.7.3 Approximation durch glatte Funktionen . . . . . . . . 102 3.8 Die Dualräume von ℓ^p und L^p . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

4 Kategoriensatz und Konsequenzen 113 4.1 Kategoriensatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 4.2 Der Satz von Banach-Steinhaus . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 4.3 Der Satz von der offenen Abbildung . . . . . . . . . . . . . . . 118 4.4 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen . . . . . . . . . . . . . 121 4.5 Der Satz vom abgeschlossenen Wertebereich . . . . . . . . . . 121

5 Schwache Topologien 125 5.1 Reflexivität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 5.2 Topologien und Funktionale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 5.3 Kompaktheit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

6 Kompakte Operatoren 133 6.1 Kompakte Operatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 6.2 Spektraleigenschaften . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136 6.3 Fredholm-Operatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

7 Hilberträume 145 7.1 Elementare Eigenschaften . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 7.2 Orthonormale Mengen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150 7.3 Das Lemma von Lax-Milgram . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 7.4 Selbstadjungierte Operatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

8 Lineare Operatoren 161 8.1 Abgeschlossene lineare Operatoren . . . . . . . . . . . . . . . 161 8.2 Projektoren und Spektraleigenschaften . . . . . . . . . . . . . 167 8.3 Operatoren mit kompakter Resolvente . . . . . . . . . . . . . 174 8.4 Der Satz vom abgeschlossenen Wertebereich . . . . . . . . . . 175

9 Anwendungen 177 9.1 Approximationssätze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 9.2 Konvexität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 9.3 Partielle Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . 181 9.4 Weitere Anwendungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

Einleitung

Wir wollen die Funktionalanalysis entsprechend dem Kanon, dem in der Literatur weitgehend gefolgt wird, vgl. z.B. Alt [2], behandeln. Als Vorkenntnisse erwarten wir Kenntnisse der linearen Algebra und der Analysis gemäß einem üblichen einführenden Kursus an einer deutschen Hochschule. Insbesondere setzen wir voraus, daß die Hörer mit dem Integralbegriff nach Riemann vertraut sind. Außerdem setzen wir voraus, daß die Eigenschaften von R und R^n bekannt sind, sowohl die lineare Struktur, wie auch elementare metrische Eigenschaften. Da wir nicht nur eine abstrakte Theorie von Räumen anbieten wollen, sondern möglichst auch einen reichen Beispielvorrat von Banachräumen kennen lernen wollen, ist es unumgänglich, daß wir uns hinreichend ausführlich mit dem Integralbegriff nach Lebesgue beschäftigen wollen. Dabei folgen wir weitgehend der hervorragenden Darstellung in Alt [2]. Dieses Werk sollte als Begleitlektüre herangezogen werden. Obwohl die Reihenfolge des behandelten Materials oft stark von diesem Werk abweicht, folgt die Präsentation ihm oft. Andere sehr gute Bücher über Funktionalnalysis, aus denen auch Elemente entlehnt wurden, sind Kato [11], Rudin [13], Hirzebruch & Scharlau[9]. Es gibt eine wahre Flut hervorragender Darstellungen der Funktionalanalysis. Dies zeigt vielleicht die Bedeutung, die dieses Gebiet innerhalb eines Jahrhunderts erlangt hat. Wie die historischen Bemerkungen am Rande deutlich machen, ist die Geschichte der Funktionalanalysis eng mit den großen Namen der Mathematik des 20 Jahrhunderts verbunden; hier nur eine Auswahl: Hilbert, Poincaré, Banach, Riesz, Weyl, Fréchet, L. Schwarz.

Noch kurz ein paar Vereinbarungen zur Notation: N = {1, 2, 3, . . . }, N_0 = N∪{0}, R steht für den Körper der reellen, C für den Körper der komplexen Zahlen. Alle weiteren Schreibweisen werden formal eingeführt.

Abbildung 1: David Hilbert (23.1.1862-14.2.1943) im Jahr 1900

Abbildung 2: Stefan Banach (30.3.1892-31.8.1945)

Abbildung 3: Hermann Klaus Hugo Weyl (9.11.1885-8.12.1955)

8 INHALTSVERZEICHNIS