Kapitel 4

Stabilitat

In disem Kapitel befassen wir uns zunédchst mit der Stabilitdt von
Ruhelagen, danach betrachten wir periodische Orbits diskreter Systeme
und im vorletzten Abschnitt mit der Stabilitdtstheorie von periodischen
Orbits gewohnlicher Differentialgleichungen. Im letzten Abschnitt
wollen wir erstens einen Ausblick auf den Zusammmenhang zwischen
Stabilitdtstheorie und der Theorie invarianter Mannigfaltigkeiten geben
und zweitens Elemente der Bifurkationstheorie einfiihren. Im ersten
Abschnitt werden wir auch das berithmte Lorenz-System' einfiihren, das
die Entwicklung der Theorie der letztenn zwanzig Jahre wesentlich mit
beeinflusst hat.
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98 KAPITEL 4. STABILITAT

4.1 Stabilitit von Ruhelagen

Ein hinreichendes Stabilitdtskriterium geht auf den russischen Mathema-
tiker Ljapunov? zuriick, das er in seiner Dissertation im Jahre 1892 bewies.
Wir beginnen mit einer Aussage zum Losungsverhalten linearer Gleichun-
gen.

Satz 4.1.1 (Spektrum und StabilititI) Sei A € L£(IR", R"™). Wir betrachten
nochmals die Differentialgleichung

U= Au.
Die Losungen zeigen folgendes Verhalten:

1. Haben alle Eigenwerte negativen Realteil, so ist 0 die einzige beschriinkte
Losung und alle anderen konvergieren fiir t — oo gegen 0. Fiir t — —oo
hat man Konvergenz gegen unendlich.

2. Gibt es einen Eigenwert mit positivem Realteil, so gibt es eine Losung, die
fiirt — —oo gegen 0 konvergiert und fiir t — oo jedes Kompaktum verlifst.

3. Gibt es einen Eigenwert mit Realteil 0, so existiert zumindest eine Losung
u(t, up), ug # 0, welche fiir alle Zeiten beschrinkt ist.

Beweis. 1.) Angenommen, u, ist Anfangswert einer beschrankten Losung
u(t, up). Jede Losung der linearen Gleichung hat nach der Bemerkung die
dem Beweis von Satz 2.5.5 folgt und der eindeutgen Losbarkeit die Dar-
stellung u(t, ug) = E(A,t)up. Sei C' die Matrix, die A in die komplexe Jor-
dan Normalform J transformiert, vy = Cuy ist dann der Anfangswert
fiir eine beschridnkte Losung v(t) = E(J,t)vy. Sei vy = (vg,...,vF). Ist
up # 0,50 ist v9 # 0 und es gibt ein p € {1,...,n} mit vf # 0 und
fuirm € {u+1,...,n} ist v" = 0. Sei A der Eigenwert zum p-ten Ei-
genvektor in der Basis zur Jordan Form. So ist die ;i-te Komponente von

2Aleksandr Michailowitsch Ljapunov (6.6.1857-3.11.1918) leistete in seiner Dissertati-
on fundamentale Beitrdge zur Stabilitidtstheorie. Weitere Ergebnisse in der Theorie der
Differentialgleichungen betreffen die Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten,
ein Problem das von Riemann studiert worden war und bis heute aktuell ist.
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E(J,t)vy gegeben durch eMul. Dann ist ||eMu|| > eReM o], Fiir t — —o0

ist dies unbeschrankt. Um die Konvergenz zu zeigen, betrachten wir v =
max{Re(\)| A € 0(A)}. Dannist v < 0 und E(J,t) = ¢*/?*F(t). Dabei ist F
eine matrixwertige Funktion. Jedes F'(t) ist eine obere Dreiecksmatrix, mit
Eintrdgen e”’p(t), wobei p ein Polynom ist und Re(p) < 0. Dann ist || F'(¢)||
beschrankt und || E(J, t)|| — 0 fiir t — oco. Damit konvergiert auch

IEA, DIl = ICTEWGHC| < [ IIEC HIIC]
fiir t — oo gegen null.

2.) Die zweite Aussage beweist man ebenso wie die Unbeschréanktheit fiir
u(t, up) flir t — —oo im ersten Fall. Man betrachtet hier einfach einen An-
fangswert im verallgemeinerten Eigenraum zum Eigenwert mit positivem
Realteil.

3.) Die dritte Aussage erhélt man, indem man einen Eigenvektor als An-

fangswert im Eigenraum des Eigenwertes A mit verschwindendem Real-

teil betrachtet. Hier unterscheiden wir zwei Fille:

@A=0

(b) X # 0.

Der erste dieser Fille ist einfach. Ist ug im Kern von A, so ist natiirlich

E(A, t)uy = uo fur alle t und damit ist die Losung wu(t, ug) = u, eine kon-

stante, und damit beschrankte Losung.

Im zweiten Fall hat man im Komplexen einen Anfangswert uf, so dass

E(A t)u§ = eMuf ist, also gilt [|[E(A, tug|| = [eM|[|u§]l = [Ju§|. Wir set-

zen uy = u§ + uf. Dies ist ein reeller Vektor. Es gilt dann E(A,t)u, =

eMug + e Muf. Da A = —)\ ist dies immer reell. Da beide Summanden in

der Norm beschrankt sind, folgt dies auch fiir E(A, t)uo. [
Zwei Hilfssidtze wollen wir vor dem wesentlichen Resultat bereitstel-

len.

Hilfssatz 4.1.2 (a) Sei A € L(R", R™). Dann gibt es zu jedem o« > max{Re(\)|\ €
o(A)} eine Konstante M, > 1, so dass fiir alle t > 0 gilt

|E(A )] < Mue™.

(b) Entsprechend gibt es zu jedem 3 < min {Re(\) | A € o(A)} eine Konstante
IE(A, )] < Nse ¥t < 0.
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Beweis. Es reicht (a) zu beweisen. Die Aussage (b) folgt dann in gleicher
Weise. Die Aussage folgt im wesentlichen aus dem Beweis des Satzes tiber
Spektrum und Stabilitdt I, d.h. Satz 4.1.1. Sei a wie im Hilfssatz angegeben.
Wir schreiben A = A—all+all. Da 1 mitjeder anderen Matrix kommutiert,
erhélt man

IE(A, )] < e[| E(A - al, ).

Da alle Eigenwerte von A — a1 in der linken Halbebene sind, ist nach dem
Beweis von Satz 4.1.1 E(A — o1, t) fir t > 0 beschrankt. Das heif3t also, es
gibt eine Konstante M, > [|[E(A — a1, t)| und damit [|[E(A,t)]] < M,e™,
wie behauptet. 0

Hilfssatz 4.1.3 Sei U C R" eine offene Umgebung der Null, g : U — R" sei
stetig differenzierbar mit g(0) = 0, Dg(0) = 0. Dann existiert zu jedem L > 0
eine Zahl n > 0 mit

lur| <, Jus| <n = lg(wr) — g(ug)| < Lluy — ugl.

Beweis. Da die Ableitung Dg(u) stetig in U ist, la8t sich zu jeder Kon-
stante L > 0 eine Zahl n > 0 finden, so dass ||Dg(u)|| < L fur |u| < n
ist. Wegen des Mittelwertsatzes 143t sich die Lipschitz Konstante auf einer
Umgebung durch die maximale Norm der Ableitung abschétzen. O

Satz 4.1.4 (Ljapunov, Spektrum und Stabilitit II) Gegeben sei eine autono-
me Differentialgleichung (??) mit einer Ruhelage w,. Die Abbildung f sei in einer
Umgebung von uy stetig differenzierbar und A = D f(uy) sei die Linearisierung
(Ableitung) von f im Punkt w,. Dann gilt:

1. Haben alle Eigenwerte von A negative Realteile, so ist u, asymptotisch sta-
bil.

2. Gibt es einen Eigenwert von A dessen Realteil positiv ist, so ist u instabil.

Beweis. Wir beweisen zundchst die Stabilitdtsaussage. O.B.d.A. diirfen
wir davon ausgehen, dass uy = 0 ist. Zur Erleichterung der Schreibwei-
se wollen wir dies auch tun. Da A = D f(0) ist, kann man die Abbildung f
inder Form f(u) = Au+g(u) schreiben, wobei g bei 0 stetig differenzierbar
ist und Dg(0) = 0 ist. Also hat die zu betrachtende Gleichung die Form

W= Au+ g(u) (4.1)
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Wir miissen die Stabilitdt und die Attraktivitit von u, = 0 zeigen. Die
Stabilitdt kann man auch so formulieren: Zu jedem ¢ > 0 existiertein d > 0,
so dass

|vo|] < 6 = ||u(t,vo)|| < eVt >0.

Sei also ¢ > 0 gegeben. Sei vy € U. Die Losung u(t) = u(t,vy) von (4.1)
geniigt der Integralgleichung

u(t) = E(A, t)vy + /0 E(At — s)g(u(s))ds,

da nattirlich nach Einsetzen der Losung u(t, vy) in die Gleichung (4.1) dar-
aus mit h(t) = g(u(t, v)) die dquivalente Gleichung

U= Au+ h(t)

entsteht. Sei ;1 = max{Re (A\) | A € ¢(A)}. Dann ist © < 0 und die Norm
von E(A,t) kann fiir jedes o € (p, 0) abgeschétzt werden durch

IEA D] < Moe™,

wobei M, die reelle Konstante ist, deren Existenz der Hilfssatz 4.1.2 gewé&hr-
leistet. Wir finden auch eine positive Konstante L > 0 mit

M,L < %min{—a, 1}.
Nach Hilfssatz 4.1.3 gibt es einn > 0, ) < ¢, so dass auf B, (0) die Funktion

g die Lipschitz Konstante L hat. Sei § = %Mia Nun hat man fur ||vg]| < 6
die Abschdtzung

t
[u(t, vo) || < IECA, )| [[vo +/0 IE(A, & = s)[| [f(u(s,vo))llds. (4.2)
Einsetzen ergibt (jedenfalls solange ||u(s, vo)|| < 7 ist)
t
fultoun)l| < Maetts 4 MLy [ eds
0

1 1
< —n+ MoLnp—(1—e*)

2 |
1 1
-+ MyLn—
2 |

< n<e.
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Damit hat man die Stabilitit, denn angenommen es gdbe eine Zahl t* >
0 mit [Ju(t*,vp)|| = n, dann kann man 0.B.d.A. davon ausgehen, dass t*
minimal gewdhlt wurde. Dann ist fiir ¢ € (0,t*) |Ju(¢,v)| < n. Unsere
Abschdtzung garantiert, dass auch noch fiir ¢ = ¢* die Losung u(t, vy) in
B,,(0) enthalten ist. Damit ergibt sich ein Widerspruch.

Um die asymptotische Stabilitdt zu zeigen, nutzen wir die Formel (4.2)
und schétzen etwas anders ab:

t
lu(t, v0)]| < Mac®s + M, L / £t (s, vo) | ds. 43)
0

Multiplikation mit e~** liefert fiir die Funktion v(t) = e *||u(t, vo)|| die
Abschitzung

t
v(t) < M,6 + MaL/ v(s)ds.
0

Hier verwenden wir das Lemma von Gronwall (Lemma 3.2.5) und erhal-
ten
v(t) < MyoeMett,

Damit ergibt sich fiir die Norm von u(t, ug) die Abschédtzung
Ju(t, uo)|| < MyoeMaltelt,

Da M,L + o < 0 ist, konvergiert dies gegen Null. Damit ist die asymptoti-
sche Stabilitat gezeigt.

Wir nehmen nun an, dass die Linearisierung einen Eigenwert mit positi-
vem Realteil besitzt. Wir zeigen, dass es eine nichttriviale Losung u(t) gibt
mit u(t) — wy fiir t - —oo. Daraus folgt dann die Behauptung. Zunachst
wollen wir uns tiberlegen, wie die Aussage des Satzes aus dieser Tatsa-
che folgt. Dies werden wir als eigenes Lemma formulieren. Sei u(t) eine
Losung mit u(t) — wy = 0 fiir t — —o0. Sei ¢ = ||u(0)|| > 0. (Es ist kei-
ne Beschrankung der Allgemeinheit anzunehmen, dass 0 im maximalen
Existenzintervall enthalten ist.) Angenommen, es existiere ein § > 0, so
dass aus |ug| < J folgen wiirde, dass fiir alle ¢ > 0 gilt ||u(t, uo)|| < ¢, so
konnte man schliefSen, dass |[u(t)|| > d V¢ < 0. Dies ist ein Widerspruch.
Wie angekiindigt wollen wir die Existenz von u(t) getrennt zeigen. O

Definition 4.1.5 Sei A € L(IR", R™). Dann bezeichnen wir mit E* die Summe
der verallgemeinerten Eigenridume zu Eigenwerten mit positivem Realteil, ent-
sprechend mit E~ die Summe der verallgemeinerten Eigenriume zu Eigenwerten
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mit negativem Realteil, und E° entsprechend mit Realteil 0. P*, P~, PY schrei-
ben wir fiir die Projektoren auf diese Riume mit Kern E° ® E~ bzw. E* @ E~
bzw. E° & E*. Weiter seien Q* = I — P*, Q~ = I — P~ die entsprechenden
komplementiiren Projektoren. Weiterhin wollen wir vereinbaren, dass o+ (A) fiir
o(A)N{z € C|Re(z) > 0} steht und ganz entsprechend o°(A) = o(A) N {z €
C | Re(z) = 0}, bzw. 0= (A) = o(A) N {z € C | Re(z) < 0} definiert sind.

Lemma 4.1.6 Die Riume E*, E~ und E° sind invariante Unterriume fiir A,
d.h. AET C EY, AE~ C E~ und schlieflich AE® C E°.

Beweis. Folgt sofort aus der Definition der Rdume. [

Definition 4.1.7 Die Einschrinkungen von A auf die verschiedenen Unterriume
wollen wir folgendermaflen bezeichnen:

Av = A
Ay, = A
|2
Ao = Ap,
ACU - A‘EO@E‘-F
A = A
‘EOEBE*

Lemma 4.1.8 (a) Die jeweiligen Spektren dieser lineare Abbildungen sind gege-
ben durch:

o(Ay) = o7 (4)
o(4s) = o7 (4)
o(A) = o'(4)
0(An) = d°(A)UocT(A)
0(As) = o’ (A)Uo (A).

(b) Die Matrixexponentialfunktionen der Einschrinkungen A,,, A.s geniigen den
Abschitzungen:

1
VB < g min {Re(N) | A€ 0T (A)} IN3s>1 [E(A,t)|| < Nage®™ vt <0
Va>0 IM,>1 ||E(As t)|| < Mye™ Vvt > 0.



104 KAPITEL 4. STABILITAT

Beweis. Folgt unmittelbar aus Hilfssatz 4.1.2. O

Bemerkung 4.1.9 Ahnliche Abschiitzungen gelten natiirlich auch fiir die ande-
ren Teile von A.

Bemerkung 4.1.10 Auflerdem kann man eine solche Dreiteilung auch an
anderen Achsen als der imagindren Achse vornehmen.

Satz 4.1.11 Sei u = Au + g(u) eine autonome Differentialgleichung mit stetig
differenzierbarem g : U — R"™ und ¢g(0) = 0, Dg(0) = 0. Hat A Eigenwerte
mit positivem Realteil, so existiert eine Umgebung Bs(0), so dass zu jedem ug €
Bs(0) N ET eine Losung u(t) existiert mit

1. PTu(0) = uy,

2. u(t) — 0 fiir t - —oc.

Abbildung 4.1: Existenz einer Losung, die fiir ¢t — —oo gegen eine Ru-
helage konvergiert. Die schwarzen Pfeile deuten den linearisierten Fluss
in dem Raum E* an, die griine Linie eine Losung der Gleichung mit
PTu(0) = uo.

Beweis. Wihle ein

o€ (O,%min{Re()\) | A€ot (A)}).
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Dann gibt es nach dem oben angegebenen Lemma 4.1.8 Zahlen 1/, und
N3, mit den entsprechenden Abschédtzungen || E(A, t)|| < M,e® fiir po-
sitive t und

|E(Au, )| < Nage™

fiir nichtpositive t. Setze
M = max {Ma, Nga}.

Damit gilt || E(PTA,t)Pt|| < Me* fir t < 0und ||[E(QTA, H)QT| < Me*
fir ¢t > 0. Wir wahlen n > 0 so klein, dass

ML 1
2O s {21 271 <

ist, wobei L(n) die Lipschitz Konstante von ¢ auf B, (0) ist. Wir betrachten
den Raum der Funktionen

C%(ug) = {u : (—00,0] = Ulu ist stetig, [[u(t)|| < ne** < oo, PTu(0) =ug}.
Auf C*(ug) definieren wir eine Metrik d* durch
d*(u,v) = nsup {[Ju(t) — v(t)|le™>*" | t < 0}.

d* macht C%(ug) zum vollstindigen, metrischen Raum. Wir priifen die
Vollstandigkeit nach. Sei {u,, },ei eine Cauchy-Folge beztiglich der Metrik
d“. Dann existiert ein punktweiser Limes u(t). Wir miissen zeigen, dass u
wieder in C° liegt. Dazu priifen wir die Wachstumsbedingung nach:

lu@)]

< ) —ua®l + lua(®)] < Ju(t) — un ()] + e
< (d(u,up) + )™ < (e +n)e*™.

Wir setzen fur ¢t < 0

t

t
Tu(t) = e Aty + / A=) P g (u(s))ds + / QA OF g(u(s))ds.
0

- (4.4)
Wir miissen fiir ein gentigend kleines § > 0 drei Dinge beweisen:

1. T bildet fiir ||up|| < § den Raum C*(uyq) in sich ab.

2. T ist eine starke Kontraktion.
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3. Der Fixpunkt v hat die gewiinschten Eigenschaften.

1.) T bildet den Raum C®(ug) in sich ab. Dazu miissen wir die drei Ei-
genschaften nachpriifen, ndmlich die Stetigkeit von T'u, die Wachstums-
schranke und schlieSlich die Anfangsbedingung. Die Stetigkeit von 7'u ist
klar, sofern die Integrale existieren. Auch die letzte Eigenschaft ist offen-
sichtlich:

PHTu(0) = PHE(P A, 0)ug + P / B(Q* A, —5)Q  g(u(s))ds.

—00

Dies ist gleich P*uy. Bleibt die Beschranktheit von 7T'u zu zeigen. Dazu
schétzen wir ab:

0
+ + A(t—s
ITu)ll < fle™ ) HuolH/ e AP L(n) [lu(s) | ds
t

[ e At Lmlu(s)ds.

Einsetzen ergibt mit
C' = M L(n) max{|| P*|, [|Q"}

(Dabei beachte man, dass im zweiten Integral die Zeitdifferenz positiv, im
dritten negativ ist.)

t

0
ru)] < e funl + € ([ utsilas+ [ e ageyas)
t

—00
Wegen der Wachstumsbeschrankung in C* kann man weiter abschitzen

t

0
| Tu(t)]| < Me** ||ug|| + C </ ePolt=s) 20 g +/
t

— 00

ea(tfs) €2asd8> )
Wir betrachten zunédchst das erste Integral, es liefert folgenden Beitrag:
0 1
€3ozt/ 6—304562a5d8 — 63at_(1 _ e—at)'
t —
Dies ergibt als obere Abschatzung fiir das erste Integral

1
- (e2at _ €3at) )
«
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Fiir das zweite Integral erhdlt man

t 1
6ozt/' e*ds S _620@'
(67

—00

Zusammen ergibt sich die endgiiltige Abschidtzung

1 ML
ITu(t)] < Me™ o] + ML (et — ML sor,
« «

Mit § < @ und der Wahl von 7 erhélt man

Tu(t)]| < ne®t.
[Tu(®)| <n

Damit haben wir den ersten Schritt abgeschlossen.
2.) Seien uy, uy € C*(up). Wir miissen den Abstand d*(7T'uy, T'us) kontrol-
lieren. Also

d*(Tu, Tv) = nsup {||Tu(t) — To(t)|e”>* |t < 0}.
Die Differenz T'u(t) — T'v(t) hat die Form
Tu(t) = To(t) = /0 AT P (g(uls)) — g(o(s)))ds
s [ @I g uls) - glofs))ds.

Ubergang zu den Normen und die grundlegenden Abschitzungen erge-
ben

[Tu(t) = To(t)|| < ML(n) <||P+||/t 3= ||u(s) — v(s)| ds
Q| / €209 () —v(s)||ds) |

Wir betrachten wieder die beiden Integrale getrennt und multiplizieren
zundchst mit ne~2**. Fiir das erste Integral erhalten wir

0 0
€2at/ e3a(tfs)672as€2as”u(8) . ’U(S)”dS < eat/ e % ds da(u’ U).
t t
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Damit ergibt sich fiir das erste Integral die Abschdtzung
0 1
6720415 / €3a(tfs)€f2ase2asHu(S) _ U(S) HdS < —da(u, U).
; o}

Fur das zweite erhalten wir

t
eQat/ e u(s) — v(s)|ds.
Wie oben ergibt sich dafiir
/ 1
/ =) dsd(u,v) < —d*(u,v).

—00

o

Insgesamt haben wir

(Tu,Tv) < ML) max{|P*], |Q*]} (§+§) 4, )

ML(n “
R A R
Nach der Wahl von L(7n) ist damit
d*(Tu,Tv) < %da(u,v)

und 7 ist eine starke Kontraktion.

3.) Sei T'vw = u. Wir miissen zeigen, dass u die Differentialgleichung 16st,
und das richtige Verhalten fiir ¢t — —oo zeigt. Letzteres ist aufgrund der
Definition von C* klar. Dass u die Differentialgleichung 16st, folgt aus
der Invarianz der Unterrdaume und der Tatsache, dass man die Differen-
tialgleichung in ein gekoppeltes System auf den Unterrdumen dquivalent
umschreiben kann. Wir rechnen nach @ + 4 (T'u)(t) und erhalten

¢
o = A Muy + Prg(u(t)) + A/ePJrA(t_S)PJrg(u(s)) ds

0
t

+ QT g(u(t))+ A / QA O g (u(s))ds.

—00
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Die rechte Seite ergibt

t t

gu(t)) + A | e Mug + / A=) Py (u(s))ds + / QA= OF g(u(s))ds
0 —00

— Au(t) + glu(t).
H

Bemerkung 4.1.12 Die dritte Aussage, die wir im ersten Satz iiber Spektrum
und Stabilitit (im linearen Fall) gemacht haben, hat keine Ubertragung auf die
gegenwirtige Situation. Hat A Eigenwerte auf der imaginiren Achse, so kann
wy asymptotisch stabil, stabil aber nicht asymptotisch stabil oder auch instabil
sein. Drei triviale Fille, die dies erliutern, sind . = —u?, & = 0 und schliefilich
U = u® Im ersten Fall ist ug = 0 asymptotisch stabil, im zweiten stabil, aber
nicht asymptotisch stabil, und im dritten Fall instabil.

Definition 4.1.13 Sei & = f(u) wie im Satz und w, eine Ruhelage, so dass
A = D f(wy) keine Eigenwerte auf der imagindren Achse hat, so nennt man die
Ruhelage hyperbolisch.

Diesen Begriff motiviert das Phasenportriat der Gleichung & = z,y = —y,
die man kurz in der Form 2 = Z schreibt.

Beispiel 4.1.14 (Lorenz Gleichungen) Wir betrachten das dreidimensio-
nale System

T oy — )
gy | =flx,y,z)=[ re—y—zz |. 4.5)
z xy — bz

Dabei seien b, 7, 0 drei positive reelle Zahlen. Fiir Ruhelagen erhélt man
aus der ersten Gleichung x = y. Damit ergibt die zweite Gleichung (r —
1 — 2)z = 0. Die Losungen dieser Gleichungen sind = 0 oder z = 1 — r.
Mit der dritten Gleichung erhilt man schliefSlich 22 = bz. Damit ergibt sich
als Losung © = y = z = 0 oder

r=y, z=1—r o==24b(r—1).

Damit erkennt man, dass die nichttriviale Losung nur fiir > 1 existiert.
Fiir r < 1 hat man also nur die triviale Losung z = y = 2z = 0, und fiir r > 1
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hat man neben dieser trivialen Losung noch zwei weitere Losungen. Wir
werden die Stabilitdt der trivialen Losung ausrechnen. Als Linearisierung
bei x = y = z = 0 ergibt sich die Matrix

-0 0 0
A= r —1 0 . (4.6)
0 0 —=b

Das Spektrum kann man leicht ausrechnen: Man hat einen Eigenwert —b <
0. Um die Vorzeichen der anderen beiden zu diskutieren, betrachten wir

det A=0c(1l—r)und trA =—-1—-0 <0.

Also ist fiir r < 1 die triviale Ruhelage asymptotisch stabil. Bei r = 1,
dort wo weitere Losungen entstehen, verliert diese Losung die Stabilitét,
sie wird instabil. Um die Stabilitdt der neuen Ruhelagen zu bekommen,
geben wir zundchst die Linearisierung A von f in einem Punkt (zo, yo, 20)
an:

—0 o 0
A=\ r—2z -1 —x9 |. 4.7)
Yo T —b

Die charakteristische Gleichung fiir diese Eigenwerte lautet
N4 (0 +b+ DN +blo+ 1)\ +20b(r —1) = 0.
Man rechnet nach, dass fir

o(c+b+3)
c—b—-1

alle Realteile fiir die nichttriviale Losung negativ sind. Fiir 0 = 10 und

b= g hat man die Stabilitat fiir 1 < r < %0. Dort werden auch die nichttri-

vialen Losungen instabil. Weitere interessante Phdnomene treten auf.

Beispiel 4.1.15 Ist w, eine Ruhelage einer autonomen Differentialgleichung
und gibt es eine Umgebung B.(wy), so dass fiir jedes uy, € B.(wy) gilt
w(ug) = wy, so folgt nicht, dass wy asymptotisch stabil ist. Man beachte,
dass bei der Definition der asymptotischen Stabilitdt die Stabilitdt gefor-
dert wurde. Ein Beispiel fiir dieses Phdnomen liefert Aufgabe 3, Blatt 10.
In Abbildung 4.2 sehen wir ein qualitatives Phasenportrait, das das be-
schriebene Phdnomen illustriert.
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Abbildung 4.2: Ein Beispiel einer attraktiven Ruhelage, die nicht asympto-
tisch stabil ist. Typisch ist das Auftreten von homoklinen Orbits.

4.2 Periodische Orbits in diskreten Systemen

In diesem kurzen Abschnitt betrachten wir periodische Orbits diskreter
dynamscher Systeme. Wir untersuchen zunéchst Stabilitdt und danach be-
trachten wir das Verhalten bei Stabilitdtsverlust in parameterabhingigen
Systemen.

In diesem Abschnitt sei (M, d) ein metricher Raum, (M, d, f) ein dis-
kretes dynamisches System. Wir nehmen an, es gibt ein (minimales) p > 1
und ein 2y € U mit f®)(z,) = .

Definition 4.2.1 Der Orbit O¢(x) heif$t periodisch mit (minimaler) Periode p.

Einen solchen periodischen Orbit nennen wir (asymptotisch) stabil, wenn
O¢(xp) als kompakte invariante Menge (asymptotisch) stabil ist. In diesem
Fall konnen wir ein Stabilitdtskriterium angeben, das nur von einem ein-
zigen Punkt abhéngt.

Satz 4.2.2 Sei (M, d) ein metrischer Raum, f : M — M stetig. Es sei xy € M
mit ) (xg) = o, p minimal mit dieser Eigennschaft, K = {f(k) (o) ’ ke IN}.
Die folgenden Aussagen sind paarweise dquivalent:

1. xq ist als Fixpunkt des dynamischen Systems (M, d, f)) (asymptotisch)
stabil.
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2. Ist z € Of(xy), so ist x Fixpunkt von f®) und als solcher (asymptotisch)
stabil.

3. Die kompakte invariante Menge K ist (asymptotisch) stabil fiir (M, d, f).

Beweis. Wir zeigen zunichst (1)=(2): Sei z, stabiler Fixpunkt von f® und
z € O(xp), k minimal mit der Eigenschaft f*)(z,) = 2. Dann ist (trivia-
lerweise) f)(z) = f*+P)(zg) = f(k)(zy) = x. Angenommen z ist stabil,
dann gibt es zu einer offenen Umgebung U von z eine offene Umgebung
V von zy, so dass fiir jedes y € V gilt

Of(p) (y) cU.

Sei U eine offene Umgebung von z. Wegen der Stetigkeit von f ist U =
(f®)~1(U) eine offene Umgebung von z, und V' sei die zugehorige Umge-
bung von xo. Wegen f@~9(z) = fE=R(f®)(z9)) = zg ist V = (f=)71(V)
eine offene Umgebung von z. Dann ist fir v € V, y = f* % (w) € V und
damit O (y) C U. Alsoist fiir j > 1

F7(0) = FOGI (R )) = FOOI w) € JOU) € 0.

Alsoist z stabil. Ist 2y zusatzlich asymptotisch stabil, so gibt es eine Umge-
bung W von zo mity € W impliziert w;u) (y) = {20}, d.h. lim;_o fUP)(y) =
0. Setze W = (f®=R)~1(TV). Dies ist eine offene Umgebgung von z. Dann
ist fiir w € W

lim fOP(w) = lim fOFOIFEE(w))) = O (lim fOIR(FE ()

J—00 J—00 J—00

= f(lC (z0) = .

Also ist x auch asymptotisch stabil.

(2)=(3): Sei zunidchst jeder Punkt im Orbit von z stabil, und U eine offene
Umgebung von K. Dann gibt es zu einem z € K eine Umgebung W, so
dass fir w € W, gilt O (w) C U Dann gibt es zu jedem z € K eine
Umgebung V, C W,, so dass fiirr € {1,...,p—1} f™(V},) C Wi (- Setze

p—1
V={JV.
i=1
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Dies ist eine Umgebung von K und fiirv € V und k € IN

fB @) = P (w) € O (f7v) C U

Ist zusatzlich jeder Punkt in K asymptotisch stabil fiir ). Sei V, eine
offene Umgebung, von x € K mit v € V, impliziert

lim fUP)(v) = z.

Jj—00

Nun ist
V:UxeKI/;

offen (als endliche Vereinigung offener Mengen) und fiir v € V und eine
streng monotone unbeschréankte Folge {d; }ren gilt dann

dp, = mgp + 14,

wobei {m, } e eine monotone unbeschrankte Folge istund r, € {0,1,...,p—
1} ist. Dann ist fir v € V, v € V, fir ein ¢ € K und die f""(v) — v fur
k — oo. Dann ist

lim d(f“%) (v),V) =0

k—o0
und wys(v) C K.
(8)=(1): Sei U eine offene Umgebung von K. K ist eine endliche Menge,
daher gibt es ein ¢’ > 0, so dass fiir z € K gilt B..(z) N K = {z}.Seie = £
und fir x € K U.(z) = U N B:(x). Setze

U. = | J U.(2).
zeK
Dann ist U, offen und K C U.. Sei V. C U, offen, mit v € V, impliziert
O¢(v) C U.. Eine solche offene Menge existiert aufgrund der Sabilitdt von
K. Fur z € K sei V.(z) die Zusammenhangskomponente von z in V. N
B.(z). Dann ist fiir v € V.(z) der Orbit Of(v) C U..Dafur0 < r < p
fO+P)(V.(z) zusammenhéingend ist und den Punkt f"+/7)(z) enthilt, gilt
fU+P) () € U.(f")(z)). Insbesondere ist

Of(p) (U) C U€ (a:)

Damit ist die Stabilitit von z € K bzgl. f) gezeigt. Ist K zusitzlich at-
traktiv, so gibt es eine Umgebung V' von K mitv € V impliziert w(v) C K.
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Setzen wir fiir x € K wieder V.(z) wie im Beweisschritt zuvor, so folgt fiir
v e V. (x) ‘
lim fUP)(v) = z.

Jj—00

4.3 Periodische Orbits und Floquettheorie

4.3.1 Periodische Orbits und Variationsgleichung

Sei wieder @ = f(u) die autonome Differentialgleichung (??) mit einer Lip-
schitz stetigen rechten Seite. In diesem Abschnitt betrachten wir einen ge-
schlossenen Orbit O fiir (??) und eine Losung u(t) in diesem Orbit. Wie im
vorigen Abschnitt fiir eine Ruhelage wollen wir auch hier den Begriff der
Stabilitédt definieren und Kriterien fiir verschiedene Formen der Stabilit&t
angeben. Hier ist die Situation naturgemaf3 etwas komplizierter als im Fall
einer Ruhelage.

Definition 4.3.1 Der geschlossene Orbit O heifit orbital stabil, wenn O als
Menge stabil im Sinne der Definition ?? ist. Er wird als orbital asymptotisch
stabil bezeichnet, wenn er stabil und attraktiv im Sinne der Definition ?? ist.
Man nennt v orbital asymptotisch stabil mit asymptotischer Phase, wenn O
asymptotisch stabil ist und es eine Umgebung U von O gibt, so dass zu jedem
Anfangswert uy € U eine Zahl T (u) gibt, so dass

lim [u(t = T(uo)) = u(t, to)| = 0
ist.

Ein geometrischer Zugang zur Stabilitdtstheorie periodischer Losungen
geht auf Poincaré zuriick. Zunéchst konstruiert man sich den sogenannten
Poincaré Schnitt und die Poincaré Abbildung. Dabei geht man von der Be-
obachtung aus, dass jeder Punkt auf einem geschlossenem Orbit reguldrer
Punkt ist und somit eine Transversale existiert.

Lemma 4.3.2 Sei L eine Transversale zum Lipschitz stetigen Vektorfeld f in ei-
nem Punkt wy auf einem geschlossenem Orbit O. Dann gibt es eine Umgebung
Uy von uy, so dass zu jedem Punkt v € Uy N L ein t, > 0 existiert, so dass
u(ty,v) € List, aber fiirt € (0,t,) die Losung u(t,v) ¢ L ist.
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Beweis. Folgt sofort aus dem Satz iiber stetige Abhdngigkeit von Anfangs-
werten. [

Definition 4.3.3 Eine Transversale L, wie sie im vorherigen Lemma angegeben
war, heifit Poincaré Schnitt. Die Abbildung 11 : LNUy — L : v — u(t,, v) nennt
man Poincaré Abbildung oder auch Wiederkehrabbildung, engl. r et urn
map.

Ein alternativer Beweis von Lemma 4.3.2 beruht auf dem Satz tiber impli-
zite Funktionen, damit erhdlt man auch eine etwas stdrkere Aussage.

Satz 4.34 Ist f € C*(U), so existiert eine Umgebung Uy von g, so dass 1T :
L NUy, — L stetig differenzierbar ist.

Beweis. Folgt sofort aus dem Satz iiber implizite Funktionen: Man wéhle
eine affin lineare Transversale u, + H, so ist fiir jeden Punkt v nahe u, der
affine Raum v + H eine Transversale und man hat eine stetig differenzier-
bare Abbildung 7 einer Umgebung V' nach O durch

u+H>v— u.

Wir betrachten fiir w nahe u, und ¢ nahe t¢,, die Abbildung Q(w,t) =
7 o ®(w,t), wobei ® der zu f gehorende Flufs ist. Dann ist () stetig dif-
ferenzierbar, Q)(uy, t,,) = up und

Q1 (ug, tuy) = Dy o @4 (ug, tyy) = Dynf(ug) # 0.

Damit garantiert der Satz tiber implizite Funktionen die lokale Losbarkeit
der angegebenen Gleichung und damit die Behauptung des Satzes. [

Die Poincaré Abbildung gibt uns ein einfaches geometrisches Kriteri-
um fiir die Stabilitdt einer periodischen Losung, das auch fiir theoretische
Untersuchungen von Bedeutung ist.

Satz 4.3.5 Sei f : U — R" Lipschitz stetig, O ein geschlossener Orbit der Dif-
ferentialgleichung @ = f(u), ug ein (regulirer) Punkt auf O. Sei L ein Poincaré
Schnitt mit Poincaré Abbildung I1. Dann gilt:

1. Gibtes zu jedem e > 0ein § > 0,dass w € L und |w—uo| < 0 implizieren,
so dass die Iterierten 11" (w) fiir alle n € IN definiert sind und gilt |II"(w) —
up| < ¢ fiir alle n € N, so ist O orbital stabil.
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2. Ist O orbital stabil und gibt es eine Umgebung U, von vy, so dass aus
w € U, folgt, dass 11"(w) fiir alle n € IN definiert ist und fiir n — oo
gegen uy konvergiert, so ist O orbital asymptotisch stabil.

3. Gibt es ein w, so dass I17"(w) fiir alle n € N existieren und gegen w fiir
n — —oo konvergieren so ist O instabil.

Beweis. Folgt offensichtlich aus der stetigen Abhédngigkeit von Anfangs-
werten! Beachte, dass es eine Umgebung gibt, auf der die Riickkehrzeit
durch 2¢,, > t,, > %tuo nach oben bzw. unten beschrankt ist! 0

Um ein eher algebraisches Kriterium zu erhalten, miissen wir uns noch
einmal Gedanken iiber Ubergangsmatrizen machen.

Definition 4.3.6 Sei f : R" x R — IR" stetig, in der ersten Komponente Lip-
schitz stetig mit f(0,t) = 0. Die Ruhelage u = 0 der Gleichung (??) nennt man
stabil, wenn zu jedem € > 0 ein §(ty, ) > 0 existiert, so dass aus |uy| < ¢ folgt,
dass |u(t, to, uo)| < € fiir alle t > t,. Kann § unabhingig von t, aus einer Menge
S C R gewdhlt werden, so spricht man von gleichméafSiger Stabilitat beziiglich
S. Entsprechend definiert man asymptotisch stabil, wenn es ein §,(ty) > 0
Qibt, so dass aus |ug| < 01(to) folgt u(t,to,up) — 0. Man nennt v instabil,
wenn es nicht stabil ist. Bei der Definition gleichmifSiger asymptotischer Stabi-
litat (beziiglich S) verlangt man, dass 0 stabil und asymptotisch stabil ist und die
Zahl 6, = 61(to) unabhingig von t, € S gewihlt werden kann und schliefSlich zu
jeder positiven Zahl 1 > 0 eine Zeit T'(n) gefunden werden kann, so dass fiir alle
t > to |u(t+T(n),to, uo)| < n fiiralle ty € S und alle uy mit |ug| < 0, ist. Man
iibertrigt diese Begriffe auf beliebige Losungen, indem man fiir eine Losung u(t)
das System y = f(u(t) +y,t)) — f(u(t),t) betrachtet.

Lemma 4.3.7 Alle Losungen von @ = A(t)u haben die gleichen Stabilititseigen-
schaften.

Beweis. Folgt aus der Linearitét. O

Bemerkung 4.3.8 Aus diesem Grunde sagt man auch, das System (2?) u =
A(t)u ist stabil, asymptotisch stabil oder instabil.

Satz 4.3.9 Sei A: R — L(IR",R") stetig. Sei V(t) eine Fundamentalmatrix fiir
U = A(t)u und (3 sei eine beliebige reelle Zahl. Dann ist das System 1. = A(t)u

1. stabil, genau dann wenn es zu jedem t, € R eine Konstante K (t,) gibt mit
|W(t)|| < K(to) fiirallet > t,,
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2. gleichmiflig stabil fiir ty > [, genau dann wenn es eine Konstante K (/3)
gibt, so dass fiir to > S und ty < s < t gilt

[ ()w(s)~ ] < K(B),

3. asymptotisch stabil genau dann, wenn

| ()| — 0 fiir t — oo.

4. gleichmif$ig asymptotisch stabil fiir t, > [ genau dann, wenn es Konstan-
ten K = K(B) >0, a = a(B) > 0 gibt mit

()W (s)7| < Ke @9 fiir < s <t < 0.

Beweis. 1.) Die Riickrichtung folgt einfach aus der Darstellung der Losung;:
Sei u(t) eine Losung, so ist u(t) = ()W (to) tu(ty). Sei M = |U(ty) |
Dann ist |u(t)| < K(to)M |u(ty)]. Wahlt man 6 = T S0 hat man die
Stabilitatsbedingung erfiillt. Die Hinrichtung ist auch nahezu offensicht-
lich: Stabilitdt besagt, dass zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir
jedes ug € R™, |uo| < § die Norm | ()W (¢y) 'ug| < e beschriankt bleibt.

Angenommen es gibe Folgen u,, t¢,, so dass
U(t,)uy —y—y00 0O

konvergiert. Dann hat @, = 5057,V (to)u, die Norm S und |W(t,)V(to)ta,| >

e fiir gentigend grofles v.

2.) Beide Richtungen kénnen wie im ersten Teil durchgefiihrt werden, hier

hangt ¢ fiir t, > (3 nicht von ¢, ab.

3.) Als erstes folgt aus der Abklingbedingung die Beschréanktheit von || U(¢)]|

und damit die Stabilitdt. Die Asymptotik erhédlt man wie im ersten Beweis-

schritt. Die Umkehrung folgt auch wie oben.

4.) Ist die angegebene Bedingung erfiillt, so konvergiert ||V (¢)|| — 0 fiir

t — oo und aus 2.) folgt die Stabilitdt. Aus dem dritten Schritt erhélt man

die asymptotische Stabilitdt. Sei |u(ty)| < 1und n € (0, K). Setze
_log(n/K)

7=
(6%

Dannist furt > to+7,t' =t — (T +t9) > 0
lu(t)] = [P ()T (to) u(ty)| < Ke ®|u(ty)| = Ke™Te ™ |u(ty)| < Ke T =,
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Hier ist die Umkehrung schwieriger. Wir nehmen also an, dass die Nulllosung
gleichmaflig asymptotisch stabil fiir ¢, > [ ist. Insbesondere existiert ein
b >0, so dass zu jedem n < bein T' = T'(n) existiert mit

(W () W(to) " ulto)]l <m, t>to+ T, to> B, |ulto)| <b.
Daher ist (warum kann man so abschéitzen?)
Hm@+Tﬂm@*n<%<1fMtzmzﬂ.

Aufgrund der Definition von gleichméfliger asymptotischer Stabilitat gilt
eine entsprechende Abschitzung fiir alle ¢ > 3, d.h.

|W@+ﬂ@@”“<g<1mmzﬁ.

Aufgrund der gleichméfiigen Stabilitét existiert ein M = M () mit
[ (@)W (s) M| < M, fir f < s <t < o0.

Setze
n

a=-T"1 log(g)
und

K = MeT,

Dann gibt es zu jedem ¢ > ¢; ein k € INg mit k7 < t — ¢, < (k + 1)7T". Daher
gilt dann

19 ()P (to) | [ ()W (to + KT) "W (to + KT)U(to) ™|

< W@t + RT) 7 W (ko + KT)U (1)

< M |W(to + TR)(to) "

< M ||U(to+Tk)U(to + (k— 1)T) "W (ty + (k — D)T)W (o) |
< M 2|t + (k= D)k

I

< M(-+

< u(2)

— Ke—oz(k—i—l)T

< K e—alt=to)
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Dies vervollstandigt den Beweis. O

Wir betrachten nun die homogene, lineare Gleichung
= A(t)u (4.8)
mit der zusitzlichen Eigenschaft
Ir >0 mit A(t +7T) = A(t) Vt € R,

wobei A: R — L(R",IR") oder A: R — L(C", C") eine stetige Abbildung
ist. Der Zusammenhang mit periodischen Lésungen wird in Kiirze klar
werden.

Lemma 4.3.10 Zu jeder komplexen n x n Matrix A € L(C", C") mit det A # 0
gibt es eine Matrix B € L(C",C") mit e? = F(B,1) = A.

Beweis. Ist e” = A, so gilt fiir jede nichtsinguldre Matrix C
e“ ¢ = CLAC

Daher ist es keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn wir annehmen,
dass A in Jordan’scher Normalform gegeben ist. Also hat A die Gestalt
(2.3) mit Jordan Blocken der Form (2.4). Jeden Block der Form (2.4) schrei-
ben wir in der Gestalt

By, = A1+ Ny,

wobei N}, der nilpotente Anteil ist. Aufgrund der Annahme, dass die De-
terminante von A von Null verschieden ist, ist auch A, # 0. Wir geben
nun eine Matrix By, an, so dass e®* = B, ist. Wir schreiben B;, in der Form
Br = \p(1+ iN 1). Dann ist (fiir einen geeigneten Zweig des Logarithmus)

0 1 0 0
n » 0
_ (=1)
Sp=—>)_ N .0
j=1
0 -« -« 0 1
0 -0
Einsetzen in die Potenzreihe gibt das gewiinschte Resultat. [

Bemerkung 4.3.11 Man beachte, dass Lemma 4.3.10 nicht fiir A, B € L(IR",R"),
det A # 0 gilt.
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4.3.2 Floquetmultiplikatoren

Satz 4.3.12 (Floquet) Sei A : R — L(IR",R") stetig und T-periodisch. Jede
Fundamentalmatrix der Gleichung @ = A(t)u hat die Form

U(t) = P()E(B,1),
wobei B eine konstante und P eine T-periodische Matrix ist.

Beweis. Ist ¥(¢) eine Fundamentalmatrix, so ist U(¢ + 7") auch eine Funda-
mentalmatrix. Daher gibt es eine nichtsinguldre Matrix C, so dass fiir alle
teR

VU(t+T)=V(t)C

gilt. C hat dann aufgrund der Fluleigenschaft die Darstellung C' = V(7).
Nach Lemma 4.3.10 gibt es eine Matrix B mit e’? = C. Setze

P(t) =VU(t)E(B, —t).
Dann hat man
P(t+T)=V(t+T)EB,—(t+T)) = Vt)E(B,T)E(B,—(t+T)) = P(t).
d

Korollar 4.3.13 (Transformation auf konstante Koeffizienten)

Zu T-periodischem A : R — L(IR™,R"™) gibt es eine nichtsingulire periodische
Koordinatentransformation P : R — L(IR",R"), welche die Gleichung i =
A(t)u in eine Gleichung mit konstanten Koeffizienten iiberfiihrt.

Beweis. Seien P, B wie im Satz 4.3.12. Wir setzen w = (P(t))'u. Die Dif-
ferentialgleichung fiir w ist dann mit

%P(t)w — Pw+ P == Au

und damit ‘
W= P(t)" (A@)P(t) — P(t))w.

Da P(t) = U(t)E(B, —t) ist, hat man P = A(t)P(t) — P(t)B. Einsetzen gibt
W= P(t)" (A(t)P(t) — A(t)P(t) + P(t)B) = Buw.

Die rechte Seite hangt nicht von ¢ ab. O
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Definition 4.3.14 Gegeben sei das homogene, lineare System (??) @ = A(t)u
mit T-periodischem A : R — L(IR",R™). Dann heifSt eine Matrix C, die fiir eine
Fundamentalmatrix U (t) des angegebenen Systems der Beziehung

T(t+T) = U(t)C

geniigt, eine Monodromiematrix von (??). Die Eigenwerte p; einer Monodro-
miematrix heiffen charakteristische Multiplikatoren oder auch Floquetmulti-
plikatorent® von (22). Ist p ein charakteristischer Multiplikator und p = e,
so wird X\ als charakteristischer Exponent oder Floquetexponent bezeichnet.

bezeichnet.

Lemma 4.3.15 Eine komplexe Zahl X ist charakteristischer Exponent der Glei-
chung (??) mit einer T-periodischen rechten Seite A, falls das System (??) eine
nichttriviale Losung p(t)e™ besitzt, wobei p periodisch mit Periode T ist. Speziell
gibt es genau dann eine nichttriviale Losung u(t) mit Periode T (bzw. 2T), wenn
es den Multiplikator 1 (bzw. -1) gibt.

Beweis. Sei e p(t) eine solche Losung. Dann gibt es ein uy und eine Fun-
damentalmatrix W (¢) mit e’p(t) = U(t)ug. Nach dem Satz von Floquet
4.3.12 kann V(¢) in der Form P(t)E(B,t) geschrieben werden. Also ist
eMp(t) = P(t)E(B,t)ug. Da P(t + T) = P(t) und p(t + T) = p(t) fiir al-
le t € R ist, hat man

e)\(t+T)p(t + T) = P(t + T)E(37 t + T)U/O,

und daher ist
eMeMp(t) = P(t)E(B,t)E(B, T)uo.

Also gilt
A P(t)E(B, t)yug = P(t)E(B,t)E(B, T)uy.

Zusammen genommen ist

P(t)E(B,t) (E(B,T) — ") ug = 0.

3 Achille Marie Gaston Floquet (15.12.1847-7.10.1920) war ab 1873 Professor in Belfort,
Angers und Clermont-Ferrand ab 1890 Professor fiir Analysis an der Universitdt Nancy.
Er beschiftigte sich mit Astronomie, Differentialgleichungen und periodischen Funktio-
nen.
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Daher ist det (E(B,T) — e*1) = 0. Fiir die Umkehrung beachtet man ein-
fach, dass aus dem Verschwinden von det (E(B,T) — e*"') die Existenz ei-
nes Vektors v folgt mit

(E(B,T) —eM)ug = 0.
Man kann sogar A und w, so wahlen, dass A Eigenwert von B ist. Dann ist
E(B,t)uy = eMuy,
und P(t)E(B,t)ug ist die gewtinschte Losung. O

Lemma 4.3.16 Seien p; = eN™ die charakteristischen Multiplikatoren. Dann ist

T

Hpj = exp /tr A(s)ds
j=1

0

und

n

T
1 2m
Z)\j =7 /trA(s)ds mod (%) .
0

J=1

Beweis. Sei V() die Fundamentalmatrix mit Anfangswert ¥ (0) = 1. Dann
ist

det C' = det U(T) = exp ( /0 ' trA(s)ds) .

Daraus folgt alles weitere. O
Als Hauptsatz tiber lineare periodische Systeme ergibt sich

Satz 4.3.17 (a) Das lineare, homogene periodische System @ = A(t)u ist genau
dann stabil, wenn alle charakteristischen Multiplikatoren betragsmifSig kleiner
oder gleich eins sind und die, die dem Betrage nach eins sind, gleiche algebraische
und geometrische Vielfachheit besitzen.

(b) Das System ist genau dann gleichmdfSig asymptotisch stabil, wenn alle cha-
rakteristischen Multiplikatoren dem Betrage nach kleiner eins sind. In diesem Fall
kann man eine Fundamentalmatrix abschitzen:

AK > 0,a < 0mitt —s > 0= |U()T(s)}| < Ke ).
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Beweis. Benutzt im wesentlichen die Ideen wie im autonomen Fall. O
Als Stabilitatskriterium fiir geschlossene Orbits erhélt man schliefSlich
den

Satz 4.3.18 Sei O ein geschlossener Orbit der autonomen Gleichung @ = f(u),
wobei die rechte Seite als geniigend glatt vorausgesetzt werde. Dann ist O genau
dann orbital stabil, wenn das lineare homogene periodische System

y = Df(u(t))y, (4.9)
stabil ist, wobei u(t) eine Losung im Orbit O ist.

Ohne vollstandigen Beweis wollen wir noch ein Kriterium fiir orbital asym-
ptotische Stabilitdt angeben.

Satz 4.3.19 O ist genau dann orbital asymptotisch stabil, wenn (4.9) stabil ist, 1
charakteristischer Multiplikator mit algebraischer Vielfachheit 1 ist und alle von

1 verschiedenen charakteristischen Multiplikatoren dem Betrage nach kleiner als
1 sind.

Beweis. (Skizze)

1. Die Eigenwerte von D, I1(u) sind gerade die charakteristischen Mul-
tiplikatoren, wobei die Vielfachheit von 1 um eins verringert ist.

2. Man bendétigt das dem Satz 4.1.4 vom Spektrum und Stabilitat II
entsprechende Stabilitatskriterium fiir Abbildungen, dies wiederum
entspricht der Aussage von Satz 4.1.4, nur ist jeweils Red <=> 0
durch |A| <=> 1 zu ersetzen.

O

4.4 Ljapunov-Funktionen

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Bestimmung der Stabilitdt von Losungen
sind sogenannte Ljapunov-Funktionen. Sie verallgemeinern erste Integra-
le.

Definition 4.4.1 Es sei f : R™ x R — R eine Lipschitz stetige Funktion. Eine
Funktion w : R™ x R — IR heifit erstes Integral, falls w lings Losungen der
Gleichung u = f(u, t) konstant bleibt.
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Kennt man eine hinreichende Zahl von (linear unabhéngigen) ersten In-
tegralen, so kann man die Differentialgleichung als gelost ansehen. Eine
wichtige Klasse von Systemen mit erstem Integral sind Hamiltonsche Sys-
teme. Die Hamilton-Funktion H ist bereits das erste Integral.

Definition 4.4.2 Es sei U C IR" offen, f Lipschitz stetig auf U. Wir betrachten
die Gleichung u = f(u). Sei W C U offen. Eine Funktion V : C°(W,R) heift
Ljapunov Funktion auf W zu w = f(u), falls alle partiellen Ableitungen von V
existieren und fiir alle w € W gilt

(VV(w), f(w)) <0.

Eine unmittelbare Konsequenz dieser Forderung ist, dass fiir alle w € W
gilt
d

Ev(u(tv u0>>|t:0 < 0.

Ist W = U, so gilt fiir jede Losung %V(u(t)) <0.

Satz 4.4.3 Wir betrachten @ = f(u) mit Ruhelage u = 0. Gibt es eine Umgebung
W von 0 und eine Ljapunov-Funktion V auf W mit V' > 0 und V (z) = 0 genau
dann, wenn x = 0, so ist w stabil. Ist V (u)|,_, < 0 fiir u > 0, so ist 0 asymptotisch
stabil.

[t=0

Beweis. Wir beweisen zunichst die Stabilitdtsaussage. Zu zeigen ist also,
dass zu jedem hinreichend kleinen ¢ > 0 eine Zahl § > 0 existiert, so dass
aus |ug| < ¢ folgt, dass das maximale Existenzintervall vorwarts unbe-
schrankt ist und fiir alle ¢t > 0 gilt |u(t, up)| < €.

Sei ¢ > 0 vorgegeben, und € > n > 0 gegeben. Es existiert eine Umgebung
B.(0) mit
V(B-(0)) € [0,n).

Sei
p=int {V(z) | Ja| = 7}

und r < p. Dann ist die Zusammenhangskomponente von V~'[0,7) in
B.(0) enthalten. Ist nun § < 7, so ist fiir uy € Bs;(0) die Losung auf ih-
rem maximalen Existenzintervall in B, (0) enthalten. Damit ist dieses Exis-
tenzintervall unbeschrankt und die Aussage gezeigt. Um zu zeigen, dass
die eben gemachte Aussage gilt, wollen wir V(t) = V(u(t,ug)) betrach-
ten. Es gilt V(0) = V(uy) < r < p. Angenommen, es gibt ein ¢, mit
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V(ty) = ¢, dann gibt es ein 0 < #; < ty mit V(¢1) = p. Wegen V<0
und V (t1) = p < e = V(ty) erhalten wir einen Widerspruch.

Im zweiten Fall miissen wir noch zeigen u(t,u,) — 0 fiir ¢ — oo. An-
genommen, dies ist nicht der Fall, dann ist klar, V (¢) ist streng mono-
ton fallend und nach unten beschrinkt, also konvergent. Angenommen
lim; oo V() = ¢ > 0. Dann ist w(u) nichtleer und 0 ¢ w(up). Dann ist
V konstant auf w(ug). Enthidlt w(ug) einen reguldren Punkt, ist dort aber
V < 0. Also enthalt w(ug) keinen reguliren Punkt, sei x ein kritischer
Punkt in w(ug). Aber auch dann V (t) = VV - & = 0 und damit z = 0. [
Nebenbei haben wir noch gezeigt:

Korollar 4.4.4 Unter den Voraussetzungen von Teil (a) des letzten Satzes gilt:
Sei R die Menge V = 0 und M die grofite invariante Menge in R, so ist fiir jedes
ug die Grenzmenge w(ugy) C M.

Der Beweis des Satzes 5.1.3 liefert auch eine Aussage tiber Gradientensys-
teme.

Korollar 4.4.5 Unter den Voraussetzungen von Teil (a) des letzten Satzes gilt:
V' ist auf Grenzmengen w(uy), a(uo) konstant.

Ohne Beweis wollen wir die sogenannten Umkehrsdtze angeben.

Satz 4.4.6 (Umkehrsatz) Die Existenz einer Ljapunov-Funktion mit den im
Satz 4.4.3 angegebenen Eigenschaften ist notwendig fiir Stabilitit bzw. asym-
ptotische Stabilitiit einer Ruhelage.

Beweis. Findet man z.B. im Buch von HARTMAN [13]. [l

Beispiel 4.4.7 1. Wir betrachten i + g(x) = 0, mit g : R — IR differenzier-
bar und g(0) = 0. Das System ist dquivalent zu

T =y
) = —g(x).
Setze N
G(z) :/g(s)ds
und

V(z,y) = y; + G(z).

Dann ist V = 0 und die Ruhelage (x,y) = 0 stabil, falls xg(z) > 0.
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2. Fiir die entsprechende Gleichung mit Ddmpfung findet man asymptotische
Stabilitit.



