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X Menge, f : X — X eine Abbildung.

Iteration:

Startwert xg € X,

Folge xp11 = f(xn)

Schreibweise: (xg, x1, X2, . .. ) oder {xp}nenN-

Ziel: Beschreiben und Verstehen des Langzeitverhaltens.



Iterationen
Fixpunkte
Zahldarstellung

Riickblick
Cantormenge

Beispiele von lterationen

Q@ / CR f:R — IR, reelle Zahlenfolgen, Fragen nach
Konvergenz.

@ Sitze, Bestimmung der wahren Sitze als Fixpunkte oder
periodische Folgen.

© Ubersetzen in Folgen von Vektoren, Iteration von Vektoren

© Bilder: Zerschneiden und neu zusammensetzen. Erhalt des
Flacheninhaltes: periodisches Verhalten, Zusammenhang mit
dem und Hinweis auf den Wiederkehrsatz von Poincaré.
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Beobachtung: X = [0, 5], f(x) = cos(x).
Erzeugte Folge konvergiert gegen die Losung von

X = cos(x).
Kann man Gleichungen mit iterativen Verfahren [6sen?

Beispiel. Kann man die Lésung von x? = 2 iterativ berechnen?
Verfahren von Heron: (nach Heron von Alexandria, 1.
Jahrhundert):

x:uﬂ,ﬂ@=g+§






Schreiben wir F fiir die Menge der Fixpunkte, also

F={xe[o,1] ‘x=f(x)}

so ist
F = p(Gr N A),

wobei p(x,y) = x die Projektion auf den ersten Eintrag ist. Wir
betrachten das Beispiel f(x) = cos(x) auf / = [0, 7]. Abbildung 1
zeigt den Graphen von f.
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Abbildung: Der Graph der Kosinus-Funktion im Intervall [0, 7].



Nun betrachten wir den Schnittpunkt zwischen der
Winkelhalbierenden und und dem Graphen der Kosinusfunktion,
vgl. Abbildung 2.
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Die Projektion auf die x-Achse wird in der Abbildung 3 skizziert.
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Abbildung: Die Projektion des Schnittpunktes des Graphen Gcos von
cos(x) mit der Winkelhalbierenden A auf die x-Achse.



Riickblick Iterationen

Cantormenge Frpunlic
g Zahldarstellung

Darstellung zur Basis b

Zu jeder natiirlichen Zahl b > 1 gibt s eine eindeutige Darstellung
der natiirlichen Zahlen mittels der Symbole 0,1,...,b— 1 und der
Potenzen von b.

Beispiele. b =2, n = 121 (Dezimalsystem)

Potenzen sind 1,2,4,8,16,32,64,... zu den Exponenten 1,...,6.
Dann ist

n=1%20+1%2°+1%2%+1%23+0%2°+0%2"+1%2° = 1111001

Fiir b =3, n =131 (Dezimalsystem)

n=1x3*+1%334+2%32+1%31+1%x3°=11211
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Fiir b =5, n =131 (Dezimalsystem)

n=1%5+0%52+1%5"+1%5%=1011

Fiir b =11, n = 131 (Dezimalsystem) benutzen wir die Ziffern
0,...,9und A=10

n=1%112+0%111 + A% 11° = 10A.



Iterationen
Fixpunkte
Zahldarstellung

Riickblick
Cantormenge

Beweis der Darstellbarkeit

Sei IN > b > 1 gegeben. Mit den Ziffern 0,..., b — 1 kdnnen wir
alle natiirlichen Zahlen m < b darstellen, fiir b schreiben wir

10 = 1% b+ 0% b°. Sei nun x € IN (die erste Zahl, die keine solche
Darstellung hat. Dann gibt es eine maximale Potenz d > 1 von b
die entweder kleiner oder héchstens gleich x ist. Im letzten Fall
schreiben wir eine 1 mit der entsprechenden Anzahl an Nullen.
Sonst suchen wir unter den Zahlen 1 bis b — 1 die GroBte und
nennen diese r, so dass r x b < x . Dann ist x — r x b9 < b? und
jede Zahl bis x — r * b? hat eine entsprechende Darstellung

S = 51,...54. Dann hat x die Darstellung rs; ... sq4.
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Alle Rechenoperationen und Rechentechniken iibertagen sich auf
natiirliche Weise auf natiirliche Weise, es ist Vorsicht angebracht,
weil man sich leicht am Anfang leicht verrechnet.



Durch einfithren der Zahl Null und eines Vorzeichens kann man alle

ganzen Zahlen darstellen.
Damit hat man eine Darstellung aller ganzen Zahlen beziiglich

einer Basis b.



Eine beliebige nichtnegative reelle Zahl r hat nun die Form
r=n+ x, wobei n € INg und x € [0, 1) ist.

Um r darzustellen bendtigen wir nur noch eine Darstellung der
Zahlen x € [0,1).

X
—t



Da wir x = 0 darstellen konnen, beschranken wir uns auf
0 < x < 1. Da die Folge

{b™ "} hew

gegen Null konvergiert, gibt eine natiirliche Zahl n* mit
b~ < x.

Dann gibt es auch eine erste solche Zahl d; mit

0<b % < x.



Dann gibt es eine maximale Zahl f; in 1,...,b—1 mit

b < x.
—dy
&b
R e
0 Setze

x1=x—fb %,




Angenommen

wir hatten f,, d,
und x,  fir
r = 1,....N

gewahlt, so dass
fir alle r < N

Xr = Xr—l_frb_dr

ist.

Ist x, = 0, so haben wir eine Darstellung gefunden.



Ansonsten,
wahle d,;1 die
minimale naturli-

che Zahl, so dass
b=+ < x,
und f41 die
groBte  Zahl in
1,...,b—1 mit

frp1 bt < x;.

d
B 2 5e =S,
X
e ———— )
® xLE T‘ X4
ltx;i




Riickblick
Cantormenge

Zerlegung reeller Zahlen VI

Iterationen
Fixpunkte
Zahldarstellung

Auf diese Weise
erhalten wir eine
streng monoton
fallende Zahlenfolge
X,, eine  streng
monoton steigende
Folge d, natiirlicher
Zahlen und eine

Folge von Zahlen
fref{0,...,b—1}.

Dann gilt entweder sind die Folgen d,, f,, x, endlich, also fiir
0 < r < mg und X, = 0 oder d, — oo (wéchst iiber alle

Schranken) und lim,_,» x, = 0.
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Riickblick Iterationen

Cantormenge At
g Zahldarstellung

Zerlegung reeller Zahlen IX

Wir nehmen an, wir sind im nicht endlichen Fall, da d, € IN und
streng monoton steigt, wachst die Folge iiber alle Schranken. Wir
nehmen an, die Konvergenz der x;, liegt nicht vor, dann gibt es ein
X > 0 mit x, > x fiir alle r € IN. OBdA nehmen wir an

lim, 00 Xy = X. Dann gibt es ein e € N mit b™¢ < x, da

limp—oo b™"=0.Ist r > e und x, > X, soist r +1 > e und d,;1
der kleinste Exponent, so b= < x,. Aber x, > X > b€ und

e < d, widerspricht dieser Aussage, daher erhalten wir einen
Widerspruch und x, konvergiert fiir r — oo gegen Null. Dann
betrachten wir die Reihe

i b,
r=0
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Wir betrachten dazu die Teilsummenfolge

N
Sy = Z fb9r,
r=0

Definition. Die Reihe -
> b
r=0

heiBt konvergent, falls die Teilsummenfolge {SN}Ne|N konvergiert.



Wir behaupten, dass diese Folge streng monoton wachst und gegen
x konvergiert. Nach Konstruktion sind alle f, > 0 und daher ist

N+1

SNy = Z fob=% = Sy + fyr1b” N > Sy
r=0

und
Sy —x = xpn

Da die Folge der x, — 0 konvergiert, haben

lim Sy = I|m Zfb_d’ =

N—oo



Wir schreiben dafiir auch

io: fb~ % = x.
r=0

Die Folge der f, ergdnzt durch Nullen fiir die nicht auftretenden
Exponenten ergibt die Zahldarstellung fiir x.

Beispiel. %2 = 0.10110101. .. bzgl der Basis 2.



Iterationen
Fixpunkte
Zahldarstellung

Riickblick
Cantormenge

Nichteindeutigkeit der Zahldarstellung

Beispiel. 1 = 0.9 =0.9999...999. ...

Satz. Eine positive Zahl hat genau dann keine eindeutige
Darstellung zur Basis b, wenn es eine endliche Darstellung gibt.
Beweis. Sei x > 0 mit einer endlichen Darstellung. Ist x € IN folgt
die Nichteindeutigkeit aus dem eben gesehenen Beispiel. Im andren
fall konnen wir uns auf den Fall 0 < x < 1 beschrénken. Dann hat
x die Darstellung

N
x=Y fibJd, fic0,....b-1
j=1
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OBdA sei fy # 0. Dann ist dieser Ausdruck aber gleich

2

—-1 00
x=Y b+ (f-1)pN+ D (b—1)b7.
1 j=N+1

—.
Il

Den Nachweis der Gleichheit stellen wir noch einen Moment
zuriick. (Dies ist eine Anwendung der geometrischen Reihe, die wir
noch brauchen werden.)



Iterationen
Fixpunkte
Zahldarstellung

Riickblick
Cantormenge

Gegenrichtung

Hat x keine endliche Darstellung, so endet die Darstellung nicht
mit einer unendlichen Folge von (b — 1). Hatte x zwei verschiedene
Darstellungen gibt es einen ersten Index j an dem sich diese 6-1 und
13-2 unterscheiden, sagen wir 13-1 < 15-2. Da die zweite Darstellung
nicht endlich ist gibt es einen Index j; > j mit 612 > 0. Dann ist

O=x—x=» Fb7 =) fb>fib7">0
J J

Dies ist ein Widerspruch.
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I =[0,1]




G=[01/31 A =(1/3,23) C,=[2/3,1]
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Konstruktion
Linge
Charakterisierung

Riickblick
Cantormenge

Gesamtlange der herausgenommenen Intervalle

Im erste Schritt wird ein Intervall der Linge % herausgenommen,

im zweiten Schritt zwei Intervalle der Lange jeweils ein %.

Im g-ten schritt werden 297! Intervalle er Linge 379. Also
insgesamt im g-ten Schritt wird eine Menge der addierten Lange

291
AT

herausgenommen.Wir berechnen 372, Lg.
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Fir 7 < 1 ergibt sich




Konstruktion
Linge
Charakterisierung

Riickblick
Cantormenge

Charakterisierung der Cantormenge

Definition. Die Zahldarstellung zur Basis b = 3 wird als triadische
Darstellung bezeichnet, die zur Basis b = 2 als duale Darstellung.

Satz. Die Cantormenge C ist durch folgende Eigenschaft
charakterisiert: x € C dann und nur dann, wenn es eine triadische
Darstellung gibt, in der die Ziffer nicht 1 nicht vorkommt.
Beweis. Betrachte x € A;. Jede triadische Darstellung von x hat
eine 1 an erster Stelle. Wir erhalten Abbildungen

1
siil— G, j=1,2durch sj(x) =j-371 + 3%
das Bild von Aj ist nun Aj;, jedes Element hat eine 1 in er
Darstellung. Auf die Weise sieht man, dass x genau dann in einer
der Mengen A;, j, ., ist, wenn x in den ersten w; Stellen eine 1
besitzt.

w
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Konstruktion
Linge
Charakterisierung

Riickblick
Cantormenge

Gleichmachtigkeit von / und C

Definition. Zwei Mengen A, B heiBen gleichmichtig, wenn es eine
bijektive Abbildung f : A — B gibt.

Beachte. Die Nichtgleichmachtigkeit zweier Mengen ist oft schwer
zu zeigen.

Satz. Das Intervall / = [0, 1] und die Cantormenge C sind
gleichmachtig.

Beweis. Wir schreiben eine Zahl x € I in dualer Zahldarstellung.
Dies gibt eine Folge, aus den Zahlen 0,1 besteht der Form

x = Z 27 und f; € {0,1}.

00
J=1
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