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Einleitung

In der Vorlesung Analysis I legen wir, zusammen mit dem Kollegen in der Linea-
ren Algebra I die Grundlagen Ihrer mathematischen Ausbildung. Sie werden die
Mathematik als strenge Wissenschaft kennenlernen, die [hnen manches abverlan-
gen wird. Die Strenge rithrt von einem logischen Aufbau, der Neues nur zulésst
wenn es nach den Regeln der Logik aus dem bisher erkannten abgeleitet werden
kann. Dabei haben sich im Laufe der letzten Jahrhunderte einige Techniken ent-
wickelt, die dem Eingeweihten fast als banal vorkommen, dem Neuling jedoch als
sehr schwer versténdlich erscheinen. Natiirlich ist es wichtig, dass Sie die Techni-
ken, die logischen Regeln und die Formalitdten beherrschen lernen, denn dies ist
das Handwerkszeug, man braucht es immer wieder. Dabei sollten Sie nie verges-
sen, dass Mathematik auch einen Inhalt hat, der schon bzw. dsthetisch ist, der
spannend sein kann und der enorm hilft unsere Umwelt zu verstehen, denn viele
Phé&nomene und Probleme aus unserer Umgebung lassen sich in der Sprache der
Mathematik formulieren, in der Schule haben Sie dies vielleicht am Beispiel der
Physik erleben konnen. Dies trifft aber ebenso auf andere Wissenschaften zu: Bio-
logie, Chemie, Ingenieurwissenschaften, Wirtschaftswissenschaften, Informatik, ja
sogar sogar mit Einschrénkungen auf die Sprachwissenschaften und die Linguis-
tik. Aus meiner eigenen Ausbildung heraus bin ich geneigt Anwendungsbeispiele
aus der Physik aufzugreifen, ich werde mich bemiihen Thnen auch Beispiele spezi-
ell aus den Wirtschaftswissenschaften zu zeigen und damit will ich versuchen, Sie
alle davon zu iiberzeugen, dass Mathematik spannend und anwendbar ist. Wir
wollen nicht vergessen, dass die Mathematik in Griechenland nur der Asthetik
halber betrieben wurde. Beide Komponenten, Anwendung und kulturhistorische
Bedeutung, sollen zu ihrem Recht kommen. In der Vorlesung werden wir iiber
weite Strecken dem Buch von Otto Forster, Analysis I [6]. Dariiber hinaus gibt
es eine ganze Reihe hervorragender Biicher zum Thema Analysis, ich mochte nur
wenige nennen: [1, 2, 5, 10, 13, 8, 15]. Nicht direkt als Begleitlektiire, jedoch als
Nachschlagewerke fiir spéter bzw. als weiterfithrende Biicher zur Analysis mochte
ich erwéhnen, jedoch explizit nicht dazu ermuntern jetzt schon einen Blick hin-
einzuwerfen: [3, 7, 11]. Fiir sehr engagierte Studierende eignet sich vielleicht jetzt
schon das schéne Werk von RUDIN[14].

Ein sehr schones Buch zur Einfiihrung in die Logik und Mengenlehre stammt
von David Johnson [12].



vi INHALTSVERZEICHNIS

Sie werden vielleicht am Anfang etwas iiber unser Vorgehen erstaunt sein: Wir
werden viele Dinge, die Sie bereits kennen nochmals betrachten allerdings wollen
wir uns eine minimale Menge von Axiomen vorgeben aus denen wir dann alle
Aussagen ableiten. Warum sollte man so vorgehen? Eine Frage ist die der Wider-
spruchsfreiheit eines Axiomensystems. Je mehr Axiome man hat, desto schwie-
riger ist ein solcher Beweis. Allerdings, und dies wissen wir seit dem Wirken
von Kurt Godel (28.4.1906-14.1.1978) [9], kann bei einem hinreichend komple-
xen Axiomensystem Widerspruchsfreiheit nicht bewiesen werden und es gibt in
jedem solchen System unentscheidbare Aussagen. Fiir eine Wissenschaft, die ihre
Erkenntnisse nicht in der Natur nachpriifen kann, sondern deren Objekte nur in
unserer Vorstellung existieren, ist dies essentiell.



Kapitel 1

Natiirliche Zahlen und Induktion

Die Analysis beschéftigt sich mit Funktionen und ihren Eigenschaften, sie stellt
Beziehungen her zwischen verschiedenen Funktionen und l6st daraus
resultierende Gleichungen. Eine entscheidende Beobachtung ist die, dass die
Definitionenbereiche typischerweise nicht endliche Mengen sind. Also miissen
Aussagen iiber unendliche Mengen gemacht werden. Wie aber kann man
Aussagen iiber unendliche Mengen beweisen. Ein elementares Handwerkszeug
auf diesem Weg ist die sogenannte vollstindige Induktion. Mit ihr macht man
Aussagen iiber abzéhlbar unendliche Mengen, das sind solche Mengen, die man
eineindeutig auf die natiirlichen Zahlen abbilden kann. In diesem ersten
Abschnitt wollen wir die natiirlichen Zahlen axiomatisch einfiithren. Zuvor aber
ein einfaches Beispiel zur Erkldarung der vollstandigen Induktion.

Inhalt

1.1 DieTirmevonHanoi. ... ... ............

1.2 Die natiirlichen Zahlen .. ... ... ... .......

1.3 Mengen und Relationen ... ... ... .. ......
1.4 Binomialkoeffizienten ... ... ... ... ....... 15

1.1 Die Tiirme von Hanoi

Kennen Sie die Tiirme von Hanoi? Es geht dabei um die Aufgabe einen Turm von
einem Spielfeld auf ein anderes zu versetzen. Ein Turm besteht dabei aus einer
bestimmten Zahl von Elementen, die der Gréfle nach geordnet aufeinandersitzen.
Jedes Element ist kleiner als das unter ihm befindliche. Das Spielfeld besteht aus
drei Positionen, wobei der Turm zu Beginn des Spiels auf einer der Positionen
steht. Die Aufgabe besteht darin, ihn in einzelnen Ziigen, wobei pro Zug jeweils
nur ein Element bewegt wird, auf eine der beiden anderen Positionen zu verschie-
ben. Dabei diirfen immer nur kleinere Elemente auf grofiere gestellt werden.

1



2 KAPITEL 1. NATURLICHE ZAHLEN UND INDUKTION

Frage: Geht das Umsetzen immer, kann man die Zielposition beliebig vorschrei-
ben und wie viele Ziige B(n), wobei n die Anzahl der Elemente ist, braucht man
mindestens?

Wir beginnen mit einem Turm der Hohe 1. Man kann ihn beliebig umsetzen und
man braucht dazu einen Zug. Hat man einen Turm mit n + 1 Elementen und
wiisste man, dass man einen n-elementigen Turm in B(n) Ziigen beliebig um-
setzen kann, so folgt durch Bewegen der oberen n Elemente, gefolgt von einem
Zug des untersten Elementes und dann wieder B(n) Ziige der oberen n Elemente,
dass man den Turm in B(n + 1) = 2- B(n) + 1 Zugen beliebig umsetzen kann.

Damit wissen wir B(2) = 2- B(1) + 1 = 3 und 2-elementige Tiirme sind
beliebig versetzbar. Daraus folgt nun mit dem selben Mechanismus B(3) = 7
und beliebige Versetzbarkeit von 3-elementigen Tiirmen. Da dieser Vorgang be-
liebig oft wiederholt werden kann, erhélt man eine beliebige Versetzbarkeit des
n-elementigen Turmes und die Tafel

n | B(n)
1 1
2 3
3] 7
41 15
5] 31
6] 63
T 127
8| 255

Man sieht unschwer die Vermutung B(n) = 2" — 1 und die oben angegebene
Rekursionsformel
B(n+1)=2-B(n)+1

hilft uns beim Beweis: B(1) = 1, angenommen B(n) = 2" — 1, dann ist
Bn+1)=2-2"-1)+1=2""—-24+1=2""_1.

Der letzte Ausdruck ist aber die Formel die die Auswertung von B(j) = 27 —1 fiir
7 = n+ 1 ergibt. Damit haben wir mit dem Prinzip der vollstindigen Induktion
alle Antworten auf die Fragen zum Spiel die Tiirme von Hanoi gefunden. Nun,
von einem strengen Standpunkt aus sind noch ein paar Fragen offen. Um diese
Liicke zu fiillen, und dies ist vielleicht die erste Begegnung mit dem strengen
wissenschaftlichen Vorgehen der Mathematik, wollen wir uns noch ein wenig mit
den Grundlagen der natiirlichen Zahlen beschéftigen.
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1.2 Die natiirlichen Zahlen

In dieser Vorlesung setzen wir den Zahlbegriff als bekannt voraus, d. h. ich erwarte,
dass Thnen die Zahlbereiche

N = {1,2,3,...}
Z:INU{O}U n(nelN}

Q = {p‘p,qez}

R:

vertraut sind. Ich méchte trotzdem mit einigen grundlegenden Eigenschaften der
natiirlichen Zahlen beginnen, denn diese sind Grundlage des Induktionsbegriffes
und damit Grundlage dieser fundamentalen Beweistechnik. Oft vermeidet
man in der Mathematik die Definition von Objekten (Gerade, Ebene, Zahl) son-
dern beschreibt die Menge der Objekte und ihrer Beziehungen axiomatisch. Oft
beweist man danach, dass es ein System von Objekten gibt, das dieser axiomati-
schen Beschreibung entspricht und vielleicht sogar, dass es im wesentlichen (was
auch immer dies heiflen mag) nur ein solches System gibt. Diese Vorgehensweise
ist gewohnungsbediirftig, aber so erfolgreich, dass man nicht umhin kommt, sich
daran zu gewohnen. Die natiirlichen Zahlen werden durch die Axiome von Peano!
beschrieben, eine Formulierung ist die folgende

Abbildung 1.1: Guiseppe Peano (27.8.1858-20.4.1932)

(P 1) 1 ist eine natiirliche Zahl.

(P 2) Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es einen Nachfolger, wir bezeichnen ihn
mit n'.

(P 3) Istn’ =m/,soist n =m

LGuiseppe Peano (27.8.1858-20.4.1932) war ein beriihmter Analytiker, der zunichst durch
die Publikation der Vorlesung seines akademischen Lehrers Genocchi auffiel. Das Besondere
an der Ausarbeitung sind eine ganze Reihe eigener Erkenntnisse, die darin einfliefen und den
Grundstein fiir die Bekanntheit von Guiseppe Peano gelegt haben. Wir werden in dieser Vorle-
sungsreihe noch 6fters auf seinen Namen stoflen.
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(P 4) Es gibt keine natiirliche Zahl deren Nachfolger 1 ist.
(P 5) Ist A C IN eine Teilmenge, so folgt aus

1.1€A
2. n € A impliziert n’ € A,

dass A = IN ist.

Wir schreiben 1’ = 2, 2' = 3 usw. Vielleicht empfinden Sie die Aussagen (P
1)—(P 5) banal, vielleicht sehen Sie keinen Bedarf fiir eine solche Beschreibung
der natiirlichen Zahlen. Wir wollen uns darauf verstdndigen, dass bei Beweisen
nur diese Eigenschaften der natiirlichen Zahlen verwendet werden diirfen oder
Eigenschaften, die wir bereits daraus abgeleitet haben. Dies fiihrt zu grofitmogli-
cher Klarheit in unseren Schliissen. Jetzt am Anfang erscheint dies vielleicht als
iibertrieben, wir werden aber bald sehen, dass diese Klarheit niitzlich ist, ja sich
sogar als hilfreich erweist.

Hier noch ein paar Beispiele von einfachen Induktionsbeweisen.

Satz 1.2.1 (Summation der ersten n Zahlen)

n(n+1)'

L2434 4n=——

Beweis. Induktionsanfang: n = 1:

1-2
1=—7.
2
Induktionsannahme: Es gelte fiir ein n € IN die Behauptung
1
1+2+3+~-+n:ﬁ@§—2
Induktionsschluss: Wir schreiben S(n) = @ Dann gilt aufgrund der In-
duktionsannahme
1
1+2+434 - +n+(n+1) = ﬂ%;l+n+1
_ on(n+1)+2n+2
B 2
_on(n+1)+2(n+1)
B 2
 (n+1)(n+2)
B 2

= S(n+1).
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Damit folgt aus der Giiltigkeit der Behauptung fiir n auch die fiir den Nachfolger
und damit fiir alle n. U

Wir werden oft Summen fiir eine unbestimmte Anzahl von Summanden be-
handeln miissen. Wir fithren dafiir eine kompakte Schreibweise ein, die uns von
nun standig begleiten wird.

Definition 1.2.2 (Summenzeichen, rekursive Definition)
Sei eine Folge von Zahlen a,, gegeben, wir schreiben dafiir {a, },ew. Setze

0
Zai =0
=1

und
n+1

n
E a; = E a; + Apt1-
i=1 i=1

Damit ist fiir n > 0 rekursiv die Folge

n

D

i=1
definiert. Man hétte etwas weniger prézise auch schreiben kénnen

n

Zai=a1+a2+---+an.

=1

Oft will man auch andere Objekte oder nicht notwendig beginnend mit dem In-
dex 1 summieren. Dann definiert man das Symbol entsprechend, wir wollen dies
nicht explizit tun.

Satz 1.2.3 (Summation ungerader Zahlen)

n

> (2i—1) =n.

i=1

Beweis. Fiir n = 1 erhalten wir die richtige Gleichung 1 = 1. Wir nehmen nun
an, wir hatten die Gleichung fiir ein n € IN gezeigt. Dann gilt

n+1
Y @@i-)=n"+2n+1)-1=n"+2n+1=(n+1)

i=1

und damit ist die Behauptung gezeigt. U
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Sie werden sehen, dass wir auch eine relativ genaue, jedoch abstrakte Be-
schreibung der reellen Zahlen vornehmen werden. Wir werden zuvor jedoch, um
einige Beispiele fiir abstrakte Konzepte aus dem Thnen bisher bekannten Umfeld
angeben zu kénnen, schon einige (vertraute) Eigenschaften benutzen, die wir erst
spater vollstdndig beweisen werden.

1.3 Mengen und Relationen

Wir gehen von einem sogenannten naiven Mengenbegriff aus, eine Menge ist eine
Ansammlung von unterscheidbaren Objekten, die wir als Elemente der Menge
bezeichnen. Ist M die in Frage stehende Menge, x ein Objekt, so schreiben fiir
die Beziehung z ist Element von M das Symbol x € M.

Ist z nicht in M, schreiben wir dafiir x ¢ M.

Insbesondere muss fiir jedes Objekt entscheidbar sein, ob es Element der Men-
ge ist oder auch nicht. Wir wollen gleich Konstruktionen wie die Menge aller
Mengen verbieten. Wir erinnern uns an das berithmte Paradoxon, das auf den
Logiker und Mathematiker Bertrand Russell? zuriickgeht. Er beschrieb den Bar-
bier, der alle Manner rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Nehmen wir an, dass
er sich selbst nicht rasiert, dann muss er sich nach Definition seiner Kundschaft
selbst rasieren, rasiert er sich aber selbst, so darf er sich eben nicht rasieren.
Entsprechendes gilt auch fiir die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als
Element enthalten. Auch davon konnten wir eben nicht entscheiden, ob sie sich
als Element enthélt oder nicht: Sei M die Menge aller Mengen, die sich nicht
selbst enthalten, ist dann ndmlich

M € M, dann ist nach Definition M ¢ M,

und ist M ¢ M, so folgt M € M. Also fithren beide Annahmen M € M und
M ¢ M zu einem Widerspruch.

Wir gehen davon aus, dass Mengen intuitiv bekannt sind.

Fiir die Liste der Elemente einer Menge schreiben wir

M ={a,b,c,...}.

Eine alternative Beschreibung erhalten wir durch eine Angabe von Eigenschaften,
z. B. beschreibt

M = {nelN,n> 1| Z > m teilt n impliziert m =1 oderm:n}

die Menge der Primzahlen.

2Bertrand Arthur William Russell (18.5.1872-2.2.1970) studierte Mathematik und Sozial-
wissenschaften und wurde Professor an der Universitit Cambridge. Im Jahre 1950 erhielt er
den Literaturnobelpreis.
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Definition 1.3.1 (Teilmenge)
1. Ist M eine Menge, so heifit eine Menge N Teilmenge von M, wenn aus
a € N folgt a € M. Ist N eine Teilmenge von M, so schreiben wir N C M.
Anders ausgedriickt besagt dies, dass jedes Element in N auch in M ist.

2. Ist N C M, so bezeichnen wir mit N¢ das Komplement von N in M (falls
M von vorneherein klar ist) und definieren dies durch

NC:{mEM’ngéN}.

Dalfiir schreiben wir auch M \ N (M ohne N ).

Anders ausgedriickt besagt dies, dass jedes der Elemente in N auch ein Element
von M ist.

Definition 1.3.2 (Leere Menge)
Enthélt eine Menge keine Elemente, so sprechen wir von der leeren Menge und
schreiben dafiir ().

Ein wichtiges logisches Prinzip kommt in der ndchsten Aussage zum Tragen.

Lemma 1.3.3 (Leere Menge als Teilmenge)
Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge.

Beweis. Das wichtige logische Prinzip lautet: Ist die Pramisse einer Aussage nicht
wahr, so ist die Aussage wahr. Sei M eine beliebige Menge. Wir wollen zeigen
() € M. Unsere Aussage lautet

ac€l)=ae M.

Da die Priamisse a € () nicht wahr ist, ist die Implikation wahr. U
Definition 1.3.4 (Schnitt)

Der Schnitt My N My zweier Mengen M, M, ist die Gesamtheit der Elemente,
die in beiden Mengen liegen, also

MlﬂMQZ{I‘JTGMl Uﬂd]}EMQ}.

Definition 1.3.5 (Vereinigung)
Entsprechend ist die Vereinigung My U My zweier Mengen My, My die Gesamt-
heit der Elemente, die in mindestens einer der beiden Mengen liegen, also

MluMgz{x‘xeMl odeerMg}.
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Definition 1.3.6 (disjunkte Mengen)
Zwei Mengen M., My nennt man disjunkt, wenn My N M, = () ist.

Natiirlich kann man ganz entsprechend Vereinigung und Schnitte von mehreren,
ja sogar von unendlich vielen Mengen definieren, wie konnte eine solche Definition
aussehen?

Entsprechend der Einfithrung in die Logik, wie sie in der Vorlesung Lineare
Algebra gegeben wurde, werden wir im folgenden auch die Symbole

A und

Vv oder

v fir alle

J | es existiert
- | Negation

verwenden.

Man beachte dabei, dass die Verkniipfung zweier Aussagen mit A genau dann
wahr ist, wenn beide Aussagen wahr sind, wiahrend das mathematische oder Vv
genau dann wahr ist, wenn mindestens eine der beiden Aussagen wahr ist. Die
Quantoren V, 3 werden benstigt, wenn man Aussagen macht, die von einem
Parameter abhidngen: Man muss dazu sagen, ob diese fiir alle Parameter wahr
sind oder ob (mindestens) ein Element existiert, wofiir die Aussage wahr ist. Die
formale Negierung einer Aussage ist eine wichtige Ubung, die in der Vorlesung
Lineare Algebra eingeiibt wird, fiir uns aber ebenso wichtig ist wie dort.

Auch die Rechenregeln, die die Vereinigung bzw. die Schnitte von Mengen
betreffen, werden in der Vorlesung Lineare Algebra ausfiihrlich besprochen und
im Weiteren auch in dieser Vorlesung ohne weitere Bemerkung verwendet.

Definition 1.3.7 (Kartesisches Produkt)
Es seien My, M, zwei Mengen, das kartesische Produkt M, x M, ist die Menge
aller geordneten Paare (a,b) mit a € My und b € My, in Zeichen

Ml XMQZ{(CL,b)’(ZEMl,bEMQ}.

Geordnet bedeutet dabei, dass die Reihenfolge beachtet werden muss, (a,b) #
(b,a), falls a # .

Wir wollen nun Abbildungen zwischen Mengen definieren. Um zu vermeiden einen
unbekannten Ausdruck durch einen anderen unbekannten Ausdruck zu definie-
ren (eine Abbildung ist eine Zuordnung ...), wollen wir einen Weg gehen, der
zunéchst seltsam anmutet, dafiir aber logisch klar ist. Den Begriff, der dazu ein-
gefithrt wird, ist iiber diese logische Notwendigkeit hinaus von fundamentaler
Bedeutung.
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Definition 1.3.8 (Relation)
FEine Teilmenge R C X x Y heifit Relation. Die Menge

{xEX’EIyGYmit(m,y)GR}
wird als Definitionsbereich D(R) der Relation bezeichnet,
{y €Y ‘ es gibt ein v € X mit (z,y) € R}

als Bildbereich B(R). Ist (z,y) € R, so sagen wir, xz,y stehen in Relation
(beziiglich R) zueinander, wir schreiben dafiir « ~pg y. Die inverse Relation,
in Zeichen R~' C Y x X ist die Menge

R'= {(y,x) cY x X ’ (x,y) ER}.

Spezielle zusétzliche Eigenschaften einer Relation R C X x X sind z. B. Sym-
metrie, Transitivitdt und Reflexivitit: Eine Relation heifit symmetrisch, falls
aus (r,y) € R folgt (y,x) € R. Sie heifit transitiv, falls aus (z,y) € R und
(y,2) € R folgt (x,z) € R. Man nennt eine Relation reflexiv, wenn fiir jedes
x € X das Element (z,x) € R liegt. Das Gegenteil der Symmetrie ist die Asym-
metrie. Eine Relation wird als antisymmetrisch bezeichnet, falls aus (z,y) € R
und (y,z) € R folgt v = y.

Beispiel 1.3.9 (Relationen)
1. Seia € N,soist R = {(x,y) e NxNN ‘ Yy = ax} eine Relation auf IN x IN.

2. R={(1,2)} C IN x IN ist eine Relation.
3. 0 C X x X ist fiir jede Menge X eine Relation.

4. Im Vorgriff auf spétere Definitionen wollen wir uns noch ein Beispiel anse-
hen, das vielleicht den Zusammenhang mit bisher bekanntem herstellt: wir
betrachten in der Ebene, die wir als Paare reeller Zahlen auffassen wollen,

die Menge S = {(m, y) ER?* | 22 + 42 = 1}. Dies ist eine Relation!

Weitere Anwendungen des Begriffes der Relation sind spezielle Relationen, die ei-
ne wichtige Rolle spielen. Mit dem Begriff der Relation definieren wir einerseits
Ordnungen (<) und andererseits Aquivalenzen, Letzteres ist der Inbegriff der ma-
thematischen Abstraktion. Wir werden dies immer wieder sehen. Beide Begriffe
sind sehr sehr wichtig.
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Definition 1.3.10 (Ordnungsrelation)

Eine Relation R C X x X heifit Ordnungsrelation (auf X ), falls R reflexiv,
transitiv und antisymmetrisch ist. Ist R eine Ordnungsrelation, so schreiben
wir fiir (x,y) € X x X oft x < y statt x ~g y. Wir nennen dann das Paar
(X, <) eine geordnete Menge.

Bemerkung 1.3.11 (Ordnungsrelation im Beispiel)

In einer geordneten Menge ist nicht notwendig jedes Element mit jedem anderen
vergleichbar, in dem Sinne, dass nicht fiir je zwei Elemente gilt entweder ist
x < y, oder y < x. Ein Beispiel fiir eine solche Situation ist die folgende
Ordnungrelation auf IN x IN gegeben durch

m <n <= m|n (m teilt n).

Wir priifen kurz nach, dass es sich tatsdchlich um eine Ordnungsrelation han-
delt:

1. Fir jede Zahl n € IN gilt n|n und daher ist n < n. (Reflexivitét)

2. Teilt die Zahl m die Zahl n und p|m, so gilt auch p|n, in unserer Termi-
nologie haben wir p < m,m < n = p < n. (Transitivitét)

3. Hat man m|n und n|m, so ist m = n, alson < mym < n = m = n.
(Antisymmetrie)

Wir haben behauptet, dass es fiir diese Ordnungsrelation Paare gibt, so dass
weder m < n noch n < m. Wir wihlen z. B. m = 3,n = 5.

Beispiel 1.3.12 (Geordnete Mengen)

Weitere Beispiele geordneter Mengen sind IN, @, R mit der jeweils iiblichen Ord-
nung, die Menge aller Worte eines Alphabets mit der lexikographischen Ord-
nung. Um den Zusammenhang zwischen dem iiblichen < auf R und der jetzigen

Definition zu sehen, betrachten wir die Teilmenge P = {IQ ‘ T € ]R} und defi-
nieren die Menge R C IR x R durch

R:{(x,y)E]RX]R‘x—yEP}.

Diese Relation ist reflexiv, denn 0 = 0> € P und damit ist fiir jedes x € R
(r,x) eR. Istx—y=a*,y—z=b0,s0istr—z2=0—y+y—z=a’>+b*€P
(wir werden dies spater noch beweisen, im Moment nehmen wir dies einfach als
gegeben an). Ist r —y=a*> und y —z =0, soist 0 =x —y+ (y —x) = a® + b,
also a = b = 0 und damit z = y. (Ist dies ein vollsténdiger Beweis??)
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Aufgabe 1.3.13 (Alphabet und lexikographische Ordnung)

Man definiere die Begriffe Alphabet, Wort und lexikographische Ordnung und
zeige, dass dies wirklich eine (im Sinne der obigen Definition) geordnete Menge
ist.

Definition 1.3.14 (Aquivalenzrelation)
Wir betrachten eine Menge X . Eine Aquivalenzrelation auf X ist eine Relation
auf X x X, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiel 1.3.15 (Diagonale) )
Die Relation D C X x X, D = {(w, ) ‘ reX } ist eine Aquivalenzrelation. x

ist genau dann in Relation zu y, also x ~p y falls . = y.

Beispiel 1.3.16 (Restklassenbildung)
Ist r € INg, a € IN, so betrachten wir die Menge

R = {(z,z') EL XL ‘ a|(z—z')}.

Dann ist * ~p y dann und nur dann, wenn (z,y) € R oder anders ausge-
driickt, wenn a|(z — y). Dies ist eine Aquivalenzrelation auf Z. Zu priifen sind
Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitat. Zunéchst teilt a Null und damit ist
(x,z) € R. Zweitens, falls a die Zahl z — y teilt, so teilt es auch das negative
davon, also y — z. Damit ist mit (z,y) € R auch (y,x) € R. Fiir die drit-
te Eigenschaft beobachten wir, dass a|(z — y) und a|(y — z) impliziert, dass
al(z—y+y—=z) = (r—2z). Also folgt aus z ~p y und y ~p z, dass auch x ~p z.

Aquivalenzrelationen haben eine wichtige Eigenschaft: Sie zerlegen die zugrunde-
liegende Menge in Teilmengen, von denen je zwei disjunkt sind und jede genau
aus allen zueinander in Relation stehenden Elementen besteht. Wir wollen dies
als Satz formulieren und diesen dann beweisen.

Satz 1.3.17 (Zerlegung in Klassen dquivalenter Elemente)
Ist M eine Menge mit einer Aquivalenzrelation ~g, so gibt es ein System S von
Teilmengen von M, so dass gilt

1. Upes C = M,
2. 01702GS:>Olm02:®Oder01:CQ,
3. tiir C' € S und x,y € C folgt x ~r vy,

4. sind Cy,Cy € S und existieren x € C,y € Cy mit x ~g y, so gilt Cy = Cs.
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Beweis. Zu x € M wahlen wir
Co={weM|w~gzx}.

Seien nun C,, C;, gegeben und C, N Cy, # 0, so gibt es ein z € C, N C,, und z ~p
x,z ~r y. Wegen der Transitivitit und der Symmetrie ist dann x ~p y, damit
wieder mit der Transitivitat fir v € C, auch v € C,. Die restlichen Aussagen
werden entsprechend bewiesen. U

Definition 1.3.18 (Aquivalenzklassen) )
Die Elemente C, aus dem Mengensystem S werden jeweils als Aquivalenzklasse
bezeichnet.

Die Bildung von Aquivalenzklassen ist ein fundamentales Werkzeug der mathe-
matischen Abstraktion. Es erlaubt aus Objekten, die sich beziiglich einer wesent-
lichen FEigenschaft nicht unterscheiden neue Objekte zu bilden, die sich dann in
gerade beziiglich dieser Eigenschaft unterscheiden. Diese etwas undurchsichtige
Beschreibung wird vielleicht durch die Fortsetzung unseres Beispiels in das rechte
Licht geriickt. Wir setzen das obere Beispiel noch etwas fort und betrachten die
Aquivalenzklassenbildung beziiglich der Relation in Beispiel 1.3.15 (2).

Beispiel 1.3.19 (Restklassen als Aquivalenzklassen)
Sei nun ¢ € IN und 0 < r < a. Setze C, = {z S/ ) al(z — r)} Dann erhalten

wir eine Zerlegung in paarweise disjunkte Teilmengen C,.. C,. besteht gerade aus
denjenigen Zahlen, die bei Teilung durch a den Rest r ergeben. Wir bezeichnen
C, als Restklasse (modulo a).

In der Vorlesung Lineare Algebra werden Sie lernen mit Restklassen zu rechnen,
d. h. Bildungen C, + C,, bzw. C, - C, zu definieren.

Definition 1.3.20 (Eineindeutige Relationen)
Fine Relation R C X x Y wird als

1. eindeutig bezeichnet, wenn zu jedem x € X héchstens ein Element y € Y
existiert mit (z,y) € R und

2. eins-zu-eins bezeichnet, wenn R und R~! eindeutig sind.

Definition 1.3.21 (Funktion)

Eindeutige Relationen werden als Funktionen®bezeichnet. Oft verwendet man
dafiir die Buchstaben f,g etc. Hat man eine Funktion f C X x Y, so schreibt
man fiir das eindeutige Element y mit (z,y) € f das Symbol f(z), d.h.
(z, f(x)) € f. Wir nennen f(x) den Wert der Funktion f an der Stelle x.
Man sagt auch, der Stelle x werde der Wert f(x) zugeordnet. Wir benutzen fiir
eine Funktion f C X x Y auch die Symbole f : X — Y und x — f(z).
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Funktionen sind das zentrale Objekt der Analysis. Erst die Einfithrung dieses
Begriffes ermoglicht es, auch Gleichungen fiir Funktionen aufzuschreiben. Dies
wird uns spéter noch ausfiihrlich beschéftigen.

Definition 1.3.22 (Injektiv, Surjektiv und Bijektiv)
1. Eine Funktion f C X XY oder auch f: X — Y heifit injektiv, wenn aus

f(x1) = f(x2) folgt, z1 = xs.
2. Eine Funktion f : X — Y heifit surjektiv, wenn B(f) =Y.

3. Ist eine Funktion sowohl injektiv wie auch surjektiv, so sagen wir, die
Funktion ist bijektiv oder auch eineindeutig.

Definition 1.3.23 (Identitit)
Ist X eine Menge, D C X eine Teilmenge, so nennen wir die Funktion f C X xX
mit D(f) = D die identische Abbildung oder auch Identitét, falls

f:{(x,x)‘xGD}

ist oder anders ausgedriickt, wenn f(x) = x fiir alle x € D ist. Wir schreiben
dafiir auch 1p.

Definition 1.3.24 (Hintereinanderausfiihrung)
Sind f C X xY, g CY xZ Funktionen. Dann ist die Hintereinanderausfiihrung
g o f definiert als

gof= {(az, z) ‘ es existiert einy € Y mit ((x,y) € f A (y,2) € 9)}

Wir schreiben dafiir auch in vertrauterer Schreibweise (g o f) (z) = g(f(x)).

3Der Funktionsbegriff taucht historisch zum ersten Mal bei Johann I Bernoulli (6.8.1667—
1.1.1748) auf, der schreibt: ,Man nennt Funktion einer verdnderlichen Gréfle eine Grofle, die
auf irgendeine Weise aus eben dieser verénderlichen Groflie und Konstanten zusammengesetzt
ist.«
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Bemerkung 1.3.25 (Hintereinanderausfithrung von Funkionen)

Die Hintereinanderausfithrung zweier Funktionen ist eine Funktion, denn zu
jedem z existiert hochstens ein y € Y mit (z,y) € f. Zu diesem eindeutigen
Element gibt es dann hochstens ein z € Z mit (y, z) € g. Wir konnen dies auch
so schreiben

D(gof):{xeX‘EIyEY:((:v,y)Ef/\EIzGZ:(y,z)Gg)}.

Ist B(f) C D(g), soist D(go f) = D(f).

Lemma 1.3.26 (Existenz der Inversen)
Ist eine Funktion f C X XY injektiv, so existiert eine Funktion g : B(f) — D(f)
mit der Eigenschaft go f = lp) und f o g = lg.

Beweis. Wir definieren g = {(y, x) ’ (x,y) € f}. Dann ist fiir z € D(f) die Hin-
tereinanderausfithrung

gof={@a)|3y: @y efrtyep}.

Wegen der Injektivitidt von f ist dann aber x = 2’ und go f = {(:Jc,$) ‘ x € D}.

Die andere Beziehung erhélt man ganz entsprechend. U

Definition 1.3.27 (Umkehrfunktion)
Die Funktion g, deren Existenz wir eben bewiesen haben, heif3t Umkehrfunktion
von f. Dies ist ein Spezialfall der inversen Relation.

Beispiel 1.3.28 (Beispiele injektiv, surjektiv)
Wir wollen nun eine Reihe von Funktionen, die Sie aus der Schule kennen und

die wir spéter neu definieren werden, hernehmen, um die Begriffe zu erlautern.
Sei f: R — R jeweils eine Funktion mit D(f) = R.

1. f(x) = 2? ist weder injektiv noch surjektiv.

2. f(z) = 23 ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.
3. f(x) = e” ist injektiv, jedoch nicht surjektiv.

4. f(x) = sin(z)e” ist nicht injektiv, jedoch surjektiv.

Die Aussagen sind, wenn wir Thr Schulwissen zugrundelegen, relativ einsichtig.
Jedoch werden wir im Rahmen der Entwicklung der Analysis die auftretenden
Funktionen neu definieren und dann diese Aussagen auch beweisen.
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Definition 1.3.29 (Méchtigkeit)
1. Gibt es eine bijektive Abbildung zwischen zwei Mengen X, Y, so sagt
man, die beiden Mengen haben gleiche Méchtigkeit.

2. Jeder Menge M wird ein Symbol #(M), genannt die Méchtigkeit, zuge-
ordnet.

3. Wir setzen #(0) = 0, #({1,2,...,n}) =n, #(IN) = Xy und #(R) = c.

Aufgabe 1.3.30
#(Z) = #(Q) = Ro.

Definition 1.3.31 (Potenzmenge)
Sei M eine Menge, die Menge der Teilmengen von M wird als Potenzmenge
bezeichnet und mit dem Symbol P(M) belegt.

Satz 1.3.32 (Potenzmenge ist nicht gleichmichtig)
Es sei M eine Menge, dann gibt es keine Bijektion M — P(M).

Beweis. Siche Ubungen. U

Bemerkung 1.3.33 (Potenzmenge)

Natiirlich gibt es eine injektive Abbildung M — P(M). Daraus mdéchte man
gerne folgern, dass die Potenzmenge méchtiger als diese Menge ist. Eine solche
Folgerung ist wahr, wir haben aber weder den Begriff méchtiger definiert, noch
die Werkzeuge um dies zu beweisen. Wer sich dafiir interessiert sei auf das Buch
von Johnson [12] verwiesen. Natiirlich kénnen wir fiir endliche Mengen sofort
feststellen, dass die Potenzmenge endlich ist und mehr Elemente enthélt als M.

1.4 Binomialkoeffizienten

In diesem Abschnitt wollen wir einige elementare, aber wichtige Formeln kennen-
lernen und gleichzeitig die Technik des Induktionsbeweises noch etwas vertiefen.
Rekursiv definieren wir fiir n € INg = INU {0} die Zahl n! durch

o =1
(n+1)! = (n+1)n!
oder wie schon zuvor etwas weniger prézise n! = 1-2-3---- - n. Entsprechend

der Summenbildung wollen wir auch ein Symbol fiir allgemeine Produktbildung
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induktiv vereinbaren:
0

H aj =1 (leeres Produkt)

j=1

und
1 n

a; = Qp41 | | Qaj.
j=1

Nun betrachten wir alle bijektiven Abbildungen einer n-elementigen Menge
in sich. Eine solche Abbildung wird als Permutation von n-Elementen bezeichnet.

n

+

=1

<
Il

Satz 1.4.1 (Anzahl der Anordnungen)
1. Die Anzahl aller Anordnungen von n Elementen ist n!.

2. Die Anzahl der bijektiven Abbildungen einer Menge mit n Elementen in
sich ist n!.

Beweis. Den ersten Teil beweisen wir durch Induktion. Fiir n = 1 gibt es (offen-
kundig) nur eine Anordnung,.

Nehmen wir an, wir hiatten die Behauptung fiir n-Elemente gezeigt und fragen
uns nun nach der Anzahl der Anordnungen von n + 1-Elementen. Wir haben
n + 1 Moglichkeiten das n + 1-ste Element auf die n + 1 Plédtze zu verteilen und
dann nach Annahme jeweils n! Moglichkeiten die restlichen n Elemente auf die
verbleibenden n Plétze zu verteilen. Dabei kommt keine Anordnung zweimal vor
und wir erhalten (n 4+ 1) - n! = (n 4 1)! Anordnungen.

Um die zweite Behauptung zu beweisen, iiberlegen wir uns, dass es eine ein-
eindeutige Abbildung von der Menge der Anordnung einer n-elementigen Menge
in die Menge der Permutationen dieser Menge gibt. Wenn dies gezeigt ist, sind
beide Mengen gleichméchtig und damit ist dann die Anzahl der Permutationen
ebenfalls n!.

Wir beginnen mit einer Anordnung, und nummerieren Pliatze und Elemen-
te, d.h. wir arbeiten mit der Menge der Zahlen 1,...,n. Wir bilden nun Paare
(,7) wobei i die Nummer des Platzes und j die Nummer des Elementes ist. Da
auf jedem Platz nur ein Element untergebracht ist, ist dies eine Funktion und
wir schreiben f(i) = j. f ist injektiv, da jedes Element nur an einem Platz un-
tergebracht wird und da jedes Element auch wirklich an einem Platz sitzt ist f
surjektiv und damit bijektiv.

Die Umkehrung wird entsprechend vorgenommen, das Element f(i) wird an
die i-te Stelle gebracht. Dies fiihrt auf eine Anordnung. U

Wir kommen nun zur Frage, wie viele Moglichkeiten gibt es eine k-elementige
Menge aus einer n-elementigen Menge auszuwéhlen. Die Antwort beruht auf ei-
nem gewissen Abzihlschema und man kann sie wieder durch einen Induktions-
beweis begriinden.
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Satz 1.4.2 (k aus n)
Es gibt fiir k > 0

(1) ="

viele Moglichkeiten eine k-elementige Menge aus einer n-elementigen Menge
auszuwéhlen. Fiir k = 0 erhélt man eine einzige Méglichkeit, wir setzen also

()

Beweis. Sei 0 < k < n. Bei der Auswahl des ersten Elementes hat man n
Moglichkeiten der Wahl, bei der des k-ten Elementes n — k + 1. Damit haben wir
insgesamt

k

Hn—j—l—l

j=1

Moglichkeiten. Da aber die Reihenfolge der Auswahl der Elemente keine Rolle
spielt, es aber k! viele Reihenfolgen fiir die Auswahl der k Elemente gibt, erhalten
wir insgesamt

k

=17

viele Auswahlen und dies ist, wie man sofort sieht, das gleiche wie

()=

Da man die leere Menge nur einmal auswéhlen kann, ergibt sich im Falle & = 0,
dass die nullelementige Menge nur auf eine Weise auswéhlbar ist. Der Konsistenz
halber setzen wir also
(n> =1
0

Definition 1.4.3 (Binomische Koeffizienten)

Die Zahlen
n n!
- N.kelN
<k> Mn— gy "R ERo

heiflen binomische Koeffizienten.
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Bemerkung 1.4.4 (Ganzzahligkeit der binomischen Koeffizienten)

Die binomischen Koeffizienten sind fiir n € IN und 0 < k£ < n ganze Zahlen.
Dies ist zwar aus der Definition nicht unmittelbar einsichtig, folgt aber sofort
aus ihrer Bedeutung fiir die Auswahl k-elementiger Teilmengen, vgl. Satz 1.4.2.

Beispiel 1.4.5 (Lotto)
Beim Lotto 6 aus 49 gibt es 13983816 verschiedene 6-elementige Teilmengen der
Zahlen 1,...,49.

Wir kommen zu einem zentralen Satz.

Satz 1.4.6 (Binomische Formel)
Es gilt fiir z,y € R, n € N

(z+y)"

— (n n—k_ k
(k)a; "
k=0

Beweis. Den Koeffizienten bei 2" %3/* erhilt man indem man aus den n Faktoren
k auswahlt, in denen y am Produkt beitragt und dann muss natiirlich x aus den
verbleibenden n — k Faktoren ausgewéhlt werden. Da es nun (Z) solche Auswah-
len gibt, und die Koeffizienten bei x, bzw. y jeweils 1 sind ergibt sich insgesamt
der Koeffizient (Z) 0

Ein alternativer Beweis nutzt wieder die vollstédndige Induktion. Die Behaup-
tung ist richtig fiir n = 1, denn dann steht links und rechts jeweils x + y. Ange-
nommen, die Behauptung sei gezeigt fiir n — 1, dann gilt

n—1 — n—1 n—1-k k
(x+y) :Z( i )a: y".

k=0

Das Resultat fiir (z 4+ y)™ ergibt sich nun durch Multiplikation mit x + y, auf der
rechten Seite ergibt sich der Koeffizient von 2" *y* als Summe der Koeffizienten
von " *1y* und 2" Fyk~1. Diese sind nach Induktionsannahme gleich (")

bzw. (Zj), also betrachten wir

(n—1)! (n—1)! (n=k) -1+ Ekn-1)! n!
(n—k—D%  (n-FK(k-1)! (n — k)k! C(n— k)
0

Korollar 1.4.7 (Summe der Binomialkoeffizienten)




1.4. BINOMIALKOEFFIZIENTEN

Beweis. Setze im Satz 1.4.6 {iber die binomische Formel x =1,y = 1.

19
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Kapitel 2

Reelle und komplexe Zahlen

In diesem Kapitel wollen wir die fiir die Analysis wesentlichen Zahlbereiche R

und C systematisch beschreiben. Wir unterscheiden dabei zwischen

arithmetischen, Ordnungs- und metrischen Eigenschaften. Im ersten Abschnitt
beschreiben wir abstrakte arithmetische Eigenschaften, dann gehen wir darauf

ein, in welchem Sinne die Menge der reellen Zahlen eine geordnete Menge ist,
und schliefllich sprechen wir iiber Abstand und Metrik und iiber die zentrale
Vollstéandigkeitsaussage.

Inhalt
2.1 Korperaxiome . . . . . .. 0t i et e e e 21
2.2 Angeordnete Koérper . ... ... ... ..., 25
2.3 Konsequenzen einer archimedischen Ordnung . ... 29
2.4 Metrische Rdume ... .. ... ... .. ..., 31
2.5 Vollstidndigkeit von R . . . . ... ... ... .. .... 36
2.6 Irrationale Zahlen ... ... ..... ... ....... 46
2.7 Teilmengen von R .. ... ... ... .......... 50
2.8 Die komplexe Zahlenebene . . . . . ... ... ... .. 52

2.1 Korperaxiome

Wir kommen nun zu einer zentralen algebraischen Struktur. Dies ist eine Menge

mit zwei Verkniipfungen, fiir die wir die vertrauten Symbole +, - schreiben.

21



22 KAPITEL 2. REELLE UND KOMPLEXE ZAHLEN

Definition 2.1.1 (Korper)
Wir betrachten eine Menge IK und zwei Abbildungen o, i : K x IK — K. Wir
wollen zwei spezielle Zeichen fiir diese Abbildungen einfiihren,

o(x1,29) = x1+ X9,
,U(xlaxQ) = T1-°72

falls die
Axiome der Addition

(Add 1) (1 + x2) + 23 = x1 + (22 + x3) fiir alle x1, 29,23 € K x K x K.
(Assoziativgesetz der Addition)

(Add 2) Es existiert ein Element 0 € IK mit 04+ x = x+ 0 = « fiir alle z € IK.
(Existenz des additiv neutralen Elementes)

(Add 3) Zujedem x € K gibt es ein inverses Element, d. h. ein Element 2’ € K
mit x + 2’ = 0. (Existenz des additiv inversen Elementes)

(Add 4) =+ 2’ =2’ + « fiir alle x,2’ € K. (Kommutativgesetz der Addition)

und die
Axiome der Multiplikation

(Mul 1) (21 -x9) - x3 = 21 - (22 - x3) fiir alle z1,x9, 23 € IK X IK x K. (Assozia-
tivgesetz der Multiplikation)

(Mul 2) Es existiert ein Element 1 € IK;,1 # 0 mit 1 -2z = z -1 = z fiir alle
z € K. (Existenz des multiplikativ neutralen Elementes)

(Mul 3) Zu jedem x € K, x # 0 gibt es ein inverses Element, d. h. ein Element
¥ € K mit z -2 = 2/ -x = 1. (Existenz des multiplikativ inversen
Elementes)

(Mul 4) z-2/ = o'z fiir alle z, 2’ € K. (Kommutativgesetz der Multiplikation)

(Dis) z-(y+2)=z-y+x-2

erfiillt sind. In diesem Fall nennen wir IK einen Korper.

Schreiben Sie diese Formeln mittels der Funktionen o, pu.
Wir wollen sofort einige einfache Schlussfolgerungen aus den Axiomen ziehen.
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Lemma 2.1.2 (Einfache Eigenschaften von Korpern)
1. Das additive neutrale Element ist eindeutig.

2. Zu jedem z € K gibt es genau ein additiv inverses Element.
3. Das multiplikativ neutrale Element ist eindeutig.

4. Zu jedem 0 # x € K gibt es genau ein multiplikativ inverses Element.

Beweis.
1. Seien 0,0 zwei additiv neutrale Elemente, so gilt
0=0+0=0".
2. Angenommen x + 2’ = z + 2” = 0, so hat man

Y= +0=24z+2"=0+2"=2".

Die verbleibenden beiden Behauptungen beweist man ganz analog. In der Tat
hédtte man durch eine kleine weitere Abstraktion beide Fille in einem beweisen
konnen. U

Wir fithren folgende Schreibweisen ein: Das additiv Inverse eines Elementes
r € K wird mit —z bezeichnet, das multiplikativ Inverse mit z 1. Fiir 271y (z #
0) schreiben wir auch

x_l-y:g.
x

Lemma 2.1.3 (Eindeutige Losbarkeit von Gleichungen)
In einem Kérper hat die Gleichung

a+xr=0>
fiir gegebene a,b héchstens eine Losung x, die Gleichung
a-xr=~=

fiir a # 0 oder b # 0 hochstens eine Losung. Im erstgenannten Fall ist die
Gleichung immer l6sbar mit x = (—a) +b. Im zweiten Fall existiert eine Losung

fiir alle b genau dann wenn a # 0. In diesem Fall ist die Lésung x = a~'b = g

Beweis. Wir fithren zunéchst den ersten Fall aus. Wir sehen sofort
a+((—a)+b)=(a+(-a)) +b=0+b=0.

Angenommen a + 1, = a + x5, dann ist
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To =042y = (—a+a)+x2 = —a+(a+x2) = —a+(a+x1) = (—a+a)+x, = x1.

Daraus folgt dann, wegen z; = x5 die Eindeutigkeit. Im zweiten Fall kann man
fiir a # 0 schreiben a(a™'b) = (aa™) = b. Ist a # 0 und ax; = aws, so ist

vy = 1lz; = (e ta)z, = a ax,) = a (az)) = a  (axs) = (a7 a)ry = xo. U

Im folgenden Lemma sammeln wir eine Reihe weiterer wichtiger arithmeti-
scher Eigenschaften der reellen Zahlen.

Lemma 2.1.4 (Arithmetik in Kérpern)
1. Fiir allex € K gilt 0 -z = 0.

2. Fiir alle z,y, z € K gilt

(x+y)-z=a-2+y-=z

3. Ist fiirx,y e Kx-y =0, soist x =0 oder y = 0.
4. Firallex e K gilt x - (—1) = —x.

5. Fiir alle x,y € K gilt
(—z)- (=y) =z -y.
6. Fiir allex € K, z # 0 gilt (z7')™! = z.

7. Fiir alle v,y € K gilt (zy)™' =y 'z~ %

Beweis.

1. Wegenz-0=2x-(04+0) =2 -0+ 2 -0 und der eindeutigen Losbarkeit der
Gleichung z - 04+y =2 -0 folgt -0 = 0.

2. Dies folgt unmittelbar aus dem Kommutativgesetz (Mul 4) und dem Dis-
tributivgesetz (Dis).

3. Istx 20 und zy =0, so ist y = (z7 ')y = 27 (zy) =2 - 0= 0.

4. Da0=z-0=z-(14+(-1) =a-14+2-(-1) =z +z-(-1) ist, folgt
x-(—1) = —u.

5. Folgt aus den bisher bewiesenen Aussagen.
6. Da (z7)™ ' 27! =1und zz! =1 folgt (z7)" ! =z,

7. Da (zy)(y'z7!) = a(yy Do = 217! = xz~! =1 folgt die Behauptung
aus Lemma 2.1.3 iiber die eindeutige Losbarkeit von Gleichungen.
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0

Die bisher erzielten Schlussfolgerungen gelten fiir jeden Korper, nicht nur fiir
die reellen Zahlen. Diese zeichnen sich durch zusitzliche Strukturen aus.

2.2 Angeordnete Korper

Eine wichtiges Kennzeichen eines Korpers ist die kleinste natiirliche Zahl n (falls
sie existiert), fiir die gilt

14---+1=0.
—_——

n-mal

Diese Zahl heifit Charakteristik des Korpers. Existiert keine solche Zahl, so sagt
man der Korper habe Charakteristik 0. Ein Korper der Charakteristik 0 enthélt
immer einen Zahlbereich der ein Ebenbild der ganzen Zahlen ist, ndmlich alle Viel-
fachen der 1 und die additiv Inversen dazu. Durch Ubergang zu den Quotienten
erhélt man einen Zahlbereich, der ) entspricht. Wir wollen nun eine Eigenschaft
definieren, die R schon etwas genauer beschreibt, wenn auch immer noch nicht
vollstandig. Immerhin wird der nun einzufithrende Begriff einer Ordnung keine
Korper zulassen, deren Charakteristik ungleich 0 ist.

Definition 2.2.1 (Angeordnete Korper)
Sei K ein Kérper. Gibt es eine Menge P C K (P wie positiv) mit

(0 1) ]K:PU{O}U{J:E]K‘ —xEP},
(0 2) Pﬂ({O}U{xE]K‘ —xEP})z@,

(03) z,ye P,soistx+y € P,

(O 4) z,y € P, dann ist auch x -y € P,

so nennen wir IK einen angeordneten Korper.

Wir wollen diese Forderungen kurz kommentieren. In R soll P fiir die Menge
der positiven Zahlen stehen. Dann ist klar, dass jede Zahl entweder in P liegt,
gleich 0 ist oder in — P liegt. (Hier steht — P fiir die oben schon benutzte Menge

—P = {:C cK ’ —x € P}. Dies ist ein Spezialfall der frither bereits eingefiithrten

Notation f(P) fiir eine Abbildung f und eine Menge P.) Weiterhin ist es fiir das
so gewdhlte P klar, dass die Eigenschaften (O 1)—-(O 4) gelten. Es ist auch sofort
ersichtlich, dass angeordnete Korper Charakteristik 0 haben. Mittels P definie-
ren wir Ungleichheitsrelationen zwischen reellen Zahlen, da wir dazu wieder nur
die Axiome eines angeordneten Korpers nutzen, gelten die Aussagen genauso in
jedem angeordneten Korper. Da wir bisher und auch im weiteren Verlauf dieser
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Vorlesung nicht allzu viele angeordnete Korper kennenlernen werden (obwohl es
natiirlich viele gibt und diese auch in bestimmten Bereichen der Mathematik eine
grofie Rolle spielen), wollen wir diese Verallgemeinerung nicht in den Mittelpunkt
unserer Uberlegungen stellen. Wichtig ist dieser Aspekt nur, weil man daran ein
prinzipielles Vorgehen der Mathematik sehen kann: Man formuliert Aussagen sehr
allgemein und verwendet nur die abstrakten Prinzipien und erhélt dadurch Aus-
sagen, die auch in ganz anderem Zusammenhang wichtig werden konnen.

Definition 2.2.2 (Ungleichungen)

Wir sagen z ist kleiner als y, in Zeichen x < y, genau dann wenn y —x € P.
Entsprechend ist x grofler als y, x > vy, falls x —y € P. Oft will man bei
Ungleichungen auch noch Gleichheit zulassen, dazu fiihren wir ein x > y, genau
dann wenn x —y € PU {0} und x <y genau dann wenny —x € P U {0}.

Man erhélt aus den Axiomen sofort eine Reihe von einfachen Konsequenzen, die
wir nun auflisten und beweisen wollen.

Lemma 2.2.3 (Vergleichbarkeit)
Es sei K ein angeordneter Korper. Fiir Elemente x,y € K gilt genau eine der
Aussagen

r<y, T=Y, T>Y.

Beweis. Aus (O 1) folgt, dass mindestens eine der Aussagen gilt, aus (O 2),
dass hochstens eine der drei Aussagen gilt. 0

Definition 2.2.4 (Vollstindige Ordnung)
Ist < eine Ordnungsrelation auf einer Menge M, so heiit die Ordnung
vollstandig, falls fiir je zwei Elemente x,y € M gilt © < y oder y < x.

Lemma 2.2.5 (Vollstédndigkeit der Ordnung)
Die Relation < definiert eine vollstandige Ordnung auf K.

Beweis. Wir zeigen zunichst die drei Eigenschaften Reflexivitédt, Transitivitét
und die Antisymmetrie. Es sei R = {(x, y) e K x K ’ y—z€PU {0}} (Gleich-

wertig wire es zu sagen R = {(x,y) eKxK ‘ x < y}) Dann ist fiir jedes z

natiirlich (z,z) € R (Reflexivitit), ist y — 2 € P, so ist natiirlich + —y € —P
und damit nicht in P (Antisymmetrie), schliefllich folgt aus

r—yeP y—zeP,

dass
r—z=(x—-y)+@y—=2€P



2.2. ANGEORDNETE KORPER 27

wegen (O 3). Also folgt die Transitivitdt. Aus dem Lemma 2.2.3 iiber die Ver-
gleichbarkeit kann man sofort auf die Vollstandigkeit der Ordnung schlieflen. 0

Im folgenden Lemma sammeln wir einige weitere wichtige Eigenschaften un-
serer Ordnungsstruktur.

Lemma 2.2.6 (Ordnung und Arithmetik)

ILIstac Kundex <y (x<y),soistr+a<y+a(r+a<y-+a)
2 Ista>0unde <y (x<y)soista-r<a-y(a-xz<a-y)
3. Ista<Oundz <y (r<y)soista-v>a-y(a-v>a-y)
4. Fiir alle x # 0 ist 2* > 0.
5. x > 0 genau dann wenn = > 0.
6. Aus 0 <z <y folgt 0 <yt <zt
Beweis.
1. Die einfache Rechnung = + a — (y +a) = x —y < 0 beweist die erste

Behauptung.

. Seia >0,d.h.a € Pund z < y bzw. x < y. Betrachte a-y—a-x = a-(x—y).

Nach (O 4) ist a(y — z) € P bzw. a(y — z) € P U {0}.

. Ist a <0, so ist —a € P, wir wiederholen die Argumentation, allerdings ist

a(y — z) € —P und daraus folgt die Behauptung.

Ist = # 0, so folgt x € PU —P mit (O 3) und z? = (—xz)? folgt 22 € P.

Fiir die Hinrichtung betrachten wir fiir # € P den Ausdruck 27! = (271)%z €
P, nach (O 3) und dem vorigen Beweisschritt. Die Riickrichtung folgt aus
der Hinrichtung, indem wir z = (z~!)~! beachten.

Folgt aus z 7' —y ' =271 (y — x)y~ L.

0

Mittels der gewonnenen Ordnung wollen wir weitere wichtige Begriffe und Be-
zeichnungen definieren.
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Definition 2.2.7 (Maximum und Betrag)
Fiir zwei Elemente x,y € K setzen wir

x falls x>y

max(z, y) = {

Yy  sonst
und
. y falls x>y
min(z, y) = { r  sonst.

Der Betrag einer Zahl x € K ist gegeben durch

|z| = max(z, —x).

Ein weiteres Axiom, das wir zur Beschreibung des Korpers der reellen Zahlen
heranziehen wollen, wird nach dem groBen griechischen Gelehrten Archimedes®
benannt.

Abbildung 2.1: Archimedes von Syrakus (287vC-212vC)

Wir iiberlegen uns zunéchst, dass jeder angeordnete Korper eine Teilmenge enthélt,
die den natiirlichen Zahlen gleicht: Wir betrachten die kleinste Teilmenge N C IK
(den Schnitt all solcher Teilmengen) mit folgenden Eigenschaften
1 e N
reN = z+1lel.

Diese Menge erfiillt die Axiome von Peano und ist deshalb im Sinne unserer Axio-
matik nicht von IN zu unterscheiden.

Definition 2.2.8 (Archimedische Ordnung)
Ein angeordneter Korper IK heifit archimedisch angeordnet, falls zu jedem x € IK
ein n € N existiert mit n > x.

! Archimedes von Syrakus (287vC-212vC), bedeutender griechischer Gelehrter, der enge Ver-
bindungen zur mathematischen Schule in Alexandria hatte. Archimedes bedeutendste Leistun-
gen betrafen die Geometrie. Seine Methoden antizipierten die Integralrechnung fast 2000 Jahre
vor Newton und Leibniz.
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2.3 Konsequenzen einer archimedischen Ordnung

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir einige einfache, jedoch wichtige Konse-
quenzen der archimedischen Ordnung angeben. Zunéchst noch ein Begriff, der
eine wichtige Eigenschaft der natiirlichen Zahlen beschreibt.

Definition 2.3.1 (Wohlordnung)
Eine geordnete Menge (M, <) heifit wohlgeordnet, falls jede nichtleere Teilmen-
ge ein kleinstes Element besitzt.

Satz 2.3.2 (Wohlordnung der natiirlichen Zahlen)
Die natiirlichen Zahlen sind wohlgeordnet, in der Tat gilt: Das Induktionsaxiom
(P 5) ist fiir die natiirlichen Zahlen dquivalent zur Wohlordnungseigenschaft.

Beweis. Siche Ubungen. 0

Satz 2.3.3 (Konsequenzen der archimedischen Ordnung)
Es sei K ein angeordneter Kérper mit archimedischer Ordnung. IN bezeichne
die im Korper vorhandene Teilmenge, die den Axiomen von Peano gentigt.

1. Zu jedem x € K existiert eine natiirliche Zahl n mit —n < x < n.

2. Zu jeder Zahl x € K gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl m € 7 mit
m<zx<m-+ 1.

3. Zu jedem K > 0 und jedem ¢ > 0 existiert ein n € IN mit

ne > K.
4. Zu jedem € > 0 existiert ein n € IN mit
1
— <e&.
n

5. Zu je zwei verschiedenen reellen Zahlen x,y, v < y gibt es eine rationale
Zahlr mit x < r <.

Beweis.

1. Ist x > 0, so ist dies die archimedische Eigenschaft, fiir x < 0 wenden wir
diese auf —z an.

2. Wir beginnen wieder mit x > 0. Sei m die kleinste natiirliche Zahl mit
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m > x. Fine solche Zahl existiert, da IN wohlgeordnet ist. Dann ist m —1 <
r<m,dam-—1<m.

3. Nach Archimedes gibt es zu % ein n € IN mit n > % Dann ist ne > K.

4. Mit € > 0 ist auch e7! > 0 und es existiert ein n € IN mit n > ¢~!. Dann
ist aber n™! < e, was zu beweisen war.

5. OBdA gilt > 0. Da x —y < 0 ist, gibt es ein n € IN mit n™! < y — =.
Betrachte die Folge der Zahlen a,, = ™ fiir m € IN. Nach Archimedes
gibt es ein m mit a,, > z. Wir wihlen das kleinste solche m (wegen der
Wohlordnungseigenschaft ist dies moglich). Dann ist

m—1 m m—-—1 1

1
<z, r<—= +-—<z+-—-<z+@y—z)=y.
n n n n n

Also ist die Behauptung mit r = ™ gezeigt.

Definition 2.3.4
1. Die eindeutige Zahln € Z mit n < x < n+ 1 wird mit floor(x), in Zeichen
| z] bezeichnet. Oft schreibt man dafiir auch [z| und bezeichnet dies als
GauB-Klammer von x.

2. Die eindeutige Zahln € Z mit n — 1 < x < n wird als ceil(x) bezeichnet,
wir schreiben dalfiir auch [x].

Satz 2.3.5 (Bernoulli’sche Ungleichung)
Es sei x > —1. Dann gilt fiir allen € IN

(14+2)" > 1+ nax.

Beweis. Wir beweisen dies durch Induktion. Fiir n = 1 erhalten wir 1+2z = 1+«
und dies ist fiir jedes # € R offenbar wahr. Angenommen wir hétten die Behaup-
tung fiir ein n € IN gezeigt. Dann hat man (da 1+ x > 0)

(1+2)" = (1+2)"(1+2z) > (1+nz)(1+2) =1+ n+Dr+na® > 1+ (n+1)z.

0

Als Konsequenz hieraus erhalten wir den folgenden Satz:

2Jakob 1. Bernoulli (27.12.1654-16.8.1705) war der erste grofie Gelehrte aus der beriithmten
Familie der Bernoullis. Er beschéftigte sich mit vielen Problemen aus den Bereichen Mathematik
und Physik. Teilweise arbeitete er mit seinem jiingeren Bruder Johann I. Bernoulli zusammen.
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Satz 2.3.6 ((Un)Beschrinktheit der Folge z")
1. Zu gegebenen x > 1 und K € R gibt es einn € IN mit 2" > K.

2. Ist 0 <z <1 unde >0, sogibt es ein n € IN mit " < .

Beweis.
1. Schreibe z =14y, y > 0, dann gilt fiir alle n € IN die Ungleichung
" > 1+ ny.

Nach Satz 2.3.3 (3) tiber die Konsequenzen einer archimedischen Ordnung
gibt es ein n € IN mit ny > K — 1 und damit ist

2" >14+ny > K.

2. Ist € > 1, ist mit n = 1 nichts zu zeigen. Andernfalls ist y = 7' > 1 und
e~! > 1. Dann existiert nach der vorherigen Behauptung ein n € IN mit

y" > e~ ! Dann ist aber

2.4 Metrische Raume

Die bisherigen Axiome beschreiben IR nicht eindeutig, denn auch der Korper @ ist
ein archimedisch geordneter Kérper im Sinne unserer Axiome. Was unterscheidet
R und Q)7 Zunéchst natiirlich das Wurzelziehen, d.h. das Losen der Gleichung
2% = a fiir vorgegebenes a > 0. Es ist aus der Schule bekannt und wird auch
im Satz 2.6.1 nochmals besprochen, dass man innerhalb @ die Gleichung 2% = 2
nicht 16sen kann. Daher werden wir eine weitere Eigenschaft benttigen, die dann
die beiden Korper @ und IR unterscheiden wird. Daher werden wir uns in diesem
kurzen Abschnitt Gedanken iiber Abstandsmessung machen. Und dies, Sie sind
sicher nicht iiberrascht, sieht so aus, dass wir uns einfache Regeln ausdenken, von
denen wir erwarten, dass sie die wesentlichen Eigenschaften der Abstandsmes-
sung beinhalten. Abstandsmessung bedeutet, dass man einer Strecke eine Zahl
zuordnet und diese Zuordnung muss Regeln entsprechen. In der physikalischen
Realitét ist die Abstandsmessung von Normen bzw. Traditionen (km, Meile, ... )
geprigt. Daher ist die konkrete Zahl sicher nicht das wesentliche sondern die da-
hinterstehende Methodik.
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Definition 2.4.1 (Metrik)
Es sei X eine Menge, eine Abbildung d : X x X — R heifit Metrik auf X, falls
folgende Figenschaften ertfiillt sind

(M 1) d(x,y) =0 genau dann, wenn x = y.
(M 2) d(x,y) = d(y, ) fiir alle x,y € X (Symmetrie).
(M 3) d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2) fir alle z,y,z € X (Dreiecksungleichung).

Ist X eine Menge und d eine Metrik auf X, so nennen wir das Paar (X, d) einen
metrischen Raum.

Aufgabe 2.4.2 (Eine Metrik ist nicht negativ)
Man zeige: Ist d eine Metrik auf X, so gilt fiir je zwei Elemente x,y € X die
Ungleichung d(z,y) > 0.

Bemerkung 2.4.3 (Entfernungsmessung und Metrik)
Die drei Eigenschaften spiegeln fundamentale Erkenntnisse der Entfernungs-
messung wieder:

1. Der Abstand zweier verschiedener Punkt ist positiv (vgl. die vorstehende
Aufgabe).

2. Da wir den Abstand zwischen je zwei Punkten definieren wollen, darf
die Angabe von d(x,z) nicht fehlen und natiirlich sollte hier der Wert 0
stehen.

3. Die Symmetrie in der oben angegebenen Form ist ebenso natiirlich, von
A nach B ist es genauso weit wie von B nach A.

4. Zu guter Letzt gibt die Dreiecksungleichung die bekannte Tatsache wie-
der, dass die direkte Entfernung d(z, z) nie grofler sein kann als die Summe
zweier Entfernungen zu einem dritten Punkt. In der uns gewohnten Eukli-
dischen Geometrie wiirde man sagen, die Gerade ist die kiirzeste Entfer-
nung zwischen zwei Punkten. Betrachtet man allgemeinere Mengen, z. B.
Kreise Kugeln, die Punkte auf einem Paraboloid (wie misst man Ent-
fernungen auf einer Satellitenschiissel), so muss man diese Aussage aus
der euklidischen Geometrie entsprechend ersetzen und die allgemeinste
Version, die Thnen noch oft im Studium begegnen wird, ist die Dreiecks-
ungleichung.
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Beispiel 2.4.4 (Beispiele metrischer Riume)
1. Wir betrachten eine einelementige Menge X = {z} und die Funktion
d(x,z) = 0. Dies ist die langweiligste aller moglichen Metriken.

2. Nun wollen wir ein anderes langweiliges, jedoch etwas weniger triviales
Beispiel ansehen. Es sei X eine beliebige Menge. Setze

_J 0 falls xz=y
d(w,y) = { 1 sonst.

Die ersten beiden Eigenschaften der Metrik erkennt man leicht, die letzte
beruht auf der Erkenntnis 1 < 1 + 1 = 2. Natiirlich sind diese beiden
Beispiele eher dazu gedacht festzustellen, was dieser Begriff zuldsst, sind
an sich jedoch nicht gerade niitzlich. Wir wollen wenigstens auch ein niitz-
liches Beispiel angeben (und wir werden im Laufe der Analysis Vorlesung
viele weitere wichtige und interessante Beispiele kennenlernen).

3. Sei X =R, d(z,y) = |x — y|. Wir miissen noch nachpriifen, dass es sich
tatséchlich um eine Metrik handelt. Die beiden ersten Eigenschaften sind
klar!? Betrachten wir also drei Punkte z,y, z und

Man iiberlege sich und begriinde genau, warum das Ungleichheitszeichen
an der Stelle korrekt ist!

Wir betrachten nun Folgen in einem metrischen Raum (X, d).

Definition 2.4.5 (Folgen in metrischen Riumen)
FEine Folge {2, }new ist eine Funktion z : N — X mit z(n) = z,.

Folgen werden auch oft in der Form

§= (55175152,9337---)

notiert. Der Begriff und die Theorie konvergenter Folgen ist zentral fiir den Auf-
bau der Analysis. Aus der Schule kennen Sie vielleicht Folgen in IR. Man kann
Folgen auf verschiedene Weise angeben: zum einen als Liste wie oben angedeutet.
Man kann Konstruktionsvorschriften fiir das n-te Folgenglied bei Kenntnis der
vorherigen Folgenglieder angeben, d.h. die Folge rekursiv definieren, und man
kann schliellich eine Formel fiir das allgemeine Folgenglied angeben, d.h. das
allgemeine Glied in geschlossener Form angeben. Wir wollen dies an Beispielen
erlautern.
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Beispiel 2.4.6 (Beispiele von Folgen)
1' (17%7}17%7"');
2. xy=1und 2,41 = %;
3. VneNN: g, =277,
Wir haben dreimal die gleiche Folge beschrieben, einmal als Liste, einmal re-
kursiv und das dritte Mal in geschlossener Form. Man beachte, dass diese Folge
sehr einfach ist. Im allgemeinen ist es schwierig, oder gar unmoglich, von der
einen zur anderen Form zu gelangen.

Definition 2.4.7 (Konvergenz)

Es sei (X,d) ein metrischer Raum, {x,},en sei eine Folge. Wir sagen, diese
Folge ist konvergent gegen ein Element xq € X, wenn es zu jedem R 2 ¢ > 0
eine Zahl N € IN gibt, so dass fiir (jedes) n € N, n > N gilt

d(xp, xo) < €.
In diesem Falle nennt man xy den Grenzwert der Folge. Wir schreiben dafiir

lim x, = zq.
n—oo

FEine nicht konvergente Folge heifit divergent.

Eine Veranschaulichung dieses Begriffes fiir eine reelle Folge bedeutet, dass eine
reelle Folge {7, },ew gegen eine Zahl xy € R konvergiert, wenn fiir jede noch so
kleine Kugel um z( (das heift fiir jedes ¢ > 0) alle Folgenglieder mit hinreichend
groffem Index in dieser Kugel liegen. Die oben in Beispiel 2.4.6 angegebene Folge
konvergiert gegen 0. Natiirlich kann man leicht divergente Folgen angeben.

Satz 2.4.8 (Eindeutigkeit des Grenzwertes)
Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

Beweis. Nehmen wir an, wir hitten zwei Grenzwerte xg # 3o, und € > 0 sei gege-
ben, so dass d(xg,yo) > 2¢. Dann gibt es zwei Zahlen Ny, Ny € IN, so dass n > N
impliziert, dass der Abstand d(z,,x¢) < € und n > N, impliziert d(z,,yo) < €.
Setze N = max (N7, Ny). Dann ist fir n > N sowohl d(x,,x) < e wie auch
d(zn,y0) < € und

d(xo,y0) < d(xo, zp) + d(Tp,y0) < €+ = 2e.

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von ! 0
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Abbildung 2.2: Veranschaulichung einer konvergenten Folge

Definition 2.4.9 (Cauchyfolge)

Eine Folge {z, }new in einem metrischen Raum (X, d) heiBt Cauchyfolge?, falls
es zu jedem € > 0 eine Zahl N € IN gibt, so dass fiir allen > N und m > N
gilt d(zp, x,,) < €.

Die beiden Begriffe sind natiirlich nicht vollkommen unabhéngig, unterscheiden

sich aber sehr. Wahrend man nur die Folgenglieder selbst zu betrachten hat,
um festzustellen, ob es sich um eine Cauchyfolge handelt, muss man bei der
Untersuchung der Konvergenz ein Element zy € X finden, gegen das die Folge
konvergieren kann.

Satz 2.4.10 (Konvergenz und Cauchy)
Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine Cauchyfolge.

Beweis. Wir nehmen an, die Folge {x, },en konvergiere gegen xy und eine Zahl
e > 0 sei gegeben. Dann existiert eine Zahl N € IN, so dass fiir n > N gilt
d(xy,r0) < 5. Dann ist fiir n,m > N

d(‘rm xm) < d(l’m 130) + d(xm,xo) < % + g = €.

3 Augustin-Louis Cauchy (21.8.1789-22.5.1857) war Sohn eines hohen Beamten und genoss
demzufolge eine gute Privatausbildung. Nach einem ingenieurwissenschaftlichen Studium eig-
nete er sich nebenbei Werke von Lagrange an. Im Jahr 1811 16ste er ein Problem, das Lagrange
formuliert hatte. Er arbeitete {iber Integrale, Strémungsmechanik und Elastizitdtstheorie. Spe-
ziell die Arbeiten zum letztgenannten Bereich machten ihn zu einem der bekanntesten Mathe-
matiker seiner Zeit. Im weiteren arbeitete er auf vielen Gebieten, sein Hauptarbeitsgebiet wurde
die Analysis mit der Theorie von Differentialgleichungen. Nach Gaufl begann er mit komplexen
Zahlen und der zugehorigen Analysis zu arbeiten. Cauchy war ungeheuer produktiv und dies
sehen wir noch heute an vielen Konzepten, die seinen Namen tragen.
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Dies war zu beweisen. U

Bemerkung 2.4.11 (Nichtkonvergente Cauchyfolgen)

In @ gibt es nicht konvergente Cauchyfolgen, also ist die Umkehrung von Satz
2.4.10 iiber Konvergenz und Cauchyfolgen nicht wahr. Wir nennen ein Beispiel
und werden die zu fithrenden Beweise nachholen.

Die Folge {z}new C @ definiert durch

1’1:1
2

Tp+1 = xn—i_l_?n

ist in (Q, d) eine Cauchyfolge, jedoch nicht konvergent.

Definition 2.4.12 (Vollstéindigkeit eines metrischen Raumes)
Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge konver-
giert.

Aus Bemerkung 2.4.11 iiber die Existenz nichtkonvergenter Cauchyfolgen in @
folgt, dass @ nicht vollstdndig ist. Das letzte Axiom auf unserem Weg die reellen
Zahlen zu beschreiben ist das Vollstindigkeitsaxiom. Es lautet:

Axiom (V) R ist ein vollstéandiger, vollstindig geordneter archimedischer Kérper.
Der neue Punkt ist, dass IR beziiglich der Metrik d vollsténdig ist.

Bemerkung 2.4.13
Auch die Umkehrung ist richtig: Hat man einen Kérper mit den genannten
FEigenschaften, so ist dieser von R nicht unterscheidbar.

2.5 Vollstindigkeit von IR

Weil das Vollstéandigkeitsaxiom so wichtig ist, wollen wir dazu dquivalente For-
mulierungen angeben. Bevor wir dies tun, untersuchen wir den Zusammenhang
zwischen der Struktur von IR als geordneter Kérper und dem Grenzwertbegriff.

Definition 2.5.1 (Beschrinkte Folgen)
Eine reellwertige Folge {a,}nenw heiBt beschriankt, wenn es eine reelle Zahl M
gibt, so dass fiir alle n € IN gilt

la,| < M.
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Lemma 2.5.2 (Beschrinktheit konvergenter Folgen)
Konvergente Folgen in IR sind beschrankt.

Beweis. Angenommen die Folge {a,}neny konvergiert gegen A € R. Zu e > 0
existiert ein V € IN, so dass fiir n > N gilt A —e < a,, < A+ €. Dann ist mit

M = max(|A —¢|,|A+ €], |ai],|az], ..., |lan])

die gewiinschte Schranke gefunden, denn es gilt (trivialerweise) fiir n < N

|an| < M,

weil ja die entsprechenden Zahlen zur Maximumsbildung herangezogen wurden.
Firn > Nist A —¢ < a, < A+ ¢ und damit

la,| < M.
0
Lemma 2.5.3 (Beschrianktheit von Cauchyfolgen)
Cauchyfolgen in R sind beschrénkt.
Beweis. Siche Ubungen. 0

Satz 2.5.4 (Grenzwerte und Ordnung)
Es seien {ap }new, {bn }new zwei konvergente reellwertige Folgen mit Grenzwer-
ten A, B. Dann gilt

1. Ist a, > 0 fiir alle n € IN, so ist A > 0.
2. Gilt a,, < b, fiir allen € N so ist A < B.

3. Ist {an}nenw beschrankt, d. h. |a,| < M fiir alle n € IN und ein positives
M € R, soist |A] < M.

Beweis. Siche Ubungen. U
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Satz 2.5.5 (Grenzwerte und Arithmetik)
Es seien {a, }new, {bn }new zwel konvergente, reellwertige Folgen. Dann gilt:

1. Die Folge {a, + b, }new konvergiert und

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,.
n—00 n—00 n—00

2. Die Folge {ay, - by }new konvergiert und

lim (a, - b,) = lim a, - lim b,.

3. Ist lim,, o b, # 0, so ist fiir fast alle n € IN (d. h. alle bis auf endlich
viele) b, # 0. Der Grenzwert einer Folge wird durch Abédndern an endlich
vielen Positionen nicht gedndert. Wir ersetzen alle b, = 0 durch b, = 1.
Dann konvergiert die Folge {a,,/b, }new und es gilt

Beweis. (1) Als Grenzwert der Folge haben wir natiirlich lim,, . a,, +lim, ., b,
im ,, Verdacht“. Um zu beweisen, dass dies tatséchlich der Grenzwert ist, nehmen
wir ein € > 0. Sei N; € IN so gewéhlt, dass m > N; impliziert |a,, —a| < /2 und
Ny sei so gewéhlt, dass fiir m > Ny gilt |b,, — b| < /2. Wahle N = max(Ny, Ny).
Fir m > N gilt dann

€

226.

£
[(@m +bm) = (a+b)] = |(am = a) + (bn = O)| < |am — af +[bm =] < 5 +
(2) Dieser Beweis ist ein wenig komplizierter. Sei

A= lim a, und B = lim b,
n—o0 n—oo

Wir wollen zeigen
lim a, b, =A-B.

n—oo
Sei ¢ > 0 gegeben. Nach Lemma 2.5.2 sind beide Folgen beschrénkt, d.h. es
existiert eine Zahl S € R mit S > 0, so dass

Vm € IN gilt |b,,| < S.

Setze M = max(S,|A],1). Dann gibt es ein Ny, so dass fiir alle m > N; gilt

lam — A| < 557 und ein N, so dass fiir alle m > N, gilt |b,, — B| < 55;.

Setze N = max(Ny, N). Dann gilt fiir m > N sowohl |a, — A| < 55; wie auch
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|bm — B| < 55;. Betrachte fiir m > N

by — A B| = |ap by — A-by + A-by — A- B

< |(am = A) - bm| +[A - (b — B))|

= [(am = A)| - [bm| + |A] - |(bm — B)|
g g

< 2.5

- 2

= E£.

(3) Die dritte Aussage folgt aus Teil (2) und einer Ubungsaufgabe.

39

Definition 2.5.6 (Intervall)
Es seien a,b € R. Die Menge der Zahlen

I:{xeﬂ{‘agxgb}
wird als abgeschlossenes Intervall bezeichnet. Ist b > a, so ist
diam(I) =b—a

die Lange des abgeschlossenen Intervalls.

Definition 2.5.7 (Dedekindscher*Schnitt)
FEine Zerlegung von Q in zwei disjunkte Mengen A, B mit

D1 AUB=Q,

D2 Vre AVye Bgiltx <y

wird als Dedekindscher Schnitt bezeichnet.
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Satz 2.5.8 (Vollstindigkeit, Dedekind Schnitte, Intervallschachtelung
Das Volistéindigkeitsaxiom ist dquivalent zum

1. Intervallschachtelungsprinzip (engl. principle of nested intervals).
Es sei fiir alle k € IN I, ein abgeschlossenes Intervall. Es gelte fiir alle
k € IN die Schachtelungsbedingung I, C Ij, und

lim diam(/y) = 0.

k—o0

Dann gibt es genau eine reelle Zahl x € R mit Vk gilt x € Ij, oder auch
T e ﬂ 1.
k=1

2. Dedekindschen Schnittaxiom.
Jeder Dedekindsche Schnitt (A, B) definiert genau eine reelle Zahl z mit
r€A=x<zundy € B = z <y und zu jeder reellen Zahl z findet
sich ein Dedekindscher Schnitt (A, B) mit a < z, z < b fiir allea € A und
alleb e B.

Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass das Vollstdndigkeitsaxiom das Intervall-
schachtelungsaxiom impliziert. Wir betrachten die abgeschlossenen Intervalle I,, =
[a,, b,] und dazu die Folgen

{an }new und {b, }nen-

Beide Folgen sind Cauchyfolgen, denn fiir ¢ > 0 existiert ein N € IN mit diam(/,,) <
¢ fiir alle n > N. Da fiir m > N gilt I,, C Iy, gibt es fiiri,j > N+1einm > N
mit a; € Ip,,a; € I, und damit

d(a;,aj) = |a; — a;| < diam(Z,,) < e.

Ersetzen wir in diesem Argument a,, durch b,, so erhalten wir die entsprechende
Aussage fiir die Folge der b,,. Aufgrund des Vollstandigkeitsaxiom existieren die
Grenzwerte
a= lim a;, b= lim b;.
J—00 J]—00

Es gilt (vgl. Ubungen) a < b und a,b € I, fiir alle m. Dann ist

Jj—o0 Jj—o0

4Julius Wilhelm Richard Dedekind (6.10.1831-12.2.1916) hatte die Idee der Dedekindschen
Schnitte, seinen eigenen Angaben zu Folge, am 24. November 1858 wihrend er eine Analysis-
Vorlesung an der ETH Ziirich vorbereitete. Seine wesentlichen wissenschaftlichen Arbeiten be-
treffen die Algebra und die Mengenlehre.
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Also ist a = b.

Im néchsten Schritt folgern wir aus dem Intervallschachtelungsprinzip das Dede-
kindsche Schnittaxiom. Angenommen wir haben zwei nichtleere, disjunkte Men-
gen A, BC Q mit AUB=Q und z € A,y € B impliziert z < y. Sei a € A und
b € B. Wir definieren rekursiv eine Folge von geschachtelten, abgeschlossenen
Intervallen

Ly = [am, bn], am € A, by, € B

mit lim,, . diam(/,,) = 0. Setze a; = a, by = b. Angenommen wir héitten a,, €
A, b,, € B konstruiert, wir geben nun die Regel an, mit deren Hilfe wir a,, 1, byi1
konstruieren. Wir unterscheiden zwei Félle

m + bm m + bm
Gm T Om ;— €A Am+1 = fm 2 0m ;_ ) bnt1 = b
an, + b, setze a4 by
T B Am+1 = Am, bm+1 = T

Dann ist diam(,41) = 3 diam([,,) = 3(b—a) - 27"+ = (b — a)2™™. Nach Satz
2.3.6 (2) konvergiert diam(/,,) — 0 und es gibt nach dem Intervallschachtelungs-
prinzip genau eine reelle Zahl x € (), . Im. Wir behaupten nun, x habe die
gewiinschten Eigenschaften.

Erstens fiir alle a € A ist x > a: Angenommen es gibt ein A 35 ay > x. Dann
ist fiir alle b € B

b—xz>0b— ay.

Da die Folgenglieder b,, € B liegen und zu jedem ¢ > 0 ein N € IN existiert, so
dass n > N impliziert b, — a,, < €, erhélt man mit

b—ag<b,—x<b,—a,<e<b—ag

fiir e < b — ag einen Widerspruch.

Zweitens gilt fiir alle b € B die Ungleichung b > z. Die Begriindung ist eine
Kopie der oben angegebenen Begriindung. Damit hat dann x die gewiinschten
Eigenschaften. Zu gegebenem x € R erhélt man einen Schnitt durch

A:{yEQ‘y<x} undB:{yEQ‘ny}.

Im néchsten Schritt beweisen wir, dass das Dedekindsche Schnittaxiom das
Intervallschachtelungsprinzip impliziert. Wir setzen also voraus, dass wir eine
Folge von abgeschlossenen Intervallen I, hatten mit 1,,.; C I, fiir alle m und
lim,,, o, diam(7,,,) = 0. Zu zeigen ist, dass genau ein x im Schnitt aller dieser
abgeschlossenen Intervalle liegt. Setze I,,, = [am, by,] und

Am:{yeQ’ySam} undBm:{yEQ‘y>bm}.
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Sei
Ay = U A, und B = U B,,.

melN meIN

Setze A = Ay U {q €eQ ‘ g, Im}. Wir zeigen zunichst AN B = () und
AUB = Q. Angenommen z € ANB. Dannist z € Aund 2z € B, also insbesondere
ze€ Agoder z € (\-_ I, und z € B. Ist z € AgN B, so gibt es ein a,, mit z < a,,
und ein b,, mit z > b,. Dann ist aber a,, > b, und dies ist ein Widerspruch. Im
anderen Fall ist z € ﬂ;’le I, und in B. Dann ist z < B, fir alle n und z > b,,
fiir alle m. Auch dies ist ein Widerspruch!

Wir zeigen AUB = Q. Ist x € Q und x ¢ Ay U B, so ist x > a,, fir alle
m € IN und = < b, fiir alle n € IN, also x € () -_, I,,, und damit = € A. Sei ¢
die zu diesem Dedekindschen Schnitt gehérende Zahl. Dann ist { > a, fiir alle n
und ¢ < b, fiir alle n, also ¢ € ()°_; Ln. Da lim,, o diam(I,,) = 0 ist, gibt es in
diesem Schnitt hochstens einen Wert.

Im letzten Schritt zeigen wir noch, dass das Intervallschachtelungsprinzip die
Vollsténdigkeit zur Folge hat. Wir beginnen mit einer Cauchyfolge {z, }nen. Setze
g; = 27" und definiere eine Folge N; natiirlicher Zahlen mit

Ni+1 > N; und fiir j, k > N; gllt |$j — Ik| < Ejt1-

Setze I; = [Tn,41 — €i, TN41 + €]. Man beachte, dass fur j > N; gilt z; € I,.
Dann ist fiir j > k das abgeschlossene Intervall I; C I}, und diam(7,,) = 2~™*1.
Daher sind die Voraussetzungen des Intervallschachtelungsprinzip erfiillt und es
existiert ein x C Njen/;. Wir miissen noch zeigen, dass lim;_,o, z; = . Sei ¢ > 0
gegeben, wahle N, so dass ¢ > N impliziert 2¢; < €. Dies ist moglich, da ¢; — 0
konvergiert. Dann ist # € I; = [xn,41 — &, Zn,41 + €i]. Da auch alle z; € [; fur
J > N; folgt, dass fiir diese j gilt |z; — x;] < 2¢; < €. U
Wir wissen bereits, dass eine Folge in IR genau dann konvergent ist, wenn sie
eine Cauchyfolge ist. Welche Kriterien haben wir fiir die Konvergenz einer Folge?
Wir betrachten zunéchst einige einfache Beispiele:

1. Die konstante Folge £ = (a,a,a,...,a,...) ist Cauchyfolge und konvergent.
Sei € > 0 gegeben, betrachte ein beliebiges N € IN. Dann ist fiir 7,7 > N
& — &l =0<e.

2. Die Folge &, = % ist Cauchy-Folge und damit konvergent.

Sei € > 0. Dann existiert ein N € IN mit N > % und somit ist % < € und

.o . . . 1 1 1 .
fiir 2, 7 > N ist demnach 7, P <w und es gilt

- — - - - -— E.
] 1§ N
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3. Die dritte Folge aus Beispiel 2.4.6 ist konvergent. Dies folgt aus der Tatsa-
che, dass fiir n € IN gilt 27! < % Dies beweist man durch vollstdndige
Induktion, vgl. Blatt 4 Aufgabe 3.

Ein einfaches Konvergenzkriterium lédsst sich mit dem folgenden Begriff for-
mulieren:

Definition 2.5.9 (Monotone Folgen)

FEine Folge {a, }new heifit monoton steigend, wenn fiir m > n gilt a,, > a,. Sie
wird als monoton fallend bezeichnet, wenn fiir m > n gilt a,, < a,. Die Folge
heifit monoton, falls sie monoton steigend oder monoton fallend ist. Eine Folge
heifit streng monoton steigend, wenn aus m > n folgt a,, > a,. Entsprechendes
gilt fiir streng monoton fallend und streng monoton.

Satz 2.5.10 (Konvergenz beschrinkter monotoner Folgen)
FEine beschriankte, monotone, reellwertige Folge ist konvergent.

Beweis. Die Beweise fiir monoton steigende und monoton fallende Folgen sind
nahezu identisch, wir beweisen o0BdA (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) die
Behauptung im monoton steigenden Fall.

Sei also {a,}nen eine monoton steigende, beschrénkte Folge. Es gibt daher
ein M € R mit |a,| < M fiir alle n € IN. Dann ist insbesondere a,, < M. Daher
ist die Menge

B:{yEQ‘Vn: y>an}

nichtleer, setze A = Q \ B. Aus der Mengenalgebra aus der Linearen Algebra
erhélt man die folgende niitzliche Darstellung fiir diese Mengen

B:ﬂBnmitBn:{yEQ‘y>an}a

nelN

A= UAnwobeiAn:{yEQ‘ySan}.

nelN

Dann ist AU B = @ und AN B = (). Dariiber hinaus ist auch leicht einsichtig
\V/aEAVbGB gl].t a < b.

Damit haben wir einen Dedekindschen Schnitt, der eine Zahl z € R definiert.
Wir beweisen nun z = lim,,_,o @y,

Sei e > 0 gegeben, wir miissen zeigen, dass es ein N € IN gibt, so dass fiir alle
m > N gilt |z — a,,| < €. Da jede Zahl Q > a < z in A liegt, gibt es zu jeder
solchen Zahl mindestens einen Index k mit a; > a. Da es eine Zahl a € @ mit
z —e < a < z gibt, existiert auch ein N mit ay > a > z —¢e. Da fiir alle n > N
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gilt a, > ay, ist die Behauptung gezeigt, falls wir zeigen konnen, dass a, < z.
Da a, € A und z > a fiir alle a € A ist dies klar! U

Eine Abschwéchung des Begriffes des Grenzwertes ist der Begriff Haufungs-
punkt. Es spielt sowohl in der Theorie wie auch in Anwendungen, z.B. in der
Theorie dynamischer Systeme, eine wichtige Rolle.

Definition 2.5.11 (Hiufungspunkt einer Folge)

Es sei {x,}nen eine Folge in einem metrischen Raum (X, d) und x € X. Das
Element x € X heifit Haufungspunkt (engl. accumulation point) der Folge
{z }nen, falls zu jedem € > 0 unendlich viele n € IN existieren mit d(x,,z) < €.

Satz 2.5.12 (Bolzano®-Weierstraf3®)
Jede beschrinkte Folge in IR hat mindestens einen Haufungspunkt.

Beweis. Sei {a, },en eine beschrinkte Folge, M die Schranke, d. h. fiir alle n €
IN gilt |a,| < M. Alle Folgenglieder liegen zwischen —M und M, Iy = [-M, M].
Wir betrachten nun die beiden Teile [—M, 0], [0, M]. In mindestens einem liegen
unendliche viele Folgenglieder, wir wahlen dieses aus und nennen es [;. Ange-
nommen, wir hétten n abgeschlossene Intervalle Iy D Iy D --- D I,,_; ausgewéhlt
und in jedem dieser abgeschlossenen Intervalle liegen unendlich viele Elemente.
Dann zerlegen wir I, 1 = [a,_1,b,_1] in die beiden abgeschlossenen Intervalle

p—1 + bn—l p-1+ bn—l

2 L 2

[anfla ) bm] :

Mindestens eines enthélt unendlich viele Folgenglieder. Wir wéhlen es als I,, aus.
Die Linge von Iy ist diam(l,) = 27"2M = 27""'M. Damit erhalten wir eine
geschachtelte Folge von abgeschlossenen Intervallen, deren Lingen gegen 0 kon-
vergiert. Aufgrund des Intervallschachtelungsprinzips gibt es eine Zahl z € R

mit
z € ﬂ I,.

n=0,1,2,...

z ist Haufungspunkt der Folge, da in jedem I, unendlich viele der Folgenglieder
liegen. 0

®Bernard Bolzano (5.10.1781-18.12.1848) studierte Philosophie, Mathematik und Theolo-
gie. Er hatte zunéchst eine Professur fiir Religionswissenschaft. Seine wesentlichen mathemati-
schen Erkenntnisse waren der Zwischenwertsatz und der nach ihm benannte Satz von Bolzano-
Weierstrafl.

6Karl Theodor Wilhelm Weierstra§ (31.10.1815-19.2.1897) war einer der bedeutendsten Ma-
thematiker des 19 Jahrhunderts. Er was zunéchst Lehrer an einer hoheren Schule und fiel durch
seine Publikationen, die wichtige Zweige der Mathematik revolutionierten, auf. Er wurde Pro-
fessor an der Humboldt Universitédt in Berlin. Durch sein Wirken wurde Berlin zu einem der
groflen mathematischen Zentren dieser Zeit.
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Definition 2.5.13 (Teilfolge)
Ist a = {a, }new eine Folge und b = {b,,}men eine weitere Folge, so heifit b
eine Teilfolge von a, falls zu jedem m € IN ein n = n(m) € IN existiert mit

bm = Qn(m)

und die Folge der n(m) ist streng monoton steigend.

Bemerkung 2.5.14 (Teilfolgen)

Eine Teilfolge ist einfach eine Folge, die durch Auswahl eines Teils der Folgen-
glieder entsteht und die dann in natiirlicher Weise nummeriert werden. Wir
stellen uns dies etwa so vor:

aq a9 as ... ay (07%

T T T T

b1 b2 b3 bm
2=n(1) 7=n(2) n(3) n =n(m)

Korollar 2.5.15 (Folgen mit konvergenten Teilfolgen)
Jede reelle, beschrinkte Folge a = {a, }new enthélt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei z ein Hiaufungspunkt der Folge a. Sei fiir i € IN ¢; = 27%. Nach der
Definition von Héufungspunkt gibt es ein ay gy, n(i) > n(i—1) mit d(a,@, 2) < €.
Setze b; = an(;). Offensichtlich ist die Folge b = {b,,}men eine Teilfolge. Wir
miissen noch die Konvergenz gegen z zeigen. Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es ein
1 € IN mit g; < e. Setze N =i — 1. Dann ist fiir j > N

d(bj’z) = |an(j) - Zl <gj<g<e.

Satz 2.5.16 (Nichtabzihlbarkeit von RR)
IR ist nicht abzéhlbar.

Beweis. Wir zeigen, dass das Intervall [0, 1] nicht abzdhlbar ist. Angenommen
¢ : IN — [0, 1] sei eine Bijektion. Wir konstruieren eine Folge von geschachtelten
Intervallen [a,,, b,], deren Léngen eine Nullfolge bilden, so dass der Schnitt genau
einen Punkt enthélt. Aufgrund der Konstruktion wird dieser Punkt nicht im Bild
von £ liegen.

Setze ag = 0,by = 1. Angenommen wir hétten fiir n € INy bereits ein Intervall
la,, b,] ausgewéhlt. Setze

g(bn —ay).

1
nn:an+_(bn_an)a Un:an+3

3
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Setze nun
n bn
G = by =7 falls €y > 0
n bn
it = O boss = by falls Epyq < & ; |

Dann ist fiir alle n € IN das Folgenglied &, ¢ [an, b,]. Insbesondere gibt es kein
n € IN mit

&0 € [ ) 1am: .
m=0
Fiir alle n,m € Ng mit n > m gilt [a,, b,] C [am, by] und es gilt

: L.
diam([ami1, bms1]) = 3 diam([a,, by))-

Also bildet die Folge der Intervalllingen eine Nullfolge und

S= () lam, bm] # 0.
m=0

Sei x € S. Dann gibt es kein n € IN mit &, = z. Also ist £ keine Bijektion. 0

Bemerkung 2.5.17 (Kritik der Konstruktion)

Will man die reellen Zahlen konstruieren, so kann man natiirlich nicht den Be-
griff der Metrik mittels der reellen Zahlen definieren. Man kann dann entweder
den Weg iiber die Dedekindschen Schnitte gehen oder Cantor folgend den Weg
iiber Cauchyfolgen. Dazu muss man zunéchst Cauchyfolgen rationaler Zahlen
definieren. Ein Weg dazu wird in dem sehr empfehlenswerten Buch von EB-
BINGHAUS et al. mit dem schlichten Titel ,Zahlen“ [4] dargestellt, vgl. dort die
Seiten 30-35. Speziell sei auf den letzten Absatz auf Seite 32 hingewiesen.

2.6 Irrationale Zahlen

Was bringen uns die reellen Zahlen? Zunéchst iiberlegen wir uns, dass im Korper
Q das Ziehen der Wurzel im Allgemeinen nicht moglich ist. Schon das Beispiel
der Quadratwurzel von 2 zeigt uns das Problem.

Satz 2.6.1 (Nichtexistenz rationaler Wurzeln)
Es gibt keine rationale Zahl v mit x* = 2.

Beweis. Angenommen, es gebe eine solche Zahl x € ). Wir schreiben z in der
Form
r =2 mit ggT(p,q) = 1.
4q
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Hier bezeichnet ggT den grifiten gemeinsamen Teiler. Dann ist

2
2=2q2= % mit ggT(p?, ¢*) = 1.

Dies bedeutet
2¢* = p°.
Da die linke Seite von der Zahl 2 geteilt wird, ist dies auch fiir die rechte Seite
der Fall. Also 2|p?. Dann folgt aber 2|p, denn fiir eine Primzahl gilt: Teilt eine
Primzahl ein Produkt zweier Zahlen, so teilt sie mindestens einen der beiden
Faktoren. Dann gilt aber 2?|p* und damit haben wir 2%|2¢*>. Nach dem Kiirzen
haben wir
2l¢”

und damit 2|¢g. Dann ist aber ggT(p, q) ein Vielfaches von 2 im Widerspruch zur
Annahme ggT(p,q) = 1. O

Korollar 2.6.2 (Losbarkeit ganzzahliger quadratischer Gleichungen)
Fiir eine ganze Zahl z ist die Gleichung

r =z

in Q genau dann losbar, wenn diese in Z Iosbar ist.

Beweis. Siche Ubungen! Man analysiere den Beweis von Satz 2.6.1. 0

Bemerkung 2.6.3 (Iterationsverfahren)
Die rekursiv definierte Folge

Tn 1
Tpp1 = +—, s1=1
2 Ty
ist eine Cauchyfolge. Sie konvergiert gegen die Losung der Gleichung 22 =2in
R. Vergleiche die entsprechende Ubungsaufgabe. Diese Methode die Quadrat-
wurzel auszurechnen beruht auf einem nach dem griechischen Mathematiker
Heron™® benannten Verfahren.

"Heron von Alexandria lebte im ersten Jahrhundert nC. Im Altertum wurde er wegen seiner
Schriften zur Mechanik und der praktischen Umsetzung in Form eines mechanischen Theaters
beriihmt. Er schrieb auch tiber Technik, Pneumatik und Vermessungskunde.

8Das Verfahren von Heron startet zur Berechnung der Quadratwurzel von ¢ > 0 mit einem
Rechteck mit Seitenlédngen a > 0, b > 0 der Fliche a - b = q. Nun berechnen wir sukzessive
neue Rechtecke, die das Quadrat approximieren. Sind a,, b, berechnet, so gibt man die neuen
Werte a1 = a”;b" yont1 = anqﬂ an. Die im Text angegebene Folge ist mit dieser Folge von

Paaren (a,,b,) € R? eng verwandt.
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Definition 2.6.4 (Monotone Funktionen)

Essei D C R und f: D — R, D(f) = D sei eine Funktion. f heit monoton
steigend, falls fiir alle x,y € D mit x < y folgt f(z) < f(y). Sie ist streng mono-
ton steigend, falls fiir alle x,y € D mit x < y folgt f(z) < f(y). Entsprechend
definiert man monoton fallend und streng monoton fallend. Ist die Funktion
entweder streng monoton steigend oder streng monoton fallend, so bezeichnen
wir die Funktion als streng monoton. Entsprechend definieren wir die Funktion
als monoton.

Satz 2.6.5 (Umkehrfunktion einer streng monotonen Funktion)
Ist D C R eine Teilmenge und f : D — R, D(f) = D streng monoton, so ist f
umkehrbar und die Umkehrung ist streng monoton.

Beweis. Da f streng monoton ist, folgt sofort die Injektivitéit, denn aus f(x) =
f(y) und = < y oder x > y folgt sofort ein Widerspruch zur strengen Monotonie.

Sei f oBdA streng monoton steigend z; = f(x), 29 = f(y) und 2z; < 2. Dann
ist [71(z1) = @, f7H(22) = y. Ist x # y, so ist entweder z < y oder z > y. Der
letzte Fall ist ein Widerspruch zu der Tatsache, dass f streng monoton steigend
ist und daher ist x < y. U

Hilfssatz 2.6.6 (Monotonie von z")
Sei n € IN. Die Funktion f, : x — 2" ist auf Q) = {m cR ‘ T > 0} streng

monoton steigend. Insbesondere ist auch ihre Umkehrfunktion streng monoton.

Beweis. (Induktion) Sei z < y und A = {n eN ‘ " < y”} Dann ist 1 € A
und y > 0. Sei n € A, dann gilt

In+1:l,_xn<y_wn<y'yn:yn+l

und n € A. U

Satz 2.6.7 (Losbarkeit von ™ = p > 0)
In R gibt es zu jedem n € IN und zu jedem p € Q (Q = {x ‘ x> O}) eine
Losung der Gleichung

" =np.

Beweis. Fiir diese Aussage kann man drei alternative Beweise angeben, jeweils
basierend auf dem Vollstdndigkeitsaxiom, dem Intervallschachtelungsprinzip und
dem Dedekindschen Schnittaxiom. Wir gehen den letzten Weg und betrachten
die Mengen

A+={q€Q7q20’q”§p}, Bz{qu,QZO‘q”>p}7
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A:A+u{qu(q<o}.

Zu zeigen ist zunichst: A, B#0, ANB=0, AUB=Q und Va € A,b € B gilt
a < b. Nach dem archimedischen Prinzip gibt es ein m € IN mit m > p. Dann ist

o<L 1 Ly
m m
und damit "
<£> < 1 <p,
m m

also ist Ay # (). Setze A = A, U {q e ‘ q< 0}. Gleichermafien folgt aus

p < mund 1 < m, dass m™ > p und damit ist auch B # (). Nach Definition
von A, B ist AN B = (. Da R vollstindig geordnet ist, folgt fiir jedes z > 0
" < pVa" =pVa" > pund damit ist AUB = Q. Ist a € Aund b € B,
so ist a™ < b", also wegen der Monotonie (Hilfssatz 2.6.6) der n-ten Potenz
auch a < b. Damit haben wir einen Dedekindschen Schnitt gefunden, der eine
reelle Zahl = definiert. Wir miissen noch beweisen, dass ™ = p ist. Angenommen
" # p. Dann ist 2" < p oder z > p. Beide Félle werden auf gleiche Weise
behandelt. Wir nehmen an, 2" < p. Wenn wir eine rationale Zahl oo € @ finden
mit 2" < « < p, die n-te Potenz einer rationalen Zahl ist, so sind wir fertig, denn
dies ergibt einen Widerspruch zur Definition des Dedekindschen Schnittes. Dazu
betrachten wir die Zahl x + ¢ fiir ein € > 0. Wir zeigen nun, dass es ein € > 0
gibt, so dass (z + &)™ < p.

(z+e)" = zn: (Z) "Rk

k=0

= 2" +¢ <Z (Z) x”k8k1>
k=1

"+ e <z”: <Z) max(x, 1)" ¥ max(e, 1)k>

k=1

IN

IN

z" + e(max(z, 1) max(e, 1))"~ ; (k;)
= 2"+ e(max(r, 1) max(e, 1))" 12",

Dies ist ein Ausdruck der Form

2" +eK,

wobei K fiir 0 < ¢ < 1 eine positive reelle Zahl (unabhéngig von ¢) ist. Nach dem
archimedischen Prinzip kénnen wir 1 > £ > 0 so klein wahlen, dass e K < p — 2",
und damit ist

" < (v +e)" <p.
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Da es zwischen x und x + ¢ nach Satz 2.3.3 (5) mindestens eine rationale Zahl
s gibt, liegt deren n-te Potenz s" zwischen 2™ und p, also 2" < s" = a < p.
Dann ist s € A, denn s" < p, aber s > x im Widerspruch zur Konstruktion des
Dedekindschen Schnittes. 0

Definition 2.6.8 (Wurzel)

Fiir eine Zahl p € Ry sei die positive Losung der Gleichung 2" = p mit {/p
bezeichnet. Wir nennen dies die n-te Wurzel aus p. Ist n = 2 sprechen wir von
der Quadratwurzel und schreiben ,/p.

2.7 Teilmengen von R

Wir hatten bereits spezielle Teilmengen, die abgeschlossenen Intervalle, gesehen.
Wir wollen nun weitere spezielle Teilmengen angeben und einige Konstruktionen
in Zusammenhang mit Teilmengen durchfiithren.

Definition 2.7.1 (Intervalle)
Seien a, b reelle Zahlen.

1. Eine Teilmenge der Form {x eR ‘ a<x< b} heifit offenes Intervall. Wir

schreiben dafiir (a,b).

2. FEine Teilmenge der Form {:U ceR ‘ a<xz< b} oder {x eR ) a<x< b}
heiBt halboffenes Intervall. Im ersten Fall schreiben wir (a,b], im zweiten
[a,b).

Ein Intervall ist eine Menge, die entweder ein offenes, halboffenes oder abge-
schlossenes Intervall ist.

Wir beginnen nun mit einer beliebigen Teilmenge M von RR.

Definition 2.7.2 (Beschrinkte Mengen)

Ist M C R eine Teilmenge, so heif3t M nach oben beschrédnkt, wenn es eine Zahl
K € IR gibt, so dass fiir alle x € M gilt * < K. Ist M C R eine Teilmenge, so
heifit M nach unten beschrinkt, wenn —M nach oben beschréankt ist.

Satz 2.7.3 (Kleinste obere Schranke)

Ist eine Menge () # M C R nach oben beschréinkt, so existiert eine kleinste
obere Schranke, d. h. eine Schranke K, so dass aus K' ist Schranke fiir M folgt
K < K'. Eine entsprechende Aussage gilt fiir nach unten beschriankte Mengen
und einer gréf8ten unteren Schranke.
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Beweis. SeiB:{bEQ“v’xEM: b>x}7éQundA:Q\B.DaMnach

oben beschrankt ist, ist B nicht leer. Dann sind A, B disjunkt, ihre Vereinigung
ist @ und fiir alle a € A und alle b € B ist a < b. Also ist das Paar A, B ein
Dedekindscher Schnitt und definiert eine reelle Zahl K. K ist eine obere Schranke
fir M. Denn zu z € M, x > K, gibt es ein b € Q mit b € (K, z), insbesondere
b > K. Dann ist aber K nicht die reelle Zahl, die dem Dedekindschen Schnitt der
Mengen A, B entspricht. Ist nun K’ eine obere Schranke fiir M und ist K’ < K,
so finden wir eine rationale Zahl y € (K’, K). Dann ist aber fiir alle m € M
y > K’ > m und damit y € B. Dann ist K > y und dies widerspricht der
Konstruktion des Dedekindschen Schnittes. U

Definition 2.7.4 (Supremum)

Die Zahl K aus Satz 2.7.3 heifit Supremum der Menge M und wird mit sup M
bezeichnet. Entsprechend bezeichnen wir die grofite untere Schranke als Infimum
von M und schreiben dafiir inf M.

Bemerkung 2.7.5 (Supremum /Infimum der leeren Menge)

Ist M = 0, so ist M offensichtlich beschréinkt, die Menge B, wie oben definiert,
ist dann B = @ und daher A = (). Dieses Paar definiert keinen Dedekindschen
Schnitt und auch keine reelle Zahl. Wir ordnen diesem Paar das Symbol —oo
und dem Paar (Q, () das Symbol co zu. In diesem Sinne ist

sup ) = —oo und inf () = co.

Hat man eine Folge, so kann man dieser die zugrundeliegende Menge zuordnen,
einfach, indem man die Folgenglieder als Elemente eine Menge auffasst. Ist also
a = {a;}jen eine Folge so ordnen wir dieser die Menge

A:{ai

ielN}

zu. Notwendig fiir die Konvergenz der Folge a ist die Beschrénktheit der Folge
a und damit der Menge A. Fiir den Fall, dass diese Menge nicht beschrinkt ist,
wollen wir noch zwei Spezialfille betrachten. Dazu definieren wir die erweiterten
reellen Zahlen, indem wir zwei extra Punkte hinzunehmen.

Definition 2.7.6 (Erweiterte reelle Zahlen)
Wir setzen
Rerw = RU {00} U {—00}.

und bezeichnen dies als erweiterte reelle Zahlen.
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Definition 2.7.7 (Konvergenz gegen Unendlich)

FEine divergente Folge a = {a,}nen konvergiert in R, gegen oo bzw. —oo,
wenn zu jedem K > (0 eine Zahl N € IN existiert, so dass fiir alle n > N
gilt a, > K bzw. a, < —K. FEine Folge heifit konvergent in IR.,,,, wenn sie
entweder in R konvergiert oder in IR divergiert und gegen oo oder —oo in Ry
konvergiert. Wir schreiben lim,,_,, a,, = a,£00 je nachdem, ob die Folge in IR
gegen a konvergiert oder in R.,,, gegen oo konvergiert.

Korollar 2.7.8 (Konvergenz monotoner Folgen in R.,,)
Jede reelle, monotone Folge konvergiert in Re.q,.

Ist nun eine reelle Folge a = {a, }nen gegeben. Dann konstruieren wir neue Folgen
An:sup{am)mzn}, Bn:inf{am‘mzn}‘

Nun ist {A, },en eine monoton fallende Folge, { B, },en eine monoton steigende
Folge und daher existieren die Grenzwerte lim,,_,o, A, € Repw.

Definition 2.7.9 (Limessuperior, Limesinferior)
Es sei a = {a, }nen eine reelle Folge. Dann nennen wir die erweiterte reelle Zahl
lim,, oo A,, den Limessuperior und lim,,_,., B, den Limesinferior der Folge a.
Wir schreiben
limsupa, = lim A,
n—»00 n—00
und

liminfa, = lim B,,.
n—oo n—o0

Satz 2.7.10 (Haufungspunkte einer Folge)
Alle Haufungspunkte einer Folge liegen im abgeschlossenen Intervall

[lim inf a,,, lim sup a,,].
n—00 n—00

Beweis. Ubungen. 0

2.8 Die komplexe Zahlenebene

Wir fithren auf R? = IR xR eine Addition ein, indem wir Paare komponentenweise

addieren, also
()= ()=
4 =
(1 Y2 Y1+ Y2
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und Paare multiplizieren nach folgender Regel

T\ T2\ _( Y1 T2V Y2
Y1 Y2 T1Y2 + T2l '

Man priift nach (lingere Rechnung): Diese beide Verkniipfungen machen IR? zum
Korper, der R als Unterkorper enthélt indem wir R auffassen als

R {() |ren)

Wir betrachten den Punkt (z,y) als Punkt in der Ebene mit Koordinaten z, y.
Fiir das Paar (x,y) schreiben wir auch

< * ) =xr+1i
y v
Die Rechenregeln lauten dann
(w1 +dy1) + (22 + 1y2) = (21 + 22) + 1(1 + 12),

bzw.

(x1 +iyr) - (wo + iye) = (w1 - 22 — Y1 - Y2) + (21 - Yo + 22 - Y1).

Damit sieht man die Erweiterung der Losbarkeit von Gleichungen gegeniiber IR,
withrend in R die Gleichung 2? = —1 nicht 16sbar ist, wird die Gleichung 2? = —1
in C durch z = i gelost. Wir haben damit einen neuen Koérper konstruiert, den
wir mit € bezeichnen und der eine Erweiterung von IR ist, in dem quadratische
Gleichungen allgemein losbar sind. Wir bezeichnen das allgemeine Element in €
mit z = x+1iy. Wir nennen z ein komplexe Zahl. Mit Z = z—1iy bezeichnen wir die
konjugiert komplexe Zahl. (Achtung: engl.: complex conjugate). Ist z = =z + iy
wird x als Realteil und y als Imagindrteil von z bezeichnet, man schreibt

r =Re(z) y=Im(z).

Hier einige Regeln zum Umgang mit der Konjugation.

Lemma 2.8.1 (Rechenregeln in C)
1. z=1z;

2. 21+ 20 =71 + Zo;

3. 2123 =71 Z2;

4 Re(z) = %(Z +3);

Beweis.



o4 KAPITEL 2. REELLE UND KOMPLEXE ZAHLEN

z=x+ 1y
y = Im(2)
21 L ||
i —
0 I R R
1 2 3 x = Re(z) = Re(2)
o .
_y_Im(Z> Z:x—iy

Abbildung 2.3: Veranschaulichung einer komplexen Zahl
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l.Z2=zx—iy=o+iy=z.
2.
21+ 29 = (:cl -+ iyl) -+ (3?2 —+ iyg) = ((El -+ 5172) + i(y1 + yg)
= (21 +22) —i(yr +12) = (21 —iyr) + (22 — iye) =71 + %2
3.
Z1 - 22 (1 +1y1) - (22 + 1y2) = (X122 — y1y2) + 1(Toy1 + T1Y2)
= (2122 — Y1y2) — 1(@2y1 + T192)
= (x1 —iyr) - (2 — 1y2)
= 21 Z2
Die vierte und fiinfte Aussage sind unmittelbar klar. 0

Eine leichte Rechnung zeigt
z-Z=(z+iy)- (z —iy) =2+ 9> > 0.
Wir notieren fiir die Grofle
= ViE= VAT
die folgenden Eigenschaften, die wir von der Betragsfunktion in IR kennen.

Satz 2.8.2 (Betragsfunktion)
Fiir z = x + iy gilt

1. |z| > 0 und
2| =0 <= 2z =0;

2. |z 2| = |2] - |22l;

3. |z + 22| < [a1] + 2.

Die Funktion d : C x C — R : (21, 22) — |21 — 23| ist eine Metrik auf C.

Beweis.

lz-z=(x+iy)(z—diy) =22+ 2> 0. st 22 +¢y* =0, s0 gilt x =y = 0
und damit ist z = 0. Die Umkehrung ist offensichtlich.

2 _
’Zl . 22‘ — Z1R2Z1%2
= 2122721 22
= Z1Z1%2%2

|21 |% 22",
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Durch Wurzelziehen erhélt man die Behauptung.

3. Zunichst bemerken wir die fiir alle z € C intuitiv offensichtliche Unglei-

chung
[Re(2)] = |z| < Va? +y? = |z].

Mit Z]' = .fL'j —+ iyj, j = 1,2 gllt

(214 22) - (21 + 2)

2121 + 2922 + 2122 + 2221
= |z]?+|z)* + 2Re(2122)
|21]? + |22)* + 2| Re(21%2)|
12112 + |2* + 2|21 %)

|21|* + |z2]? + 2|21 [ 2]

= (1] +[2))*

|21 +22‘2

VANVAN

Daraus folgt dann die Behauptung.

Wir miissen nun beweisen, dass d eine Metrik ist, die sich sogar als Fortsetzung,
der auf IR definierten Metrik erweist. Dazu miissen wir die Eigenschaften (M
1-3) aus Definition 2.4.1 nachpriifen. Natiirlich ist d(z1, z2) = |21 — 22| > 0 mit
Gleichheit genau dann, wenn z; = z5. Also haben wir (M 1).

Wir priifen (M 2):

d(z1,22) = |21 — 29|
= \/(2’1 - ZQ)m
= \/(—(2’1 - Zz))W

= |z — 2]
= d(ZQ, Zl).
Bleibt (M 3).
d(ZhZQ) = |Zl - 2’2|

= |Zl—23+23—22|
< |z — 2] 4 |23 — 2o
= d(zl, 23) + d(Zl, 23).

Betrachtet man die Teilmenge derjenigen Punkte mit verschwindendem Ima-
gindrteil als den Unterkorper der reellen Zahlen, so ergibt die Einschrinkung
von d auf R x R genau die Metrik auf R. 0

Aufgrund dieser letzten Beobachtung erhalten wir sofort die folgende Aussage.
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sind.

Korollar 2.8.3 (Konvergenz komplexer Folgen)
FEine Folge {z, }new In C ist genau dann konvergent gegen z, € C, wenn die reel-
len Folgen {Re(z,) tnew und {Im(z,)}new gegen Re(zo) bzw. Im(zq) konvergent

Korollar 2.8.4 (Cauchyfolgen in C)
1. Eine Folge {z, }nen in C ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn die reellen
Folgen {Re(z,) }new und {Im(z,)}new Cauchyfolgen sind.

2. (C,d) ist vollstéandig.

10.
11.
12.
13.
14.

Wichtige Definitionen und Sitze im zweiten Kapitel

Koérperaxiome 2.1.1

. Anordnungsaxiome 2.2.1

Archimedische Anordnung 2.2.8

. Wohlordnungssatz 2.3.2

Konvergenz 2.4.7 und Cauchyfolge 2.4.9
Vollstéandigkeit eines metrischen Raumes 2.4.12
Vollsténdigkeitsaxiom: IR ist ein vollstédndiger metrischer Raum 2.4

Vertauschungsétze fiir Grenzwerte und arithmetische Operationen
2.5.5

Aquivalenz von Vollstiandigkeit, Intervallschachtelungsprinzip und
Dedekindschem Schnittaxiom 2.5.8

Satz von Bolzano-Weierstraf3 2.5.12
Uberabzihlbarkeit von R 2.5.16
Irrationalitat der Wurzel aus 2 2.6.1

Supremum und Infimum 2.7.4

Komplexe Zahlen 2.8.2, 2.8.3, 2.8.4
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Kapitel 3

Reihen

In diesem Kapitel werden wir Reihen untersuchen. Die Konvergenz von Reihen
mit Hilfe der Konvergenz der Teilsummenfolge definiert.

Inhalt
3.1 Konvergenz von Reihen. . . . ... ... ........ 59
3.2 Absolute Konvergenz . ... ... ............ 64
3.3 Konvergenzkriterien . . . . .. ... o000 000 67
3.4 Produkte von Reihen . ... ............... 70
3.5 Die Exponentialreihe . . ... ... ........... 72
3.6 Der Logarithmus . . . . ... ............... 7T

3.1 Konvergenz von Reihen

Eine Reihe ist der Versuch eine unendliche Summation zu verstehen. Sei {a, }nen
eine reelle oder komplexe Folge und

n
n) = Z .
k=1

Wir wollen nun der formalen Reihe
oo
>
k=1
unter bestimmten Umstidnden einen Wert zuordnen durch
Zak lim S(n).
n—oo

29
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Formal gehen wir folgendermaflen vor.

Definition 3.1.1 (Reihe)
Ein Paar von Folgen ({a;}jen, {Sn}new) heiit Reihe, falls

n

Sn = Z(Ij.

j=1
Wir schreiben dafiir kurz
oo
E CL]'.
=1

Falls der Grenzwert
lim S,

n—oo

oo
2
i=1

konvergiert, im anderen Fall bezeichnen wir die Reihe als divergent. Der Wert
Sy, wird als Partialsumme bezeichnet, lim,,_,, S(n) als Wert der Reihe, {S, },ew
nennen wir die Partialsummenfolge.

existiert, sagen wir, die Reihe

Aus unseren bisherigen Erkenntnissen kénnen wir sofort einige Aussagen iiber die
Konvergenz von Reihen machen.

Satz 3.1.2 (Geometrische Reihe)
Fiir x € R mit |z| < 1 ist die Reihe

[e.e]
>

k=0

konvergent. Der Wert dieser Reihe ist ﬁ

Beweis. Durch Induktion beweist man S,,(1 — ) = 1 — 2. Die Formel ist kor-
rekt fiir n = 1. Angenommen, diese Formel ist gezeigt fiir 1,...,n. Dann ist

Spi1(l—2)=8,(1 —2) + 2" (1 —2) =1 — 2" 2"t — " F2

Aus dieser Formel folgt

Dann ist
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da lim, o 2™ = 0 ist fur |z| < 1. 0

Notwendig fiir die Konvergenz einer Reihe ist, dass {.S,, },ew eine Cauchyfolge
bildet. Dies bedeutet, wie wir ja wissen, dass zu jedem € > 0 ein N € IN existiert,
so dass fiir alle m,n > N gilt |S,, — S,| < e. Es gilt fiir m >n > N

m

>

k=n+1

|[Sim — S| =

Mit der Wahl m = n + 1 erhélt man die wichtige Aussage des néchsten Satzes.

Satz 3.1.3 (Notwendige Bedingung fiir Konvergenz einer Reihe)
Notwendig fiir die Konvergenz einer Reihe Y -, ay, ist, dass die zugrundelie-
gende Folge {ay}rew eine Nullfolge bildet.

Diese Bedingung ist allerdings nicht hinreichend, wie das wichtige Beispiel der
harmonischen Reihe zeigt. Bevor wir dieses behandeln noch eine weitere kleine
Beobachtung.

Lemma 3.1.4 (Reihen mit positiven Gliedern)
Ist {ay}rew gegeben mit ap > 0 fiir alle k, dann ist die Folge der {S, },en
monoton steigend und genau dann konvergent, wenn sie beschriankt ist.

Beweis. Folgt aus Lemma 2.5.2 0
Satz 3.1.5 (Divergenz der harmonischen Reihe)
Sei
1
ap = E
Die Reihe o
D
k=0
ist divergent.

Beweis. Wir zeigen, dass die Teilfolge {S(2%)},en unbeschriinkt ist. Dafiir be-
welsen wir

n

[\

>

|3

El
I
| =

1

. Angenommen fiir 1,...,n gilt

DO [

Dies ist richtig fiir n = 1, denn % >

N
3

| =
(V4
o] 3

£
Il
—
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Dann ist

[\o}
3
+
=
(e}
3
+
=

| =

>0
=’
=1 k=2n41

™
| =

Nun stehen in der letzten Summation 2" Terme, von denen jeder mindestens #
ist, die Summe ist also abzuschétzen durch

2n+1

1 1 1
> 127 gy
k ntl 2

k=241

Daraus folgt die Behauptung. 0

Definition 3.1.6 (Harmonische Reihe)
Die Reihe

wird als harmonische Reihe bezeichnet.

Allerdings reicht die Voraussetzung, dass die Folge {ay }ren eine Nullfolge ist fiir
eine spezielle Klasse von Reihen aus, um die Konvergenz zu erzwingen. Dazu
betrachten wir reelle Reihen, d.h. Reihen deren Summanden a; in R sind.

Definition 3.1.7 (Alternierende Reihe)
Sei {a;}jen eine reelle Folge mit a; - aj11 < 0 fiir alle j € IN. Dann heifit die

Reihe -
pIL
j=1

alternierend.

Lemma 3.1.8 (Alternierende Reihe)
Eine Reihe Y ;7 | ay, ist genau dann alternierend, wenn es eine Folge {by}ren
positiver reeller Zahlen gibt, so dass

ar, = sgn(ap)(—1)"by,
ist. Hierbei steht sgn(-) fiir die Signumfunktion definiert fiir reelle Zahlen durch

1 falls >0
sgn(z) = 0 falls =0
-1 falls x<0.

Beweis. Setze by = |ax|. Der Rest ist klar! U
Das folgende Kriterium ist nach dem Mitbegriinder der Analysis benannt.
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Satz 3.1.9 (Leibniz!'-Kriterium)
Sei {a;}rew C IR eine Folge mit ay - axyq < 0 fiir alle k und sei b = {by.}ren
die nach Lemma 3.1.8 zugeordnete Folge positiver Zahlen. Ist b monoton und
limy,_, ar = 0, so ist die Reihe

>

k=1

konvergent.

Beweis. Sei o0BdA a; < 0. Fiir alle k € IN gilt agp14+asx > 0 und agg_1+ag, <0
(wegen der Monotonie der bg). Aus a; < 0 erhalten wir

aq S aq +a2+a3+---+a2k+a2k+1
N~ N—— N’

<0 >0 >0

(. J

-~
-Summanden
2k+1

= > a;=S(2k+1)
j=1

~——
>0
= Q1+ ay+ -+ Aogyr T A2k42

<0 <0

. S

(k+1)-Summanden

< 0.

Dies zeigt, dass die Folge S(2k + 1) monoton steigend und die Folge S(2k) mo-
noton fallend ist. Die Folge der S(k) ist aufgrund der angegebenen Abschéitzung
beschrankt und die Grenzwerte

A = lim S(2k)

k—o0

B = lim S(2k+1)
k—o0

existieren. Dann ist
B—A=lim S(2k+1)— lim S(2k) = lim (S(2k+1) — S(2k)) = lim a1, = 0.
k—o0 k—o00 k—o00 k—oo

Damit existiert der Grenzwert und die Reihe ist konvergent. U

LGottfried Wilhelm Leibniz (1.7.1646-14.11.1716) arbeitete als Diplomat, Philosoph, Jurist
und Wissenschaftler. Mit seinen Arbeiten zur Analysis, die in Konkurrenz zu Isaac Newton
entstanden sind, war er einer ihrer Mitbegriinder. Er war ein Universalgelehrter, der auch
in der Philosophie und Theologie deutliche Spuren hinterlieB. Er plante die Griindung vieler
wissenschaftlicher Akademien, war dabei aber nur in Berlin erfolgreich. Der Verbund einer Reihe
von Forschungsinstituten aus verschiedensten Disziplinen nach ihm benannt. Dies unterstreicht
seine enorme Bedeutung fiir die Entwicklung der modernen Wissenschaft.
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3.2 Absolute Konvergenz

Wir kommen zur Beschreibung einer weiteren Konvergenzeigenschaft, die sich als
ein Spezialfall einer grofien und wichtigen Klasse erweisen wird.

Definition 3.2.1 (Absolute Konvergenz von Reihen)
Es sei a = {a, }nen eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. Die Reihe

Z a,, heiBt absolut konvergent, falls die Reihe Z |a,,| konvergent ist.

n=1 n=1

Die Bedeutung der absoluten Konvergenz kommt durch zwei Resultate zum Aus-
druck, die sich auf die Umordnung von Reihen beziehen. Wir definieren diesen
Begriff zunéchst.

Definition 3.2.2 (Umordnung)
Gegeben sei eine Folge a = {a,}new reeller oder komplexer Zahlen und eine
bijektive Abbildung 3 : IN — IN. Dann heifit die Reihe

Z ag(;) eine Umordnung der Reihe Z a;.

j=1 j=1

Wir werden nun sehen, dass der Wert einer Reihe sich durch eine Umordnung
verdndern lésst.

Beispiel 3.2.3 (Alternierende harmonische Reihe)
1. Die alternierende harmonische Reihe

ist konvergent. Dies folgt sofort aus dem Leibniz-Kriterium Satz 3.1.9.

2. Diese Reihe ist nicht absolut konvergent, denn ansonsten wiirde die har-
monische Reihe konvergieren.

3. Es gibt eine Umordnung dieser Reihe, so dass der Wert der umgeordneten
Reihe oo ist. Um dies zu sehen, betrachten wir die positiven Folgenglieder
zwischen 2" 4+ 1 und 2"*' — 1. Dies sind 2"~! ungerade Indizes. Diese
Folgenglieder sind groBer als 2~"+Y der Gesamtbeitrag ist mindestens
2n=1. 2=+ = 1 Wir erhalten die umgeordneten Reihe
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Beispiel 3.2.3 (Alternierende harmonische Reihe(Fortsetzung))
3. (Fortsetzung)

PR A RS W b A N B B A S NS IS B A O
2 3 4 57 6 91113 15 8) "

- Loy oy ] !
1 243 ol 1 omt2)

Ab N = 3, d.h. fiir n > 3 ist der in der Ausdruck in der Klammer

mindestens % und damit iibersteigt der Wert der Reihe jede Schranke.

Satz 3.2.4 (Konvergenz absolut konvergenter Reihen)
Eine absolut konvergente Reihe reeller oder komplexer Zahlen ist konvergent.

Beweis. Sei {a,}n € IN eine Folge, so dass Y, a,, absolut konvergent ist. Wir
wollen das Cauchysche Konvergenzkriterium anwenden um zu schlieflen, dass die
Reihe konvergent ist. Sei .S,, die entsprechende Partialsumme. Dann ist

m m
[Sn =Sl = | D @) < D ayl.
j=n+1 j=n+1

Ist € > 0 gegeben, so existiert aufgrund der absoluten Konvergenz ein N € IN;| so
dass fiir n,m > N der rechte Ausdruck durch e abgeschéitzt werden kann. Das
ist aber gerade die Konvergenzbedingung. 0

Satz 3.2.5 (Invarianz gegen Umordnung)
Der Wert einer absolut konvergenten Reihe ist invariant gegen Umordnungen.

Beweis. Sei {a,}nen eine Folge, so dass die Reihe )" | a, absolut konvergent
ist, ferner sei B : IN — IN eine Bijektion. Zu zeigen ist, dass

Z Ay — Z ag(n).
n=1 n=1

Sei € > 0 gegeben und

A:ian.

n=1

Dann gibt es wegen der absoluten Konvergenz ein N € N, so dass fiir m > N gilt

o.9]
D an| <e.
n=m
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Insbesondere ist dann fiir m > N

m o
A—Zan §Z|an|<6.
n=1 n=m

Fixiere m > N und wihle M > m, so dass fiir alle £ € IN mit £ < m gilt k = ()
fiir ein j < M. Dann ist

o0

> e

n=m-+1

<

M o) o)
A=Y asp| < D lagpl <) lagl <<
j=1 j=M+1 j=m

Satz 3.2.6 (Umordnungssatz)
Ist {a,}nen eine reelle Folge, so dass die zugehorige Reihe konvergent, aber
nicht absolut konvergent ist. Dann gibt es zu jedem A € IR eine Bijektion

B4 :IN— N, so dass
D ag,m=A
n=1

ist.

Beweis. Wir schreiben IN = P U N, wobei
P:{nEIN‘anEO}undN:{nelN‘an<0}. (3.1)

Dann ist P = {p1,p2,...}, N ={ni,ng,...}. Seinun A > 0 (A < 0 wird ganz
entsprechend behandelt und auch A = 0 bedarf nur einer kleinen Modifikation).
Wir addieren die den ersten Indizes in P entsprechenden Elemente a;. Dabei sei

J1 € IN minimal mit
J1
A=) a, > A
i=1
Ein solches j; existiert, denn die Reihe ), pa; ist divergent (Warum?). Dann
addieren wir bis ¢; € IN, /; minimal mit

12
Ay=A1+ ) an <A

k=1

Entsprechend nehmen wir an, es seien Zahlen As, 1 > A > Ay, j, € IN und /¢,
bereits definiert. Setze j,+1 € IN als minimalen Wert

jn+1
Agpy1 = Agn + Z ap, > A,

k=jn+1
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und /¢, 11 wiederum als kleinsten Wert, so dass

lpt1

Aopio = Agpi1 + Z ny < A.
k=l +1

Alle diese Indizes existieren und damit ist eine Folge {A}ren definiert. Diese
Folge konvergiert gegen A, denn

|A - A2k| < |a7’l2k| bzw. |A - A2k+1| < Apojetr -

Da die Folge der {a, },en eine Nullfolge bildet, folgt limy o, Ax = A. Wir defi-
nieren 7(0) = 0 und setzen fir n € N 7(n) = j, + £,. Ist firn e N 7(n — 1) <
k < 7(n—1)+ jn, so setzen wir B(k) = p, mit s = S0 jo + (k — 7(n — 1)).
Ist 7(n — 1) 4+ ju < k < 7(n), so setzen wir B(k) = n, mit r = 3" £, + (k —
T(n—1) = jn). 0

Korollar 3.2.7 (allgemeiner Umordnungssatz)

Ist {an}new eine reelle Folge, die gegen Null konvergiert und fiir die die zu-
gehorige Reihe nicht absolut konvergent ist. Betrachtet man die Mengen P, N
wie in Gleichung (3.1) und sind die Reihen

Zap und Z ap

peEP neN

beide nicht konvergent, so gilt die Aussage des Satzes 3.2.6.

3.3 Konvergenzkriterien

In diesem Abschnitt wollen wir Reihen auf Konvergenz untersuchen. Wir wissen
bereits, dass die geometrische Reihe konvergent ist, d.h. fir 0 < v < 1 ist die

Reihe -
>
n=0

absolut konvergent. Wir beweisen zunéchst einen Vergleichssatz, der auch als Ma-
jorantenkriterium bekannt ist.

Satz 3.3.1 (Majorantenkriterium, Vergleichssatz)
Ist > | a, eine konvergente Reihe mit a,, > 0 fiir alle n € IN und gilt fiir eine
komplexe Folge {z, }nen

|zn| < a, fiir alle n € N,

so ist die Reihe 7 | z, absolut konvergent.
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Beweis. Sei A(n) =Y ,_, ay und Z(n) = >} _, z. Von der letztgenannten Folge
{Z(n)}new miissen wir zeigen, dass sie eine Cauchyfolge in C ist, wihrend wir
als bekannt voraussetzen diirfen, dass die Folge der A(n) eine reelle Cauchyfolge
ist.

Sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein N € IN mit n > m > N impliziert

|A(n) — A(m)| < e.

Dann ist flir n >m > N

Z(n) = Zm)| = | Y zk|< D Jml < D an=]A(n) — A(m)| <e.
k=m-+1 k=m+1 k=m-+1

Korollar 3.3.2 (Quotientenkriterium)

Es sei {a, }new eine Folge, so dass hichstens endlich viele n € IN existieren, so
dass a, = 0 ist. Gibt es ein N € IN und eine reelle Zahl 0 < 6§ < 1, so dass
n > N impliziert

Dann ist die Reihe )"~ a, absolut konvergent.

Beweis. Sei ¢ = |ayy1|. Dann ist (wie man leicht durch vollsténdige Induktion
{iberpriift) |anim| < cd™ 1. Da die Reihe

i ™

m=1

konvergiert, gilt dies nach Satz 3.3.1 auch fiir die Reihe

o9
E Am+N -
m=1

Dann ist natiirlich auch die Reihe
oo
> an
n=0

konvergent. 0
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Korollar 3.3.3 (Wurzelkriterium)
Ist {a, }new eine Folge komplexer Zahlen, so dass es ein 0 < 6 < 1 gibt, so dass

fiir alle n € N gilt {/|a,| < 0, dann ist die Reihe

oo
>
n=0

absolut konvergent.

Satz 3.3.4 (Verdichtungssatz)
Es sei {a,}new eine reellwertige, monotone Folge. Die Reihe

oo
>
n=1
konvergiert genau dann, wenn die verdichtete Reihe

o0
E 2ka2k
k=1

konvergiert.

Beweis. Sei 0BdA a,, > 0 fiir alle n € IN und die Folge monoton fallend. Sei S(n)
die Teilsummenfolge der urspriinglichen Folge. Dann ist

2n—1 n—12t1-1
-1 = E ap = g E a, < E 27 (o .
k=1 j=0 r=27

Die Konvergenz der urspriinglichen Reihe folgt nun aus dem Majorantenkriterium
und der Konvergenz der verdichteten Reihe.

Wir miissen noch die andere Richtung beweisen. Die verdichtete Reihe kon-
vergiert genau dann, wenn die Reihe

i 2k71a2k = % i zkagk
k=1 k=1

konvergiert. Dies lasst sich aufgrund der Voraussetzungen abschétzen durch
a2+2a4—|—4a8—|—--- S (a1+a2)—|—(a3+a4)—I—(a5—|—a6—|—a7—|—a8)+...,
allgemein gilt ay < a; + ao und fiir £ > 2

k—1
2 ragr < Z aj

j=2k-141



70 KAPITEL 3. REIHEN

und damit folgt die Behauptung aus dem Majorantenkriterium. U

Korollar 3.3.5 (n~“-Reihe)
Die Reihe

=1
2

n=0

konvergiert genau dann, wenn o > 1.

Beweis. Wir betrachten die verdichtete Folge

i 2" (211)& - i 2Hime),
k=1 k=1

Fiir o < 1 ist die Folge a; = 2F0~% keine Nullfolge, fiir @ > 1 hat man eine
geometrische Reihe. U

3.4 Produkte von Reihen

Wir definieren ein zunéchst etwas merkwiirdig aussehendes Produkt und zeigen,
dass es geeignete Konvergenzeigenschaften besitzt und sich die Grenzwerte so
verhalten wir wir es von Produkten erwarten. Seien a = {a,}new, b = {bn nen
Folgen in IR oder C. Wir definieren eine neue Folge {¢, },ew durch

n
Cp — E akbn_k.
k=0

Sei ¢ = {¢, pnew. Wir schreiben dafiir ¢ = a x b.

Satz 3.4.1 (Cauchy-Produkt)

Sind a,b Folgen, so dass
> ans ) bn
n=0 n=0

absolut konvergent sind, so ist mit c =a*b

o
>
n=0

absolut konvergent und es gilt

S () ()
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Beweis. Sei A =3 7 a; und B =7, b,. Es gilt zu zeigen, dass es zu ¢ > 0
ein N € IN gibt, so dass n > N impliziert

i Cr — AB
k=0

Wir beginnen mit dem Fall, dass alle a,, > 0 und alle b,, > 0 sind. Dann ist

<E.

k=0 j=0
2n k
2 DD ueiby
k=0 j=0
n n
- Y
k=0 j=0
Wir bilden die Differenz
2n  2n n n
N TR
k=0 j=0 k=0 j=0
Wir konnen abschatzen
2n  2n 2n  2n
N SRS S o
k=n j=0 k=0 j=n

Da beide Terme gleich aussehen, reicht es einen abzuschitzen. Dazu beachten
wir, dass die Teilsummenfolge konvergiert, also beschrénkt ist, und zu einer kon-
vergenten Folge und jedem ¢ > ein N € IN existiert, so dass n > N impliziert,
dass die entsprechenden Folgenglieder durch € abgeschétzt werden kénnen. Sei B
eine obere Schranke fiir die Teilsummenfolge der b,,. Also gilt:

2n  2n 2n 2n
D> ab = 3w} b
k=n j=0 k=n 7=0
2n 2n
= Db ) o
7=0 k=n

< Be.

Insgesamt konnen wir die Differenz klein machen. Damit konvergiert die Reihe

(S

k=0 \j=0
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Damit ist im allgemeinen Fall (ohne Vorzeichenbedingung) auch die Reihe
9] k
> (Sl i)
k=0 \ j=0
konvergent aund damit auch
o) k
> (Sl i)
k=0 \ j=0

Das bisherige Argument zeigt im allgemeinen Fall, dass

2n  k n n 2n  2n n n
2D b= D by <D lallbil =3 > ladlbs
k=0 j=0 k=0 j=0 k=0 j=0 k=0 j=0
ist, und dieser Ausdruck kann mit grofem n beliebig klein werden. 0

3.5 Die Exponentialreihe

Wir definieren fiir z € C die Fzponentialreihe durch

B(z) = Z%.

n=0

Zunachst beweisen wir, dass die Exponentialreihe fiir alle z € C definiert ist.

Satz 3.5.1 (Absolute Konvergenz der Exponentialreihe)
Die Exponentialreihe ist fiir alle z € C absolut konvergent.

Beweis. Sei z € C, dann existiert ein N € IN mit |z|] < N. Dann ist

|’;—|,n _n+1>n+1>N+1
et |z| N N

(n+1)!

fir n > N 4 1. Damit ist das Quotientenkriterium anwendbar und die Reihe
konvergiert. 0

Definition 3.5.2 (e)
Wir definieren die Eulersche Zahl? e durch

e=E(1).
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Diese Zahl ist eine der zentralen Zahlen der Mathematik, sie taucht in vielen wich-
tigen Formeln auf, ohne diese Zahl ist die Analysis nicht denkbar! Wir werden
ihr oft begegnen und dadurch wird diese Bedeutung offenbar werden.

Will man diese Zahl mittels dieser Definition ausrechnen, so kann man natiirlich
nur endlich viele Summanden beriicksichtigen und man braucht eine Abschétzung
fiir den Fehler, der durch den Abbruch der Reihe entsteht. Eine solche Abschétzung
ist auch oft von theoretischem Interesse und wir werden am Ende dieses Kapitels
noch eine Anwendung sehen.

Satz 3.5.3 (Fehler beim Abbruch der E-Reihe)
Der Abbruchfehler beim Abbruch der Exponentialreihe nach dem k-ten Glied

lédsst sich fiir |z] < 1+ % abschétzen durch das doppelte des k + 1-Summanden,

d.h.
1

n+1
(n+1)! 2"

fr(z) <2

2Leonhard Euler (15.4.1707-18.9.1783) stammt aus der Schweiz und ist Schiiler von Johann
Bernoulli. Sein Werk ist &ufierst umfangreich (ca. 900 Publikationen) und behandelt Fragen aus
allen Bereichen der Mathematik und Physik. Er verbrachte lange Zeit in St. Petersburg, wo er
zunéchst Professor fiir Physik war. Spéter folgte er dem Ruf Friedrich des Zweiten nach Berlin,
wo er Direktor der math. Klasse der Akademie der Wissenschaften war. Im Jahre 1766 kehrte
er nach St. Petersburg zuriick. Selbst seine Erblindung stoppte sein wissenschaftliches Schaffen
nicht. Neben der Zahl e gibt es noch viele mathematische Objekte, die nach ihm benannt sind,
wir werden einige davon kennenlernen. Fiir die Analysis ist besonders wichtig, dass er an der
Formulierung des Funktionsbegriffes arbeitete, dies ist Grundlage der modernen Analysis und
ihrer Anwendbarkeit durch die Beschreibung von physikalischen (und anderen) Phénomenen
durch sogenannte Differentialgleichungen.
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Beweis.
oo 1 .
filz) = | Y —=
n=k+1
B |Z’k+1 i |Z|n
(b+ D= T (B + 1+ )
o S (LY
(k+1)! = \k+2
P =S R R
= (k+1) on 5
(k:—f—l).n:OQ k+2 2
_ |2|F+
(k)Y
0
Bemerkung 3.5.4 (e Numerischer Wert)
Der numerische Wert von e ergibt sich nach Abbruch mit k = 10 zu
e € [2.718282 — 2-2.755732 - 1077, 2.718282 + 2 - 2.755732 - 10 7].
Satz 3.5.5 (Funktionalgleichung der Exponentialreihe)
Fiir 21, z9 € C gilt
E(Zl) . E(ZQ) = E(Zl + Zg). (32)

Beweis.

E(Zl —+ 2’2)
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Korollar 3.5.6 (Konsequenz aus der Funktionalgleichung)
Fiir z € C gilt
E(—2) = (E(2)) . (3.3)

Beweis.
1 =E(0) = E(z — 2) = E(2)E(—=2).

0

Die Gleichung (3.2) wird als Funktionalgleichung des Exponentialfunktion be-
zeichnet.

Lemma 3.5.7 (Positivitit der E-Reihe)
Fiir x € R ist E(z) > 0.

Beweis. Zunichst ist fiir x > 0 nach Definition

2

T
E(x):1+:c+7+...,

wobei alle Summanden nicht negativ sind. Also ist E(z) > 0. Fir z > 0 gilt
1 =E(0) = E(x —x) = E(z) - E(—x).

Damit ist E(—x) > 0. U

Wir wollen nun die komplexen Winkelfunktionen einfithren und reelle Argu-
mente etwas genauer betrachten. Sie werden spéter noch eingehender untersucht
werden.

Definition 3.5.8 (Sinus und Kosinus)
Fiir z € € setzen wir

cos(z) = ;(—1)”<;n>!
sin(z) = ;(—wm

Lemma 3.5.9 (Konvergenz der Sinus/Kosinusreihen)
Die Reihen fiir cos(z) und sin(z) sind fiir jedes z € € absolut konvergent.

Beweis. Aus dem Beweis der Konvergenz der Exponentialreihe folgt sofort, dass

fiir jedes z € C beide Reihen absolut konvergent sind. 0
Wir betrachten nun einen Spezialfall, die Exponentialreihe fiir rein imaginére

Argumente, also fiir komplexe Zahlen der Form ix, wobei z € R ist.
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Lemma 3.5.10 (Kosinus/Sinus und E-Reihe)
Fiir x € R gilt

cos(r) = ReE(ix)
sin(z) = ImE(ix).

Beweis. Fiir gerades n = 27 gilt Im(i") = 0 und Re(i") = Re(i¥) = Re((—1)) =
(—1)? und fiir ungerades n = 2j+1 gilt Re(i") = 0 und eine entsprechende Rech-
nung zeigt, dass die Folge alternierendes Vorzeichen hat. Damit ergeben sich die
behaupteten Darstellungen. 0

Satz 3.5.11 (Euler)
Fiir x € R gilt
E(iz) = cos(z) + isin(x).

Beweis. Folgt aus dem bereits Gesagten. U

Lemma 3.5.12 (E-Reihe mit rein imaginiren Argumenten)
Fiir x € R gilt |E(iz)| = 1.

Beweis. Es gilt

Eio)f - EG

Damit ist |E(iz)| = 1. 0

Lemma 3.5.13 (Quadrate von Sinus und Kosinus addieren sich zu 1)
Fiir x € R gilt cos(z)? + sin(x)? = 1.

Beweis. Folgt aus Lemmata 3.5.12, 3.5.10. U
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Satz 3.5.14 (Additionstheoreme)
Fiir x,y € R gilt

cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(z +y) = sin(z)cos(y) + sin(y) cos(z).

Diese Gleichungen werden oft als Additionstheoreme bezeichnet.

Beweis. Da E(i(z + y)) = E(iz + iy) = E(iz)E(iy) folgt mit Lemma 3.5.11
cos(x + y) + isin(z + y) = (cos(z) + isin(z))(cos(y) + isin(y)) und damit die
Behauptung. 0

3.6 Der Logarithmus
In diesem Abschnitt definieren wir die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion,

den Logarithmus. Es ist eine der wichtigen Funktionen, die {iberall in Naturwis-
senschaften und Technik auftauchen.

Lemma 3.6.1 (Monotonie der Exponentialfunktion)
Fiir x,y € R, x > y ist E(xz) > E(y).

Beweis. E(z) = E(y + (x —y)) = E(y) - E(z —y) > E(y). U
Also ist die Funktion E : R — Ry : z — E(z), D(E) = R streng monoton
steigend auf R. Wir wollen nun den Bildbereich B(E) ermitteln.

Satz 3.6.2 (Bijektivitit der Exponentialfunktion)
E:R — R, ist eine Bijektion.

Beweis. Wir wissen bereits, dass E streng monoton steigend, also injektiv ist.
Weiter wissen wir e = E(1) > E(0) = 1, denn fiir alle x > 0 ist aufgrund der
obigen Monotonieaussage E(z) > 1. Es gilt fiir alle n € IN

denn e = E(1). Denn: Sei A = {n eN ’ e = E(n)} Angenommen n € A, also

e" = E(n), so erhalten wir
" =e".e=E(n) -E(1)=En+1)

nach der Funktionalgleichung fiir die Exponentialreihe. Damit ist n + 1 € A und
A =N. Dae =1+ (e —1) gilt nach der Bernoullischen Ungleichung " >
1 + n(e — 1). Also konvergiert die Folge {€"}new in Renw gegen oo. Da es zu
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jedem K € IR damit eine Zahl N € IN gibt, so dass n > N impliziert e" > K,
folgt lim,, oo €™ = 0. Damit wiirde man nun vermuten B(E) = R,. Um die
Surjektivitit zu zeigen, greifen wir auf das Dedekindsche Schnittaxiom zuriick.
Sei y € Ry. Wir betrachten die Mengen

A={qeQ|E(q) <y}, B={qeQ|E(q) >y}.
Dann sind beide Mengen nicht leer, da ein n € IN existiert mit
E(—n)=e" <y <e" =E(n).

Wegen der strengen Monotonie ist AN B = () und natiirlich gilt fiir jedes ¢ € Q
entweder E(q) <y oder E(q) > y, da R vollstindig geordnet ist. Also, nach dem
Dedekindschen Schnittaxiom, gibt es ein x € IR mit a < x < b fiir alle a € A und
alle b € B.

Bleibt zu zeigen E(z) = y. Mit a € A und b € B gilt a < x < b und damit

E(a) < E(z) < E(b).
Nun ist fira € Aund b e B

E(b) —E(a) = E(a+ (b—a))—E(a)
= E(a)E(b—a) —E(a) wegen der Funktionalgleichung
der Exponentialfunktion
= E(a)(E(b—a)—1).

Gibt es nun zu jedem ¢ > 0 ein Paar a,b mit 0 < E(b) — E(a) < ¢, so ist
|E(z) —y| < € und damit E(z) = y. Wir miissen also zeigen, dass zu jedem € > 0
ein Paar a € A und b € B existiert mit E(b) — E(a) < €. Dazu reicht es aber zu
zeigen, dass zu jeder € > 0 ein s € Q, s > 0 existiert mit E(s) — 1 < e. Wihle

s < min ° °
2’V 2/

Dann ist mit der Fehlerabschétzung fiir k = 1 der Wert von E(s) < 1+ s+ fi(s)

und damit )

E S E g
E - 1< < —-—42—< -4+ -=-=c.
(5) sthls)<gH2g<gtg=e

0

Damit B(E) = {7“ eR|r> 0} = IR} und es existiert eine Umkehrfunktion

log : Ry — R mit

log(x - y) = log(x) + log(y). (3.4)

Definition 3.6.3 (Logarithmus)
Diese Funktion wird als Logarithmus bezeichnet. Gleichung (3.4) nennt man die
Funktionalgleichung des Logarithmus.




Kapitel 4

Funktionen und Stetigkeit

In diesem Kapitel beginnen wir Funktionen f : R — IR systematisch zu
untersuchen. Dazu bauen wir auf den Begriff des metrischen Raumes auf und
erhalten offene und abgeschlossene Mengen. Mit diesen definieren wir den
Begriff der Stetigkeit von Funktionen und geben dann einen wichtigen Satz, der
die Gleichwertigkeit verschiedener Konzepte zeigt. Diese Gleichwertigkeit
werden wir im Folgenden oft ausnutzen. Diese wird auch in anderen Teilen der
Mathematik oft benétigt, so wird der zentrale Satz dieses Kapitels sicher in
Ihrem Studium oft auftauchen.
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4.3 Eigenschaften stetiger Funktionen . ... ... .. .. 91
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4.1 Grundlegende Konstruktionen

Wir hatten die Begriffe offenes bzw. abgeschlossenes Intervall (vgl. Definitionen
2.7.1, 2.5.6) definiert. Wir wollen diese Begriffe etwas verallgemeinern.

79
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Definition 4.1.1 (Offene/abgeschlossene Mengen)
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. Eine Teilmenge A C X heifit offen, wenn zu jedem Punkt xq € A ein
e > 0 existiert, so dass die Menge

B.(zo) = {x cX ‘ d(z,xo) < 5}

in A enthalten ist, d. h. B.(z9) C A. Wir nennen B.(x) die e-Kugel um
Zg-.

2. Eine Teilmenge C' C X heifit abgeschlossen, wenn X \ C' offen ist.

Bemerkung 4.1.2 (Offene Intervalle sind offen)

Offene Intervalle sind offene Mengen, abgeschlossene Intervalle abgeschlossene
Mengen im metrischen Raum (IR, d). Es gibt mehr offene Mengen in (R, d) als
die offenen Intervalle, z. B. die Vereinigung zweier disjunkter offener Intervalle.
Die Definition der Offenheit von A besagt, dass zu xq € A noch eine e-Kugel
um xo in A liegt, wobei natiirlich € von xy abhingt und hinreichend klein ist.

Lemma 4.1.3 (Offene Mengen)
Offene Mengen haben die folgenden Eigenschaften:

1. X ist eine offene Teilmenge.
2. () ist eine offene Teilmenge.

3. Jede Vereinigung von Familien offener Mengen ist offen, d. h. ist & eine
Familie offener Mengen, so ist

s

Se6

eine offene Menge.

4. Endliche Schnitte offener Mengen sind offen, d. h. sind A4, ..., A, offene
Teilmengen eines metrischen Raumes X, so ist

A

1

J

n

offen.

Beweis. Bei der ersten Aussage gibt es nichts zu zeigen. Die zweite Aussage folgt
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aus dem iiblichen logischen Trick, da es in () kein z gibt, ist jede Aussage iiber
ein solches zy wahr. Wir kommen zur dritten Aussage: Ist & eine Menge offener
Mengen und z( in der Vereinigung all dieser Mengen. Dann ist xy € S fiir ein S
und demnach finden wir ein € > 0 mit B.(zo) C S und diese Menge B.(x() ist
dann auch in der Vereinigung.

Die letzte Aussage ist dhnlich einfach. Haben wir endlich viele S;, i =1,...,n
offener Mengen und z, € (., S; = S. Dann gibt es fiir jedes ¢ € {1,...,n} ein
g; > 0, so dass

Bei (Io) - Sl

Sei gg = min{si i€ {1,...,n}}. Dannist firi=1,...,n
Bs()(:UO) C Bgi(.ﬁ[o) C Sz

und damit ist B.,(xo) C S und dies war zu zeigen. 0

Lemma 4.1.4 (Abgeschlossene Mengen)
Abgeschlossene Mengen haben die folgenden Eigenschaften:

1. X ist eine abgeschlossene Teilmenge.
2. () ist eine abgeschlossene Teilmenge.

3. Jeder Durchschnitt von Familien abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-
sen, d. h. ist € eine Familie abgeschlossener Mengen, so ist

Nc
Cee

eine abgeschlossene Menge.

4. Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen, d. h.

sind C1,...,C,, abgeschlossene Teilmengen eines metrischen Raumes X,
S0 ist
n
Cj
j=1
abgeschlossen.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen aus den beiden ersten iiber offene
Mengen (in vertauschter Reihenfolge). Die letzten beiden folgen wieder aus den
Regeln iiber Komplementbildung fiir Vereinigung und Durchschnitt von Men-
gen. U

Wir kénnen nun eine etwas unschoéne Definition aus dem zweiten Kapitel kor-
rigieren.
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Definition 4.1.5 (Intervall)
Ein Intervall I in R ist eine Teilmenge, so dass x,y € I und x < ¢ < y impliziert
cel.

Damit werden die Begriffe offenes und abgeschlossenes Intervall klar.

Lemma 4.1.6 (Intervalle und Metrik)
Offene bzw. abgeschlossene Intervalle sind Intervalle, die im Sinne der Metrik
offen bzw. abgeschlossen sind und umgekehrt.

Beweis. Ist aufgrund der Definition klar. 0

Hat man eine Menge A C X, so gibt es eine abgeschlossene Menge C' mit
A C C, z B. C = X. Da beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen wieder
abgeschlossen sind, ist es sinnvoll folgende Konstruktion zu betrachten.

Definition 4.1.7 (Abschluss)
Ist A eine Teilmenge eines metrischen Raumes X . So ist

A= N C
{c|c ist abgeschlossen, coA}

der Abschluss von A.

Bemerkung 4.1.8 (Abschluss einer abgeschlossenen Menge)
Fiir eine abgeschlossene Menge C' gilt C' = C. Warum?

Ist A C X eine Teilmenge, so ist X \ A offen und daher ist die folgende Aussage
leicht einsehbar.

Satz 4.1.9 (Haufungspunkt und Abschluss)

Es sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d). Fiir eine Folge x =
{Zn}nen gelte x,, € A fiir alle n € IN. Dann gilt: Ist x ein Haufungspunkt der
Folge x, so ist ¢y € A.

Beweis. Da X \ A offen ist, folgt aus der Annahme zy ¢ A, dass 2o € X \ A und
es daher ein § > 0 gibt mit Bs(zy) C (X \ A). Dann gibt es in Bj(zo) keine Fol-
genglieder unserer Folge, also ist xg kein Haufungspunkt und wir erhalten einen
Widerspruch. 0
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Satz 4.1.10 (Hiufungspunkte einer Folge)
Es sei (X, d) ein metrischer Raum und x = {x, },en sei eine Folge. Sei A die

zugrundeliegende Menge, d. h. A = {xn n e IN}. Dann gilt

1.
A=AU {f ’ ¢ ist Haufungspunkt der Folge x} .

2. Die Menge der Haufungspunkte von x ist gegeben durch

ﬂ A,,, wobei A, = {xnﬂ- JjE ]N} ist .
nelN

Beweis. (1) Zunéchst wissen wir bereits, dass
AU {5 ‘ ¢ ist Haufungspunkt der Folge x} C A.

Angenommen A enthalte weitere Punkte. Dann gibt es einen Punkt z € A, der
weder in A liegt, noch enthélt jede e-Umgebung unendlich viele Glieder von x.
Also gilt © ¢ A und es gibt ein € > 0 mit A N B.(x) hat endlich viele Punkte.
Dann kann man ein £’ > 0 finden mit Bo(z) N A =0 und = € A",
(2) Offenkundig ist aufgrund von (1) jeder Haufungspunkt von x in dem genann-
ten Durchschnitt enthalten. Die Umkehrung folgt sofort aus der Definition des
Héufungspunktes. 0
Eine weitere wichtige Klasse von Mengen sind sogenannte kompakte Mengen.

Definition 4.1.11 (Kompakte Menge)
Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. Es sei K C X eine Teilmenge. Eine Familie von offenen Mengen & heift
eine offene Uberdeckung von K, falls

Kcl|Js

ist.

2. Eine Menge K C X heiBt kompakt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung &
eine endliche Teilmenge S; € &, i =1,...,n ausgewéahlt werden kann, so
dass K C |J;_, Si. Man sagt dafiir: Aus jeder offenen Uberdeckung kann
eine endliche Teiliiberdeckung ausgewahlt werden.

Lemma 4.1.12 (Kompakte Mengen sind abgeschlossen)
Kompakte Mengen sind abgeschlossen.
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Beweis. Ist K kompakt, zo € X\ K. Dann ist fiir y € K der Abstand d(zg,y) > 0
und

20 ¢ | Bragwow (®)-
yeK
Die Mengen {B% d(zoy) (V) ‘ ye K } bilden eine offene Uberdeckung von K, da K
kompakt ist, kdnnen wir endlich viele Mengen der Form Bi 4, ,)(4:) auswéhlen

und diese bilden eine Uberdeckung von K. Sei

1
ez—min{d(yi,xo) ‘ izl,...,n}.

2
Dann ist B.(zg) N K leer, denn fiir ein x € B.(xg) N K wiirde gelten = €
Bi d(woys) (i) flir ein y; € K und daher ergibt sich ein Widerspruch

1 1 1
d(x07 yz) S d(x(hx) + d(%%) <&+ Ed(ylu Z‘(]) S §d(yz,$0) + id(ylu IO)‘
Daher ist die Annahme, es gibt ein x € B.(z() N K, falsch und es folgt B.(xy) C

X \ K. Somit ist K abgeschlossen. O

Aufgabe 4.1.13 (Teilmengen kompakter Mengen)
Abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt.

Satz 4.1.14 (Heine'-Borel?)
In R oder C ist eine Teilmenge genau dann kompakt, wenn sie beschriankt und
abgeschlossen ist.

Beweis. Angenommen K ist in R oder € kompakt, dann ist K nach Lem-
ma 4.1.12 abgeschlossen. Die Mengen B, (0) = {y ‘ ly| < n} bilden eine offene

Uberdeckung von K. Ist K nicht beschrinkt, so kann man keine endliche Teiliiber-
deckung auswéhlen. Also folgt aus der Kompaktheit die Beschranktheit.

Wir kommen zur Umkehrung. Angenommen K ist abgeschlossen und be-
schriinkt. Sei & eine offene Uberdeckung. Wir beweisen zuniichst eine Teilbe-
hauptung, dass es eine Zahl ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle z € K gilt: Es gibt ein

"Heinrich Eduard Heine (18.3.1821-21.10.1888) studierte Mathematik daneben u.a. auch
Physik, Philosophie, Archéologie. Er wurde 1848 Professor in Bonn, ab 1856 in Halle. Seine
Arbeitsgebiete sind Potentialtheorie, Funktionentheorie und partielle Differentialgleichungen.

2Pélix Edouard Justin Emile Borel (7.1.1871-3.2.1956) war Mathematiker und Politiker.
Zwischen 1924 und 1936 war er im Parlament, im Jahr 1925 sogar Minister. Unter dem Vichy-
Regime war er kurz inhaftiert, danach in der Résistance. Seine wichtigsten Arbeiten betreffen
Topologie, Mafl- und Wahrscheinlichkeitstheorie, wie auch die Spieltheorie.
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S € &, so dass B.(z) C S. Eine solche Zahl heifit Lebesque-ZahP. Der Beweis
dieser Teilbehauptung wird durch Widerspruch gefiihrt: Angenommen eine solche
Zahl existiert nicht.

« JDann gibt es zu jedem n € IN ein z,, € K mit By-n(z,,)
liegt in keinem S in G.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral 2.5.12 hat die Folge {z,}nen einen
Hiufungspunkt z,. Dann gibt es, wegen der Uberdeckungseigenschaft von & ein
S € G mit g € 5. Seinun6>0mith(x0)CSundNE]NrnitQ‘N<%.
Dann gibt es ein n € N mit n > N mit z, € Bs(zg) C S. Dann ist aber
By-n(x,) C Bs(xo) C S. Dies ist ein Widerspruch zu (*). Damit ist die Existenz

einer solchen Lebesgueschen Zahl bewiesen.

Wir betrachten nun die Uberdeckung von K gegeben durch {Ba () ’ re K }

Wenn hieraus eine endliche Teiliiberdeckung ausgewéhlt werden kann, sind wir
fertig, denn jede dieser Mengen liegt in einem Element &, die dadurch erhal-
tene Auswahl von endlich vielen Elementen in & ergibe eine endliche Uberde-
ckung. Wihle z; € K und dann induktiv eine Folge z,, ¢ J;_, Bc(7;). Dann ist
d(zy,, ;) > ¢ fiir jedes j < n. Daher hat die Folge {z,, },en keinen Haufungspunkt
in K, im Widerspruch zum Satz von Bolzano-Weierstraf.

Also reichen endlich viele der B.(z) die Menge K zu iiberdecken und damit
ist der Satz gezeigt. U

4.2 Stetigkeit von Funktionen

Ein wichtiger Begriff der Analysis, der eng mit dem anderen uns bisher bekannten
Begriff der Konvergenz zusammenhéngt, ist die Stetigkeit.

Definition 4.2.1 (Stetigkeit (lokal))

Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume, eine Funktion f: X — Y, D(f) C
X sei eine offene Teilmenge und xo € D(f). Dann heiit f stetig im Punkt
xg, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass aus dx(x,xy) < ¢ folgt,

dy (f(x), f(wo)) <e.

SHenri Léon Lebesgue (28.6.1875-26.7.1941) erkannte die Unzuléinglichkeit des Riemann-
schen Integralbegriffes und fand die nach ihm benannte Verallgemeinerung. Damit prigte Le-
besgue die mathematische Entwicklung grundlegend. Die moderne Theorie partieller Differenti-
algleichungen wére ohne dieses Werk nicht denkbar. Beide Integralbegriffe werden wir im Laufe
des Analysis-Zyklus kennenlernen.
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Bemerkung 4.2.2 (Stetigkeit: alternative Formulierung)

Wir sagen auch, eine Funktion heifit stetig, wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0
gefunden werden kann, so dass f die §-Kugel um xq in die e-Kugel um f(zo)
abbildet. Eine anschauliche Vorstellung soll durch das nachfolgende Bild ver-
mittelt werden.

Abbildung 4.1: Veranschaulichung der Stetigkeit

Beispiel 4.2.3 (Unstetigkeit)
1. Die Funktion f: IR — R mit

0, fir <0

f(:z:):{ 1, fir x>0

ist im Punkt xg = 0 nicht stetig, wir nennen dies auch unstetig. Zu ¢ =
gibt kein § > 0, so dass 0 < z < ¢ impliziert —e < f(z) < ¢. In alle
anderen Punkten ist diese Funktion stetig.

1
2
n

2. Die Funktion f : C — C : z — z ist in jedem Punkt z € C stetig, mit
0=¢e.

3. Durch d((z1,y1), (22, y2)) = v/(x1 — 22)2 + (y1 — y2)? fithren wir eine Me-
trik auf R? ein (vgl. || fiir komplexe Zahlen z € C). Die Funktion
c:RxR—=R: (z,y) = x+y ist in jedem Punkt (z9,7%) € R x R
stetig. Gleiches gilt fiir die Funktion g : IR X IR — R : (z,y) — z - y. Wir
wollen uns die Begriindung nur fiir den ersten Fall ansehen. Seien (¢, yo)
und £ > 0 gegeben, wihle

1
0= 56.
Dann ist fiir d((z,y), (zo,y0)) < § (wegen 1(a+b) < Va®+b* < (a+b)

fiir a,b > 0)

[(zo+y0) — (z+y)| < |z —20|+|y—yo| < 2v/ |2 — 202 + |y — yo|> < 20 =&.
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Definition 4.2.4 (Stetigkeit (global))
Eine Funktion f : X — Y mit D(f) = X heifit stetig auf X, falls f in jedem
Punkt x € X stetig ist.

Beispiel 4.2.5 (Kontraktionen sind stetig)
Ist (X, d) ein metrischer Raum und ist f: X — X, D(f) = X eine Abbildung,
so dass eine Zahl 0 < \ existiert, so dass fiir alle z,y € X gilt,

d(f(x), f(y)) < Ad(z,y).

Dann ist f stetig. Wihle 2o € X und sei € > 0 gegeben. Wéhle § = 5. Ist nun
d(z, ) < 9, so gilt d(f(x), f(xo)) < Ad(z,z09) < N = €.

Stetigkeit kann auf verschiedene andere Weisen charakterisiert werden. Wir wol-
len einige davon angeben und beweisen.

Satz 4.2.6 (Hauptsatz iiber stetige Abbildungen)
Sei f: X =Y, D(f) = X eine Funktion. f ist genau dann stetig, wenn eine
der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. Fiir jede offene Menge U C Y ist f~Y(U) offen.
2. Fiir jede abgeschlossene Menge K C Y ist f~1(K) abgeschlossen.
3. Fiir jede Menge A gilt f(A) C f(A).

4. Ist vg € X und ist {x, }new eine Folge mit lim,,_,, x, = x, dann ist

lim f(z,) = f(zo)-

n—o0

Beweis. Wir beweisen dies nach dem Schema
Stetigkeit = (1) = (2) = (3) = (4) = Stetigkeit.

1. Ist U C Y offen und z € f~Y(U). Sei y = f(x). Da U offen ist, gibt
es ein ¢ > 0 mit B.(y) C U. Zu diesem ¢ > 0 existiert ein 6 > 0 mit

f(Bs(x)) C B.(y). Also ist Bs(x) C f~1(B.(y)) C f~1(U).

2. Sei K C Y abgeschlossen. Dann ist A =Y \ K offen und f~*(A) ist offen.
Da f~1(K) = X\ f71(A) ist, folgt f~!(K) ist abgeschlossen.

3. Sei A C X. Dann ist f(A): abgeschlossen also f~(f(A)) abgeschlossen und
AC f7H(f(A)). Also ist A C f~1(f(A)). Dann folgt

s () = 1
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4. Sei xg = limy, ;00 7,. Dann konvergiert jede Teilfolge {zy,};cw der Folge

{7 }new gegen x¢, also lim;_,o 2, = . Definiere fiir eine solche Teilfolge
ke ]N}. Dann ist

{7, }jew die Menge A, = {:Uanrk
zo € Ay, fiir alle j € IN. (4.1)

Aus Satz 4.1.10 folgt sogar

{0} = ﬂ A,

Dann ist (wegen (4.1)) fiir jedes j € IN
f(foo) € f(AnJ) - f(AnJ)

und damit

Fwo) € () ) © () T (12)
jEN jEN

Also ist f(zo) Haufungspunkt jeder Teilfolge {f(7;)}jew. Angenommen
2’ sei ein weiterer Haufungspunkt der Folge { f(z,)}nen. Dann gibt es eine
Teilfolge {7y, }jen der Folge {z,, }new mit lim;_,o f(2n,) = 2. Aufgrund des
obigen Argumentes (vergleiche (4.2)) angewendet auf die Folge {z,,}jen
ist f(zo) auch ein Haufungspunkt der Folge {f(zy,)} e, dies impliziert
2 = f(wo).

. Fixiere g € X. Angenommen f ist im Punkt xy nicht stetig, dann exis-

tiert ein € > 0 und zu jedem 6 > 0 ein x € X mit d(z,z9) < 0 und
d(f(x), f(xo)) > e. Wihle 6, = = und z,, € X, so dass d(xo,z,) < 6, mit
d(f(zn), f(xg)) > e. Dann ist

lim x, = g, und lim f(z,) existiert nicht oder ist nicht f ().
n—oo n—oo

Damit haben wir einen Widerspruch zur Voraussetzung.

Bemerkung 4.2.7 (zur Charakterisierung der Stetigkeit)

Beachte, die dritte Eigenschaft aus dem Hauptsatz iiber stetige Abbildungen
ist oft bei theoretischen Betrachtungen wichtig, die vierte oft in praktischen
Anwendungen.

Korollar 4.2.8 (Charakterisierung der Stetigkeit durch Folgen)
Eine Funktion f ist genau dann in einem Punkt x, stetig, wenn fiir jede Folge

{zp bnew mit lim,, o x,, = x¢ gilt lim,_,o f(z,) = f(x0).
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Beweis. Eine Richtung aus Teil 5 des letzten Beweises, die andere direkt aus den
Definitionen. 0

Definition 4.2.9 (Kontinuierlicher Grenzwert)

Es seien (X, dx), (Y,dy) metrische Raume, f : X — Y, D(f) C X offen. Fiir
xog € D(f) sagen wir lim, ., f(x) = yo € Y, falls fiir jede Folge {x,}nen in
D(f) mit lim,,_, ©,, = zo gilt lim,, o f(z,) = vo-

Korollar 4.2.10 (Rechnen mit stetigen Funktionen)
Fiir stetige Funktionen gilt:

1. Sei (X,d) ein metrischer Raum und f,g : X — R oder f,g : X — C sei
stetig, dann sind f+g, f —g, f-g stetig und f/g ist allen Punkten z € X
stetig, fiir die gilt g(x) # 0.

2. Sind X,Y, Z metrische Rdume und sind g : X — Y und f : Y — Z stetig,
soist fog: X — Z stetig.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der Charakterisierung stetiger Funktio-
nen Satz 4.2.6 (4) und Satz 2.5.4.

Die zweite Behauptung sieht man wie folgt: Sei g € X, yo = g(zo) und zy =
f(yo) und € > 0 gegeben. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass f(Bs(vo)) C B(z0))-
Dann gibt es wegen der Stetigkeit von g ein ¢’ > 0 mit g(By(29)) C Bs(yo). Dann
ist aber

fog(Bs(xo) C f(Bs(yo)) C B(20).

Im folgenden wollen wir einige wichtige Beispiele behandeln.

Definition 4.2.11 (Polynom)
FEine Funktion f : C — C (f : R — R) heifit komplexe (reelle) Polynomfunktion
(kurz Polynom), wenn es ein n € IN und Zahlen ay, . ..a, € C (€ R) gibt mit

f(z) = Zajzj, zeC (z€R).
=0

Die grofite Zahl n € IN mit a,, # 0 heifit der Grad des Polynoms.




90 KAPITEL 4. FUNKTIONEN UND STETIGKEIT

Satz 4.2.12 (Klassen stetiger Funktionen)
1. Ist f : © — C (oder f: R — R) ein Polynom, so ist f stetig.

2. Die Exponentialreihe E definiert eine auf IR bzw. auf C stetige Funktion.

3. Die Funktionen sin, cos sind auf R, C stetig.

Beweis.

1. Aus der Stetigkeit von z — z folgt mit Korollar 4.2.10, dass z ~— 2z* fiir
jedes k € IN stetig ist, weiterhin ist z — ;2" stetig und schlieBlich mit der
gleichen Begriindung 2 — 37 a2t

2. Wir untersuchen die Stetigkeit im Punkt 2z, € € und schreiben z = z — 25+
zg. Dann ist

[E(2) = E(20)| = [E(z = 20)E(20) — E(20)| = [E(20)[[E(z — 20) — 1.

Sei nun £ > 0 gegeben, setze ¢’ = ¢/|E(zp)|. Gibt es nun ein 6 > 0, so dass
|z — 20| < d impliziert, dass |E(z — 29) — 1] < &’ dann ist |E(z) — E(29)] < .
Damit folgt aus der Stetigkeit bei z = 0 die Stetigkeit bei zj.

Zu zeigen ist also, zu € > 0 gibt es ein § > 0, so dass |z| < ¢ impliziert
|E(2) — 1] < . Aus der Fehlerabschétzung fiir die Exponentialreihe Satz
3.5.3 folgt, fiir |z| < 0 =¢/2 ist

=1
E(z) — 1] = (1 +Zgz’f) —1| < filz) < 2/z| <20 =e.
k=1

3. Wir betrachten die cos-Funktion, der Beweis im Fall der sin-Funktion ist
entsprechend. Sei ¢ > 0 gegeben. Die grundlegende Beobachtung ist ganz
einfach: Wir approximieren die cos-Funktion durch ein Polynom n-ten Gra-
des (das durch Abschneiden der definierenden Reihe entsteht) p,(z). Dies
Polynom ist stetig und wir schreiben

[cos(z) = cos(z)| = |cos(2) = pa(2) + Pa(2) = Pa(20) + Pn(20) — cos(z)]
< eos(2) = pa(2)] + [Pa(2) = Pa(20)] + [Pn(20) — cos(z0)].

Der mittlere Term wird aufgrund der bereits bewiesenen Stetigkeit von
Polynomen durch €/3 abgeschiitzt, falls nur |z — 2| hinreichend klein ist,
anders gesagt, es gibt ein d; > 0, so dass |z — 29| < d; impliziert |p,(z) —
pn(20)| < €/3. Nun miissen wir nur noch zeigen, dass auf einer Umgebung
von zg die Differenz |cos(z) — p,(2)| < £/3 abgeschiitzt werden kann. Passt
man den Beweis von Satz 3.5.3 an die cos-Reihe an, so erhilt man eine
entsprechende Abschétzung fiir den Fehler f,(2) fiir |2| <1+ n als

4 |Z|n+2

Jn(z) < 3(n+2)!"




4.3. EIGENSCHAFTEN STETIGER FUNKTIONEN 91

Damit kann erreicht werden, dass in einer Umgebung von zy der Abbruch-
fehler kleiner als £ ist. Damit ist die Behauptung gezeigt.
U

4.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir wollen nun wesentliche Eigenschaften stetiger Funktionen notieren. Diese
sind von fundamentaler Wichtigkeit nicht nur fiir die Analysis, sondern fiir alle
Bereiche in denen Mathematik eine Rolle spielt. Wir werden zunéchst einen ein-
fachen Satz kennenlernen, der sich als Grundprinzip aller analytischen Methoden
zur Losung von Gleichungen erweist.

Satz 4.3.1 (Zwischenwertsatz)
Es sei I ein Intervall f : I — IR stetig (insbesondere iiberall definiert). Gibt es
1 < x9 € I mit f(xq) - f(x2) <0, so existiert ein xog € (x1,x2) mit f(z) = 0.

Beweis. Sei 0BdA f(z1) < 0 < f(x2). Betrachte X = [z, 23] mit der tiblichen
Metrik. X ist vollstédndiger metrischer Raum. Setze g : X — R : z — f(z) (Ein-
schrankung von f auf X). g ist stetig auf X. Setze M = {x e X ’ flz) < 0}. M

ist offen in (X, d), nach dem Hauptsatz iiber stetige Funktionen (Satz 4.2.6) (1)
und M # I, denn x9 ¢ M. Sei nun

& =sup M.

Dann ist & > 1, da M offen ist und 21 € M. £ < xq, denn f(xq) > 0.

Dann ist f(£) < 0, denn f(§) > 0 impliziert die Existenz von § > 0, so dass
f > 0 auf Bs(£) ist. Dies widerspricht der Supremumseigenschaft von &.

Wire f(£) < 0, so konnten wir wie oben eine §-Kugel um ¢ in M finden, mit
f < 0 auf Bs(£), was wiederum der Konstruktion von & widerspricht. 0

Korollar 4.3.2 (Zwischenwertsatz, allgemeine Form)
Ist f: I — R stetig, 1 < xo € I und fiir ein ¢ € R gelte f(z1) < ¢ < f(x2)],
so gibt es ein & € I mit f(§) = c.

Beweis. Betrachte die Funktion F'(z) = f(x)—c. Dann sind die Voraussetzungen
des Zwischenwertsatzes erfiillt, und es gibt ein {mit F(§) = 0, d. h. f(&§) = c. 0

Bemerkung 4.3.3 (Umgekehrte Ungleichung)
FEine entsprechende Aussage ist richtig, wenn f(x1) > ¢ > f(x3). Der Beweis ist
natiirlich eine einfache Modifikation des angegebenen Beweises.

Satz 4.3.4 (Stetige Bilder von Intervallen)
Ist f eine stetige Funktion auf einem Intervall I, so ist f(I) ein Intervall.
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Beweis. Sind y; < y € f(I), so ist nach dem Korollar 4.3.2 jeder Wert y; < ¢ <
yo in f(I). Damit ist f(I) ein Intervall. 0

Satz 4.3.5 (Stetige Bilder kompakter Mengen)
Sind X,Y metrische Raume, f : X — Y stetig und ist K C X kompakt, so ist
f(K) kompakt

Beweis. Ist & ecine offene Uberdeckung von f(K), so ist fir S € & die Menge
S7H(S) wegen Satz 4.2.6 (1) offen. Also ist

{f—l(S) ‘ S e 6}

eine offene Uberdeckung von K, und wir kénnen daraus eine endliche Teiliiber-
deckung auswéhlen, d. h. es gibt Si,..., 5, mit

Dann ist

Korollar 4.3.6 (Annahme von Minimum /Maximum)
FEine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall I nimmt Maximum und
Minimum an, d. h. es existieren x1,xs € I mit

fla1) < f@) < flas)

firallex €I .

Beweis. f(I) ist ein kompaktes Intervall, insbesondere ein abgeschlossenes In-
tervall, d. h. von der Form {z | a < x < b}. Also gibt es ein x; € I mit f(x1) =a
und ein xo € I mit f(zy) = b. U

Ein wichtiger Begriff, der mit dem Begriff der Stetigkeit eng verwandt ist,
wird nun eingefiihrt.

Definition 4.3.7 (Gleichmiflig stetig)

Es seien (X,dx),(Y,dy) metrische Riume und f : X — Y stetig. f heifit
gleichméfig stetig, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass dx(x1,z3) <
0 impliziert dy (f(z1), f(x2)) < €.
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Aufgabe 4.3.8 (Gleichméiflige Stetigkeit versus Stetigkeit)
1. Die Funktion f : (0,1] - R : z — %,D(f) = (0,1] ist auf (0, 1] stetig,
aber nicht gleichméBig stetig.

2. Die Funktion f(z) = x? ist auf IR stetig, aber nicht gleichméfig stetig.

Satz 4.3.9 (Stetige Funktionen auf Kompakta)
Es seien X,Y metrische Rdume, K C X kompakt und f : X — Y eine Abbil-
dung. Ist K C D(f), f auf K stetig, so ist f auf K gleichméBig stetig.

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es wegen der Stetigkeit zu jedem xg € K
ein 6 > 0 und der Deutlichkeit halber, schreiben wir § = J§(zo,¢), so dass
x € Bs(xo) impliziert d(f(z), f(zo)) < e. Die Menge

6::{B¥@m@@@’xoek}

bildet eine offene Uberdeckung von K. Wegen der Kompaktheit von K reichen
endlich viele

B%(;( (x;),i=1,...,n

CU“%)

K zu iiberdecken. Wahle

1
5:§mmw@%§Hi:L”wn}
Sind nun z,y € K mit d(z,y) < ¢. Dann gibt es ein z; mit = € B%(;(%%)(xj) und
ein xy mit y € B%(;(wk,%)(xk) und

d(zy, x;)

IN

d(xk, y) + d(y, m) + d(l‘, xj)
(300 5y minfa(e, ) + o(e. )
£

£
max{d(xz;, g),5($k7§)}

IN

IN

Nun konnen wir abschatzen

d(f(x), f(y)) < d(f(x), [(5)) + d(f(25), f(2x)) +d(f(2), f(y)) <

Wl M
Wl M
wW| M

Satz 4.3.10 (Stetigkeit der Umkehrfunktion)
Sind (X,dx), (Y,dy) metrische Rdume K C X kompakt und ist f : K — Y
stetig und injektiv, so ist die Umkehrfunktion f~': f(K) — X stetig.




94 KAPITEL 4. FUNKTIONEN UND STETIGKEIT

Beweis. Setze g = f~! : f(K) — K. Wir wollen zeigen, dass Urbilder abgeschlos-
sener Mengen C' C K in f(K') abgeschlossen sind. Da C' C K (4.1.13) kompakt
ist, ist g71(C) = f(C) kompakt (nach Satz 4.3.5) und daher abgeschlossen. Nach
Satz 4.2.6 (2) ist f~! stetig. O

Als Anwendung des Zwischenwertsatzes vermerken wir noch die folgende Aus-
sage.

Lemma 4.3.11 (Eine positive Nullstelle des Kosinus)
Es gibt ein xy € (0,2) mit cos(zg) = 0.

Beweis. Es gilt cos(0) = 1. Fiir x € R, = > 0 ist die Kosinus-Reihe nach dem
Leibnizkriterium konvergent und wir erhalten die Aussagen aus dem Beweis von
Satz 3.1.9 iber die Monotonie von S(2k) und S(2k + 1), allerdings wegen a; > 0
gegeniiber dem Beweis des Satzes vertauscht. Damit ist S(2k + 1) monoton fal-
lend. An der Stelle z = 2 gilt daher cos(2) <1+ (—1)% + % =1-2+2=-1
Also gibt es aufgrund des Zwischenwertsatzes Satz 4.3.1 ein solches xy. 0

Definition 4.3.12 (Die Zahl )
Ist zq die kleinste positive Nullstelle von cos, d. h. ist

a‘;ozinf{x>0‘ cos(x) :O} ,

so wird die Zahl 2xq als m bezeichnet.

Bemerkung 4.3.13 (Positivitidt des Infimums)
Es gilt

inf {x >0 ) cos(x) = O} > 0.

Definition 4.3.14 (Periode)
Eine Funktion f : R — IR wird fiir eine positive Zahl p als p-periodisch bezeich-
net, falls fiir alle x € R gilt

f(x+p) = f(z).

Ist p die kleinste positive Zahl mit dieser Eigenschaft, so wird p als minimale
Periode bezeichnet.

Satz 4.3.15
Die Funktionen sin, cos sind 2m-periodisch. 27 ist die minimale Periode dieser
Funktionen.

Beweis. Siche Ubungen. 0
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4.4 Funktionenfolgen und Konvergenz

Definition 4.4.1 (Konvergenz von Funktionenfolgen)
Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume und f, : X — Y seien Funktionen
mit D(f,) = X fiir alle n € IN. Wir sagen die Folge

{jﬁ}nem

konvergiert gegen eine Funktion f : X — Y, falls fiir jedes x € X gilt

lim f,(x) = f(x).

n—oo

Wegen dieser punktweisen Forderung sprechen wir auch von punktweiser Kon-
vergenz.

Beispiel 4.4.2 (Beispiel einer konvergenten Funktionenfolge)
Die Funktionenfolge f,(z) = 2", D(f) = [0, 1] konvergiert gegen die Funktion

0, fiir 0<zx<1
f(x)_{l, fir x=1.

Definition 4.4.3 (Gleichmiflige Konvergenz)
Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume und f,, : X — Y seien Funktionen
mit D(f,) = X fiir alle n € IN. Wir sagen die Folge

{fﬁ}nem

konvergiert gleichméfig gegen eine Funktion f : X — Y, falls fiir jedes ¢ > 0
ein N € IN existiert, so dass fiir alle x € X und allen > N gilt

dy (f(), fu(z)) <e.

Satz 4.4.4 (Grenzwerte gleichmifig konvergenter Funktionenfolgen)
Konvergiert eine Funktionenfolge { f, }new stetiger Funktionen gleichméfBig ge-
gen eine Funktion f, so ist f stetig.

Beweis. Sei 7o € X und € > 0 gegeben. Wir wiahlen N € N, so dass fir n > N

und alle z € X gilt
€

Wihle n > N und ¢ > 0 so dass fiir alle z € Bs(zy) gilt

dy (fn(2), fu(20)) <

Wl ™
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Dann ist fiir x € Bs(x)

dy (f(x), f(x0)) < dy(f(2), fu(x)) + dy (fa(2); fal(w0)) + dy (fulwo), f(0))

<

Mol m

Damit ist f stetig im Punkt z, da z¢ beliebig war, ist f stetig. U

Definition 4.4.5 (Funktionenrdume)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir definieren die Raume stetiger Funktionen
durch

C(X;R) = {f:X—>]R‘f1’ststet1'g}

bzw.

O(X;0) = {f X 5 C ‘ f st stetig.}

Aufgabe 4.4.6
1. Ist X kompakt, so wird durch

Ao (f,9) = sup {|f () = g(x)| | € X}
eine Metrik auf C(X;R) bzw. C(X, C) definiert.

2. C(X;R) bzw. C(X, C) sind mit der Metrik dc(x) jeweils ein vollsténdiger
metrischer Raum.

Aufgabe 4.4.7
Etwas allgemeiner kann man fiir metrische Raume (X, dx), (Y,dy) den Raum

C(X,Y) = {f XY ‘ F st stetig}
definieren. Ist X kompakt wird darauf eine Metrik durch

de(x,y) = sup {dy(f(:z),g(a:)) ‘ T € X}

erklart.

Man zeige, do(x,yy macht C(X,Y) zum metrischen Raum, C'(X,Y) ist genau
dann vollstdndig, wenn Y vollstandig ist.




Kapitel 5

Differenzierbare Funktionen

In diesem Kapitel widmen wir uns dem Begriff der Differenzierbarkeit und
entwickeln die Eigenschaften differenzierbarer Funktionen. Dariiber hinaus
wollen wir unsere Kenntnisse spezieller Funktionen erweitern.

Inhalt
5.1 Differenzierbarkeit . . . . .. ... ... ... ... ... 97
5.2 Ableitungen bekannter Funktionen . . . . . ... ... 102
53 Extrema . . .. ... ... it e 109
5.4 Injektivitit und Differenzierbarkeit . ... ... ... 113
5.5 Umkehrfunktionen trigonometrischer Funktionen . . 114
5.6 Die Regeln von de 'Hospital ... ... ........ 121
5.7 Stammfunktionen ... ........ ... . ..., 124

5.1 Differenzierbarkeit

Wir wollen Differenzierbarkeit definieren und dabei haben wir sowohl reelle wie
komplexe Funktionen im Auge.

Definition 5.1.1 (Differenzenquotient)
Es sei D eine offene Menge in R oder in C. Sei f : D — R (oder f : D — C)
stetig und xo € D. Fiir 0 # h € R oder h € C mit zo + h € D sei

f(zo+h) — f(xo)
h

AL (f) =

der Differenzenquotient von f im Punkt xy zur Differenz h.

97
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Beispiel 5.1.2 (Differenzenquotient in RR)

Im reellen Fall kann man sich den Begriff durch die folgende Abbildung veran-
schaulichen.

Dieses Bild zeigt, dass wir den Differenzenquotienten nutzen kénnen um die
Steigung der Funktion im Punkt zy zu beschreiben, wobei Steigung die Steigung
der Geraden ist, die f am besten approximiert.

f(x)

X

Abbildung 5.1: Veranschaulichung des Differenzenquotienten

Definition 5.1.3 (Differentialquotient)
Existiert der Grenzwert

Aoy (f) = lim AG (f),

so nennen wir diesen Grenzwert die Steigung oder auch die Ableitung von f an
der Stelle zy oder auch den Differentialquotienten von f an der Stelle xy. Wir
sagen auch f ist im Punkt x differenzierbar.

Definition 5.1.4 (Differenzierbarkeit)
Ist D C R oder D C C offen und f : D — R bzw. f : D — C stetig und in
jedem Punkt x € D differenzierbar, so ist f auf D differenzierbar.

Definition 5.1.5 (Ableitung)
Ist f in jedem Punkt x € D differenzierbar, so hat man eine Funktion f': D —
R oder f': D — C mit

f":D—= R (oder f': D — C):x— A(f).

Die Funktion f’ heiit die Ableitung von f.
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Bemerkung 5.1.6 (Schreibweise fiir Ableitung)
Fiir f'(zo) schreiben wir auch oft D f(x) oder %.

Satz 5.1.7 (Rechnen mit Ableitungen)
Sind f,g: D — R bzw. f,g: D — C differenzierbar, so sind die Funktionen

1. f+yg
2. f-9

3. h:D\{xeD‘9($):0}—>R(C):xl—>w

g(z)’
differenzierbar und es gilt fiir x € D bzw. in (3) fiirx € D\ {x €D ‘ g(x) = 0}
L (fg)=f+g

2. (Produktregel) (f - g)'(z) = f'(x)g(x) + f(2)g'(x).
3. (Quotientenregel))

([)’ (2) = f'(z)g(z) - f(2)g'(z)

Beweis. (1) Natiirlich reicht es die Aussage fiir jedes o € D zu beweisen. Wir
wissen, dass fiir Folgen h, — 0, h,, # 0 gilt

lim (f($0+hg) — f(20) ig(ﬂfoJrh;Lz) —9(350)) _

iy L@t ) = flzo) o 9(@0 + ) — g(20)

n—o0 hn n—00 hn

n—oo

9

falls die Grenzwerte auf der rechten Seite existieren.
(2) Wir betrachten

f(xo+h)g(wo +h) — f(20)g(0) _
h

f(xo + h)g(xo + h) — f(x0)g(w0 + ) + f(20)g(20 + h) — f(20)9(T0)

h
= St h})L — f(xo)g(xo +h) + f(xo)

9(xo + h) — g(xo)
h ;

da die Grenzwerte auf der rechten Seite nach Voraussetzung existieren. Der
Grenzwert der linken Seite fiir h — 0 ergibt (f - g)'(xo), der auf der rechten
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Seite
f(@0)g(wo) + f(20)g (o),

wobei die Stetigkeit von g ausgenutzt wurde.
(3) Ist g(xg) # 0, so existiert aufgrund der Stetigkeit von g ein § > 0, so dass fiir
|h| < & gilt g(xo + h) # 0. Dann ist
f(@oth) _ f(zo)
ootk g(eo) _ (@) f(wo + h) — g(zo + h) f (o)
h 9(@o + h)g(zo)h

Mit dem tiblichen Trick 0 in der Form —g(x¢) f(zo) +9g(x0) f(z0) einzufiigen erhalt
man das gewiinschte Resultat. U

Eine weitere wichtige Regel ist die sogenannte Kettenregel, die wir nun for-
mulieren wollen.

Satz 5.1.8 (Kettenregel)

Es seien E,D C R (oder C) offene Mengen und f : D — E sei im Punkt x
differenzierbar, g : E — R (oder C) sei im Punkt yo = f(zo) differenzierbar.
Dann ist g o f im Punkt x( differenzierbar und es gilt

(go f)(w0) = g’ (yo)f'(20) mit yo = f(x0).

Beweis. Wir betrachten den Differenzenquotienten

go f(xo+h) —go f(xo) :Qof(iﬁ'o—f‘h)—9°f<1'0)f(5170+h)—f(330)
h f(zg+h) — f(x) h

Mit k& = f(xo+ h) — f(xo) erhalten wir den Ausdruck

9(f(xo) + k) — g(f (w0)) f(x0 + h) — [(0)
k h

fiir den Differenzenquotienten. Wir beachten, dass mit h auch k£ gegen Null kon-
vergiert, daher ist

hmgof(fffo+h)—gof($o)
h—0 h

—tim 9(f(zo) + k) — g(f(20)) lim f(zo+h) — f(l’o)_
k—0 k h—0 h

Die rechte Seite ergibt offenbar

gl(f(xo))f/(l'o)-

Wir geben nun eine alternative Charakterisierung der Differenzierbarkeit.
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Satz 5.1.9 (Charakterisierung der Ableitung als lineare Abbildung)
Es sei D C R (oder C) offen und xy € D ein Punkt. f : D — IR ist genau dann
im Punkt x, differenzierbar, wenn es eine reelle (oder komplexe) Zahl ¢ € R
(oder C) gibt, so dass die durch

f(x) = f(zo) + ez = w0) + ()

definierte Funktion ¢ der Bedingung

lim #(2)
r—=x0,07T0 T — X

=0

geniigt. In diesem Fall ist ¢ = f’(xq).

Beweis. Wir nehmen an, f sei differenzierbar und die Funktion ¢ wie oben de-
finiert und ¢ = f’(xy). Dann ist

QO(Z') _ f(l') — f(xO) o f,(‘r())‘

r — X9 r — X9

Mit h = x — z¢p und dem Grenzwert fiir h — 0 erhalten wir das Ergebnis

@) _,

lim
r—=x0,07T0 T — X

Fiir die Umkehrung betrachten wir ¢ wie definiert und nehmen an, dass

lim #(2)

T—=x0,07T0 T — X

=0.

Dann ist 5 b
lim (f(l'o+ )—f(ﬂfo)_c):hm@(onr ):07
h—0 h h—0 h
also )
lim f(xo + 1) — f(xo) .
h—0 h
Damit existiert der Grenzwert und ist gleich c. U

Bemerkung 5.1.10 (Approximation und Ableitung)
Dieser Satz besagt, dass eine Funktion genau dann differenzierbar ist, wenn sie
durch eine affin-lineare Abbildung approximiert werden kann.

Definition 5.1.11 (Hohere Ableitung)
Ist f' f" bzw. f™ definiert, definiere (f™) = f(+1),
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5.2 Ableitungen bekannter Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir die Ableitungen bekannter Funktionen angeben.

Satz 5.2.1 (Ableitungen)

Alle hier auftretenden Funktionen seien auf IR definiert. Die Ableitung der
Funktion f(x) = x ist f'(x) = 1. Allgemeiner gilt, die Ableitung von f,(z) = x"
ist f!(z) = na™L.

Beweis. Wir beginnen mit der einfachen Funktion f(x) = x. Fiir deren Diffe-
renzenquotienten an der Stelle xy und der Differenz ergibt sich
flwo+h) = flzo) R

h _ —
AL(f) = ; — =1

Damit ist unabhéngig von xg € R

lim A” (f) = 1.

h—0

Damit ist die erste Formel gezeigt.

Den zweiten Teil beweisen wir durch vollsténdige Induktion. Der Indukti-
onsanfang ist durch den ersten Teil gegeben. Angenommen, die Behauptung sei
gezeigt fiir n. Dann ist (mit der Produktregel)

Fria(@o) = fi(wo) fr (o) + f1(20) fu(0) = wonag ™" + 2§ = (n+ 1)a".

Dies ist gerade die angegebene Formel fiir n + 1. U

Satz 5.2.2 (Ableitung von E(z), log(x))
(a) Die Ableitung der Exponentialfunktionen E(z) auf C ist

E(z).

(b) Die Ableitung des reellen Logarithmus auf R ist gegeben durch

(10g)' () =

Beweis. Sei zp € C und h € C. Der Differenzenquotient nimmt die Form

E(z +h) —E(z) E(h) — 1
Y = E(zO)T.

Dabei haben wir die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion benutzt. Fiir
den Differentialquotienten erhalten wir daher

AL (E) =

A (E) = E(zo) lim ) =1

h—0
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Diesen Grenzwert berechnen wir wieder mit der Fehlerabschétzung, wobei wir
nach dem ersten Term abbrechen |h| < 1 und erhalten

E(h)—=1 1+h+ fi(h)—1
h N h B h
Die Fehlerabschéatzung liefert

2
fih) <25
und damit B — 1 "
CUR R
Daher ist
oy = =
und

A, (E) = E(2).

Unter der Annahme, dass die Logarithmus-Funktion differenzierbar ist, lasst
sich die Ableitung leicht ausrechnen:

E(log(@) = @
(E(log(@))) = 1
E'(log(x)) (log(x))’ = 1
v (log(z))’ = 1
(log(2)) =

Die Existenz der Ableitung des Logarithmus ist damit bisher nicht gezeigt, wir
schlielen sie aus einem allgemeinen Satz zur Existenz der Ableitung der Umkehr-
funktion. 0

Satz 5.2.3 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei D C IR ein offenes Intervall, f : D — IR eine auf D definierte, stetige
und streng monotone Funktion mit Umkehrfunktion f~': f(D) — D. Ist f im
Punkt xy € D differenzierbar und f'(xq) # 0, dann ist f~1 im Punkt yo = f(x0)
differenzierbar und die Ableitung (f~')' hat im Punkt yo den Wert

Beweis. Zu h gibt es ein h mit

Yo+ h = flzo+ h).
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Die Stetigkeit von f impliziert, dass A — 0 mit h — 0. (Genauer, ist h, eine
gegen 0 konvergierende Folge, so ergibt sich eine Folge h,,, die ebenfalls gegen 0
konvergiert.) Damit erhalten wir

F Ny +h)— ) N (flao +R) — (o))

h f($0+’~1)—f($0)
_ IEO+;L—.I‘0
f(fCO‘f‘B)—f(SCo)
_ h
f(950+~)—f(x0)

Aus der Existenz des Grenzwertes auf der rechten Seite folgt die des Grenzwertes
auf der linken Seite.

Betrachten wir links den Grenzwert h — 0, so miissen wir rechts den Grenzwert
fiir h — 0 betrachten und erhalten die gewiinschte Aussage. 0

Wir berechnen nun die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen. Fiir
die notigen Abschétzungen wollen wir ein Hilfsmittel zur Verfiigung stellen, das
sich in allen Anwendungen der Mathematik grofler Beliebtheit erfreut und we-
sentliche Vereinfachungen der Notation nach sich zieht. Allerdings, und darauf
sei besonders hingewiesen, werden diese Hilfsmittel auch oft ungenau angewen-
det, davor wird eindringlich gewarnt. Es geht darum das Grenzwertverhalten von
Funktionen f und g fiir # — xg zu vergleichen, oft wird dabei ¢y = 0 bzw. xqg = 0o
sein.

Definition 5.2.4 (Landau Symbole) -
Es sei D C R eine Teilmenge mit entweder xy € D oder D enthalte eine Menge
der Form (a,0), f, g seien auf ganz D definierte Funktionen. Wir sagen

f(z) =o(g(x)) fiir x — oo,
falls es zu jedem € > (0 ein K > a gibt, so dass fiir alle x > K gilt

[f ()] < elg(x)],

f(z) = olg(x)) fir x — xo,
falls es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass x € Bs(xo) N D impliziert

()] < elg(@)]-
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Definition 5.2.4 (Landau Symbole (Fortsetzung))
Wir sagen
f(z) = O(g(x)) fiir v — oo

falls es ein K > a und ein M € R, gibt, so dass fiir alle x > K gilt
()] < Mlg(x)],
f(x) = O(g(x)) fiir z — o,
falls es ein 0 > 0 und eine Zahl M € R, gibt, so dass x € Bs(xo) N D impliziert
|[f ()] < Mlg(z)].

Die Symbole o, O werden als Landau-Symbole! bezeichnet.

Bemerkung 5.2.5
Speziell interessieren wir uns fiir Ausdriicke der Form

f(z) = o(|z|*) fur z — 0 oder z — oo.

Diese charakterisieren das Wachstumsverhalten bei Grenzwertbetrachtungen.
Ist g # 0, so kann man die Bedingungen auch umschreiben:

genau dann, wenn

In diesem Sinne ist

falls

beschrankt ist auf jeder Menge der Form {x eR ’ x> K }, K € R,. Wir
betrachten zwei Beispiele.

'Edmund Landau (14.2.1877-19.2.1938) promovierte, indem er eine auf Euler zuriickgehende
Formel bewies. Unter anderem bewies er auch den Primzahlsatz. Sei Hauptarbeitsgebiet war
die sogenannte Funktionentheorie.
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Lemma 5.2.6 (Asymptotik von Sinus und Kosinus)
Es gilt

cos(h) —1 = o(h) fiir h — 0,
und

sin(h) = O(h) fiir h — 0,

genauer gilt sogar:

i SR _
h—0 h
Beweis.
cosh) ~ 1| L £ = 1| _ | F2W)] 2],
h N h a h 1 h ’
fiir A hinreichend klein.
Fur
sin(h)
h
bekommen wir
sin(h) h+ fi"(h) 7 (h) K
hHh SR I TN

Da fiir alle h € R gilt |sin(h)| < |h| (Leibniz-Kriterium) folgt damit

lim sin(h)

h—0

=1.
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Satz 5.2.7 (Ableitung der trigonometrischen Funktionen)
Es gilt

1. (sin(x))" = cos(x);
2. (cos(x))" = —sin(x).

Wir setzen fiir x # 5 + km

_ sin(x)
tan(z) = cos(z)
und
cot(x) = (<§ v 4k, kel

Dann sind tan, cot an allen Stellen ihres Definitionsbereiches differenzierbar und
es gilt
cos?(z) + sin?(z) 1

L (tan(z)) = cos?(x) - cos2(x);

2 (eot(@)) = — 2?22(_;):08 = a _sin2(x);

Beweis. Wir beginnen mit der Sinus-Funktion, aufgrund von Satz 3.5.14 gilt
sin(x 4+ h) = sin(x) cos(h) + sin(h) cos(x).

Damit schreiben wir

sin(z +h) —sin(x) | . cos(h)—1 . sin(h)
M I R A R
= cos(z),
denn 21
tiy €S L
h—0 h
und -
fim 52 _
h—0

wie wir oben gesehen haben. Die entsprechende Rechnung fiir den Kosinus ist
ganz dhnlich:

cos(z + h) = cos(z) cos(h) — sin(x) sin(h)
wegen des ersten Additionstheoremes in Satz 3.5.14. Damit wird

cos(x + h) — cos(x) cos(x) cos(h) — sin(z) sin(h) — cos(x)
h h
cos(h) — 1
h

sin(h)
P

= cos(x) — sin(z)
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Der Grenzwert der rechten Seite fir A — 0 ist —sin(z). Die Ableitungen fiir tan
und cot ergeben sich aus der Quotientenregel. 0

In den Ubungen (Aufgabe 6 auf Blatt 9) hatten wir die hyperbolischen Win-
kelfunktionen sinh, cosh eingefithrt und dafiir Additionstheoreme gezeigt. Wir

erinnern nochmals an die Definition.

Definition 5.2.8 (Sinus/Kosinus Hyperbolicus)
Fiir z € C definieren wir

(e* +e7), sinh(z) = % (ef —e ).

DO | —

cosh(z) =

Diese Funktionen werden als Sinus Hyperbolicus, bzw. Kosinus Hyperbolicus
bezeichnet. Wir nennen diese die hyperbolisch triogonometrischen Funktionen.

Im Fall der trigonometrisch hyperbolischen Funktionen ergeben sich wie im Fall
von Sinus/Kosinus Additionstheoreme.

Lemma 5.2.9 (Additionstheoreme hyperbolischer Winkelfunktionen)
Die Additionstheoreme fiir die hyperolischen trigonometrischen Funktionen lau-

ten

cosh(z; + z2) = cosh(zy)cosh(zz) 4 sinh(z;) sinh(zy),
sinh(z; + z2) = cosh(z;)sinh(z) + sinh(z;) cosh(zs).

Beweis. Siche Ubungen.

Wie im Fall von Sinus und Kosinus ergeben sich die Ableitungen nun.

Satz 5.2.10 (Ableitung hyperbolisch trigonometrischer Funktionen)
Es gilt

cosh’(z) = sinh(z)

sinh’(z) = cosh(z).

Beweis. Aufgrund der Additionstheoreme Lemma 5.2.9 ergibt sich

cosh(z +h) = cosh(z)cosh(h) + sinh(z) sinh(h)
sinh(z +h) = cosh(z)sinh(h) + sinh(h) cosh(z),
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und daraus
h — cosh h(h) —1 inh
cosh(z + h})z cosh(z) _ cosh(z)cos (Z) N sinh(z)sm (h)
sinh(z + h})b — sinh(2) _ cosh(z)smh(h) n sinh(z)COSh(Z) - 1'

Aufgrund der Definition berechnet man wie fiir die trigonometrischen Funktionen

lim cosh(h) — 1 _0
h—0 h
und
sinh(h) .
7 =1
Damit ergeben sich sofort die angegebenen Formeln. U

5.3 Extrema

Definition 5.3.1 (Extremwert)
Es sei (X, d) ein metrischer Raum, f : X — R eine Abbildung, D(f) C X offen.

Gibt es ein xy € D(f) mit f(xo) = sup {f(y) y € D(f)}, so heifit f(zo) das
Maximum von f. Gibt es ein x; € D(f) mit f(z;) = inf{f(y) ’ y € D(f)},

so heifit f(x1) das Minimum von f. f(zo) bzw. f(z1) werden als Extremwer-
te bezeichnet und jedes x € D(f) mit f(x) = f(xg) bzw. f(y) = f(z1) als
Extremwertstelle.

Bemerkung 5.3.2 (Extremwert annehmen)
Wir sagen auch f nimmt in z¢ bzw. x; das Maximum bzw. Minimum an.

Definition 5.3.3 (Maximum/Minimum)

Ist xg € D(f) ein Punkt und B.(x¢) eine offene Kugel um xo , mit f(zo) > f(z)
fiir alle x € B.(xy), so heifit f(xo) lokales Maximum von f. Gilt f(zo) < f(x)
fiir alle x € B:(xy), so heiit f(zo) lokales Minimum von f. zo heifit in diesen
Féllen lokale Extremwertstelle und f(z() lokales Extremum.

Satz 5.3.4 (Notwendige Bedingung fiir eine Extremwertstelle)
Es sei I C R ein offenes Intervall, f : I — R sei stetig und iiberall differenzier-
bar. Gibt es einen Punkt xy € I, so dass f(z) ein lokales Extremum ist, so ist

f(xo) =0.
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Beweis. Es gibt ein 6 > 0, so dass fiir alle © € Bj(z) gilt f(z) < f(zo) oder
f(z) > f(zo). Der Beweis des zweiten Falles ist eine unwesentliche Modifikation
des Beweises des ersten Falles, wir beschranken uns auf diesen. Gilt x < z¢ und
x € Bs(xg), dann ist

f@) = )
r — Tg
insbesondere folgt
i @ =S
T—x0,r<T0 €T — xo
Entsprechend hat man fiir x > xg
f@) = fa0) _
r — T
und es folgt
i @ =S
T—T0,T>T0 €T — xo
Da der Grenzwert
L F@) ~ fw)
T—x0 €Tr — ‘TO
existiert sind die beiden obigen Limites gleich und damit 0. U

Bemerkung 5.3.5 (Notwendige Bedingung ist nicht hinreichend)
Die angegebene Bedingung ist notwendig, jedoch nicht hinreichend, wie das
Beispiel

fla) =2’

lehrt, f’(0) = 0, jedoch ist 0 keine Extremwertstelle von f.

Satz 5.3.6 (Rolle?)
Es sei I = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall (a < b) und f : I — IR sei stetig.
Ist f auf dem Intervall (a,b) differenzierbar und gilt

so gibt es ein xy € (a,b) mit f'(zo) = 0.

Beweis. Ist die Funktion f konstant, so ist f'(x) = 0 fiir alle z € I und damit
der Satz gezeigt. Ist f nicht konstant, so gibt es ein 21 € (a,b) mit f(z1) # f(a).

2Michel Rolle (21.4.1652-8.11.1719) stammte aus einfachen Verhéltnissen und war Autodi-
dakt. Zeitweise war er Gegner der Differentialrechnung.
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Sei oBdA f(z) < f(a). Da f(I) ein kompaktes Intervall ist, gibt es ein x¢ € (a, b)
mit

f(zo) :min{f(:v) ‘ T € ]}.
Insbesondere ist zo ein lokales Minimum und damit nach Satz 5.3.5 f'(x¢) =
0. 0
Eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes ist der wichtige Mittelwertsatz.

Korollar 5.3.7 (Mittelwertsatz)
Es sei I = [a,b], a < b ein Intervall, f : I — R stetig und f auf (a,b) differen-
zierbar. Dann gibt es ein g € (a,b) mit

Beweis. Betrachte die Funktion
f(b) — f(a)

Dann gilt
und die Funktion

hat die Eigenschaft G(a) = G(b) = 0. Also gibt es ein xy € (a,b) mit G'(xy) =0
oder aber

F'(wo) = f'(wo)-
Da fiir alle z € (a,b) gilt

RIRIULS (0

ist der Satz gezeigt. U

Korollar 5.3.8 (Verschwindende Ableitung)
Ist I = [a,b] ein Intervall, f : I — IR stetig und auf (a,b) differenzierbar und
gilt f'(z) =0 fiir alle z € (a,b), so ist f konstant.

Beweis. Wire f nicht konstant, so konnte man x4, x5 € (a,b) finden mit f(z,) #
f(z2). Nun wenden wir den Mittelwertsatz auf die Einschriankung von f auf
[21, 3] an und erhalten einen Punkt zy € [z1, 23] mit f'(zq) # 0. 0

Eine weitere wichtige Konsequenz ist die folgende Wachstumsschranke fiir f.



112 KAPITEL 5. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Korollar 5.3.9 (Wachstumsschranken)
Ist I = [a,b] ein Intervall, f : I — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Gibt
es Werte m, M mit

m< fl(x) <M

fiir alle x € I, so gilt fiir alle x1, x5 € I

m(zy — x) < f(x1) — f(x2) < M(21 — 22).

Beweis. Folgt unmittelbar aus dem Mittelwertsatz. U

Korollar 5.3.10 (f' = cf)
Ist f auf einem Intervall [a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbar und gilt fiir
alle x € (a,b) und eine reelle Zahl ¢ € R

f'(@) =cf(x),

S0 Ist

f(z) = fla)e™?.

Beweis. Betrachte f(x)e @~ Nach der Produktregel erhilt man fiir die Ab-
leitung (unter Verwendung der Kettenregel fiir E(az) = ¢**)

(f(x)e—c(x—a))/ _ f/(x)e—c(ar—a) + f(xx_c)e_c(m_a) _0

Also ist f(z)e “*=% konstant, fiir z = a hat es den Wert f(a) und somit ist

f(2) = fla)ete=),

Als Spezialfall erhélt man

Korollar 5.3.11 (Ableitung gleich Funktion)
Gilt f' = f fiir eine differenzierbare Funktion auf R, so ist




5.4. INJEKTIVITAT UND DIFFERENZIERBARKEIT 113

5.4 Injektivitit und Differenzierbarkeit

Satz 5.4.1 (Monotonieverhalten und Ableitung)
Es sei I = [a,b] ein Intervall, f : I — R stetig und auf (a,b) differenzierbar.

1. Gilt f'(z) > 0 fiir alle x € (a,b), so ist f monoton steigend.
2. Ist f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton steigend.

3. Gilt f'(x) <0 fiir alle x € (a,b), so ist f monoton fallend.

4. Ist f'(x) < 0 fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton fallend.

Beweis. Wir beweisen nur den ersten Fall, alle anderen ergeben sich durch ein-
fache Modifikationen. Wir nehmen an f'(x) > 0 fiir alle € (a,b). Wére f nicht
monoton steigend, so wiirde man z1, x5 finden mit x; < xo und f(z1) > f(x2).
Dann gibt es aufgrund des Mittelwertsatzes ein x¢ € (x1, z2) mit f'(zo) < 0. Dies
ist ein Widerspruch zum Mittelwertsatz. U

Eine weitere wichtige Anwendung der bisher erhaltenen Regeln ist der folgen-
de Satz, der ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz lokaler Extrema angibt.

Satz 5.4.2 (Hinreichende Bedingung fiir Extremwertstelle)

Ist I C R ein Intervall, f : I — R tiberall definiert, stetig und differenzierbar.
Ist f'(x¢) = 0 und existiert im Punkt x, die zweite Ableitung f”(x¢) und gilt
f"(xo) # 0, so ist xq eine lokale Extremwertstelle.

Beweis. Wir betrachten oBdA den Fall f”(zq) > 0, der andere Fall geht genauso.
Wir beginnen mit der Betrachtung der zweiten Ableitung

() — i TGO =S 0) )

h—0 h h—0 h 7

da f'(xo) = 0. Da f"(xg) > 0, gibt es ein § > 0, so dass |h| < § impliziert

f<$0 + h)

0.
3 >

Dann ist fiir |h| < 6 und A < 0 der Wert f'(zg + h) < 0 und fiir h > 0 der
Wert f'(zo+ h) > 0. Dann ist aber auf (z¢ — J, z¢) die Ableitung f’ negativ und
daher f streng monoton fallend, auf (xg,zo+0) ist f’ positiv und damit f streng
monoton steigend. Damit ist fiir 6 > h > 0

f(wo—h) > f(xo) < f(xo+h)

und f(xg) ist ein lokales Minimum. O
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5.5 Umkehrfunktionen trigonometrischer Funk-
tionen

Die Funktionen sin, cos sind nicht injektiv und daher nicht umkehrbar. Schrinken
wir die Funktionen jedoch ein, also betrachten wir nur einen Teil des Definitions-
bereiches, so kann man diesen Teil so wihlen, dass die Funktionen injektiv sind
und damit umkehrbar. Der obige Satz iiber die Differenzierbarkeit der Umkehr-
funktion liefert dann die Ableitung dieser Funktionen.

Definition 5.5.1 (Monotonie von Sinus/Kosinus)

1. Wir betrachten die Einschridnkung von sin auf das Intervall (-7, 7). Die
Ableitung von sin ist cos und dieser ist im angegebenen Intervall positiv,
also ist sin injektiv und es gibt eine Umkehrfunktion, die wir mit arcsin
bezeichnen.

2. Wir betrachten die Einschriankung von cos auf das Intervall (0, ). Die
Ableitung von cos ist — sin und dieser ist im angegebenen Intervall negativ,
also ist cos injektiv und es gibt eine Umkehrfunktion, die wir mit arccos
bezeichnen.

3. Wir betrachten die Funktion tan auf dem Intervall (—%, 7). Die Ableitung
von tan ist Colsg und ist im angegebenen Intervall positiv, also ist tan
injektiv und es gibt eine Umkehrfunktion, die wir mit arctan bezeichnen.

4. Wir betrachten die Funktion cot auf dem Intervall (0, 7). Die Ableitung
von cot ist S# und ist im angegebenen Intervall positiv, also ist cot in-
jektiv und es gibt eine Umkehrfunktion, die wir mit arccot bezeichnen.

arctan

Abbildung 5.2: Arcustangens
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Satz 5.5.2 (Ableitung der Umkehrfunktion einer Winkelfunktionen)
Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind nach Satz 5.2.3
auf den angegebenen Intervallen differenzierbar und die Ableitungen ergeben
sich zu:
1. Fir v € (—%,7) ist
1
. / . .
arcsin’(sin(x)) = con()
Damit ist fiiry € (—1,1)
arcsin’(y) = !
1—y?
2. Fiir x € (0,7) ist
1
/ _ _
arccos’ (cos(z)) Sn(2)
Damit ist fiiry € (—1,1)
arccos'(y) = !
1—y2
3. Fiirx € (-5, 5%) ist
arctan’(tan(x)) = !
 tan’(z)
Damit ist fiir y € (—o0, 00)
arctan’(y) = !
1+y?
4. Fiirx € (=5, 5%) ist
arccot’(cot(r)) = ! :
cot/(z)
Damit ist fiir y € (—o0, 00)
arccot'(y) = — !
1+y%

Beweis. Der erste Teil der Aussage folgt immer unmittelbar aus dem Satz zur
Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion 5.2.3. Im Fall des arcsin ergibt sich fol-
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gende Rechnung: Setze y = sin(z). Dann ist

arcsin’(y) ! !
resin’(y) = = .
Y cos(x) 1— 2

Im Falle des arccos ist die Rechnung eine triviale Modifikation.
Wir kommen zum Tangens und erhalten (dort wo tan’(z) # 0 ist)

arctan’(tan(z)) = (@)

Setze y = tan(z) und damit ergibt sich

1 cos?(x) + sin’(z) ) )
cos?(x) cos? x +tan’(z) Ty
also ist
1
tan’(y) = :
arctan’(y) T 5
Alle anderen Fille sind entsprechend. U

Bemerkung 5.5.3 (Zweige von Umkehrfunktionen)

Natiirlich kann man die Injektivitdt auch erzwingen dadurch, dass man die
Funktionen auf ein anderes Intervall einschréankt. Die auf diese Weise gewonnen
Umkehrfunktionen nennt man Zweige der jeweiligen Umkehrfunktion.

Bemerkung 5.5.4 (Sekans und Kosekans)
Oft werden folgende Bezeichnungen verwendet:

1
cos(x)

sec(x) = , x#g%—lm

und

1
cse(z) = sinz) x # km, k€ 7.

Diese Funktionen werden als Sekans und Kosekans bezeichnet.

Definition 5.5.5 (Hauptzweig)
Die im Satz angegebenen Umkehrfunktionen werden jeweils als Hauptzweig der
entsprechenden Funktion bezeichnet.

Wir kommen nun noch zu den hyperbolischen Winkelfunktionen. Zunéchst setzen
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wir fiir z € C

) = 28
i) = 2

wobei wir natiirlich nur solche z zulassen, dass cosh(z) # 0, bzw. sinh(z) # 0.
Man iiberlegt sich leicht einige qualitative Eigenschaften der Funktionen Sinus
Hyperbolicus, Kosinus Hyperbolicus, Tangens und Kotangens Hyperbolicus.

Satz 5.5.6 (Eigenschaften der hyperbolischen Winkelfunktionen)
1. Die Funktion sinh(z) ist auf R streng monoton steigend, es gilt
lim, ,4. sinh(z) = +o00. Die Funktion ist ungerade. Es gibt eine einzi-
ge Nullstelle bei x = 0.

2. Die Funktion cosh(z) ist auf IR gerade, sie ist streng monoton fal-
lend auf (—o00,0) und streng monoton steigend auf (0,00). Es gilt
lim, 4+ cosh(z) = co. Bei x = 0 hat cosh eine globale Extremwertstelle,
cosh(0) = 1 ist ein lokales und globales Minimum.

3. Die Funktion tanh(z) ist fiir alle x € R definiert. Es gilt |tanh(z)| < 1
fiir alle x € R und lim,_, 1, tanh(x) = £1.

4. Die Funktion coth(x) ist fiir alle x € R, = # 0 definiert und es gilt
lim, 0,250 coth(z) = oo, coth ist ungerade und es gilt |coth(x)| > 1 und
lim, ., coth(z) = 1.

Beweis. (1) Die Ableitung von sinh ist cosh. Man sieht sofort, dass diese Funktion
fiir reelle x nicht Null wird. Die Funktion ist aufgrund ihrer Definition ungerade
und die Grenzwerteigenschaften folgen sofort aus denen fiir die Exponentialfunk-
tion. Jede Nullstelle geniigt der Gleichung e* = e~*. Da fiir x > 0 gilt € > 1 und
fiir x < 0 gilt €* < 1, folgt, dass diese Gleichung hochstens die Losung « = 0 hat.
Dies ist auch eine Losung und es ist nichts weiter zu zeigen.
(2) Geradheit und Monotonieeigenschaften folgen aus den entsprechenden Eigen-
schaften von sinh. Als einzige Extremwertstelle kommt die Nullstelle von sinh(x)
in Frage und dort erhdlt man den Wert 1. Die Abschitzung cosh(x) > 1 ist eine
unmittelbare Konsequenz der Definition.
(3) Da fur alle x gilt

’ex o efx‘ < e® _'_efx’
hat man sofort eine Schranke fiir tanh. Die Funktion ist offensichtlich ungerade
und daher reicht es den Grenzwert fiir x — oo zu untersuchen. Wir erhalten

et — o7 T

m ———-
z—o0 ¥ 4+ e~ 7T z—o00 ¥ 4+ e~ 7
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(4) Da sinh(0) = 0, ist die Unbeschréinktheit nahe x = 0 klar, ebenso folgt
aus der gerade gemachten Uberlegung |coth(z)| > 1 fiir alle x und wie eben
lim, o, coth(z) = 1. 0

Bemerkung 5.5.7 (Graphen)
Wir betrachten die Graphen der hyperbolischen Winkelfunktionen in den fol-
genden Darstellungen.

Nun iiberlegen wir uns wie eventuelle Umkehrfunktionen dieser Funktionen aus-

cosh
12000

cosh(x)
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8000 -
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10000 -
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-5000

-10000

-15000 L L L
-10 -5 0 5 10

Abbildung 5.4: Sinus Hyperbolicus

sehen. Als Hilfsmittel verwenden wir eine Formel, die sofort aus dem Additions-
theorem fiir cosh folgt, indem man es auf z + (—z) anwendet, also

cosh?(z) — sinh?(z) = 1. (5.1)
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tanh
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Abbildung 5.5: Tangens Hyperbolicus

coth

" cosh(x)/sinh(x) ——

I 1 I
-10 -5 0 5 10

Abbildung 5.6: Kotangens Hyperbolicus
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Satz 5.5.8 (Umkehrfunktionen trigonometrischer Funktionen)
1. Die Funktion sinh ist bijektiv auf IR, die Ableitung nirgends Null, also
existiert eine Umkehrfunktion

Arsinh: R - R
mit ]
Arsinh’(sinh(z)) = cosh(z)’
Damit ergibt sich
1
Arsinh’(y) =

ity

2. Die Funktion cosh ist auf (0, 00) injektiv und umkehrbar, die Umkehrab-
bildung
Arcosh : (1,00) — (0, 00).

Diese ist iiberall differenzierbar und fiir die Ableitung ergibt sich

1

Arcosh’(cosh(z)) = Snh ()

und damit fiir y > 1
1

Nt

Arcosh’(y) =

Beweis. Jeweils die erste Aussage ist wiederum eine sofortige Konsequenz aus
der Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion. Setzen wir y = sinh(z), so ergibt
sich aus Gleichung (5.1)

cosh(x) = /1 + 92
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5.6 Die Regeln von de ’Hospital

Lemma 5.6.1 (Grenzwerte fiir f(z)/x)
(a) Es sei (0, ¢) ein offenes Intervall in R und f : (0,¢) — R eine differenzierbare
Funktion mit

oo (7) =0
und
Ao /) =2
Dann gilt
x—H)I,EN) @ =M.

(b) Ist f: (¢,00) — R differenzierbar mit

lim f'(z) = M,
Xr—r 00

so ist
lim M =M.
r—oo I

Beweis. (a) Zu € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass
0 < z < § impliziert | f'(z) — M| < e.

Ist nun 0 < x < 4 so ist nach dem Mittelwertsatz

f@) 1) =10 gy

T x—0

fir ein € € (0, z). Damit ist

ﬂ—M!=|f’<s>—M|<a

T

Dies war zu zeigen.
(b) Hier betrachten wir zunéchst den Fall M = 0. Wegen lim,_,, f'(z) = M gibt
es zu € > 0 ein ¢ > 0, so dass & > ¢ impliziert |f'(z)| < 5. Ist nun = >z > ¢, so
gilt

|[f (@) = f(zo)] <

Damit ist fiir hinreichend grofles x, genauer fiir

(x — x0).

Do ™

x > max{xy, 2f(:0)},
f@)| _f(x) = flxo)] | [f(xo)] ex—mo € e e
‘x = . T, Sy, TasgtyTe
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Ist nun M beliebig, so betrachten wir die Funktion f(x) = f(x) — Mz. Fiir diese
gilt nun f'(x) — 0 mit x — oo und

Ozlim@:hmM:hmM

r—o00 I T—00 €T r—o0 I

— M.

Satz 5.6.2 (I’Hospital?®)

Gegeben sei ein Intervall der Form I = (a,b) mit —oo < a < b < co. Es seien
fyg: I — R differenzierbar. Wir setzen voraus ¢'(x) # 0 fiir alle x € I und der
Grenzwert

!
im 27 _yrer
z—bz<b ¢'(x)

existiere.
Dann gelten die beiden Aussagen:

1. Aus lim,_yp ,p g(2) = lim,_p o< f(2) = 0 folgt:
(a) g(z) # 0 fiir alle x € I und

(b) lim @) =

z—bx<b g(x)
2. Aus limy_yp4<p g(7) = lim,_p »<p f(x) = Loo folgt:

(a) Es gibt ein xy € (a,b) mit g(x) # 0 fiir x > xy und
(b) tm &

z—b,x<b g(.T)

Entsprechende Aussagen gelten auch fiir die Grenzwerte bei a.

Beweis. Wir beginnen mit dem ersten Teil. Es gibt ein o« < b mit g ist injektiv
auf (o, b) und g(z) # 0 fiir x € (o, b), denn ist

so existiert nach dem Satz von Rolle ein € € (z,y) mit ¢’(¢) = 0 im Widerspruch
zur Voraussetzung ¢’ # 0 und wire g(x) = 0, so wiirde das gleiche Argument auf

3Guillaume Francois Antoine I'Hopital, Marquis de Sainte Mesme (1661-3.2.1704) war Mit-
glied des franzosischen Hochadels, widmete sich dennoch der Mathematik. Von Johann I Ber-
noulli wurde er in die damals neue Infinitesimalrechnung eingefiihrt und schloss mit ihm ein
Abkommen, dass jener ihm gegen Bezahlung die Rechte an mathematischen Erkenntnissen ab-
trat. So gehen auch die hier genannten Regeln auf Johann I Bernoulli zuriick, der nach dem
Tode von I’'Hopital die Entdeckerrechte einforderte.
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dem Intervall (z,b) anwendbar sein. Also existiert eine stetige inverse Abbildung
97" (0,8) = (a,b).

Fir y € (0, 8) gilt

denn

d oo e )
H (y))_g’(gfl(y))'

Der zweite Teil ist ganz &hnlich, nur bildet g auf ein Intervall der Form (3, 0o)
ab. g ist auf (a,b) injektiv, zum Beweis dient das gleiche Argument wie oben.
Damit ist g auf (a,b) streng monoton, denn ¢’ wechselt das Vorzeichen nicht.
Insbesondere konnen wir oBdA annehmen, dass g > 0 auf (a, c0) ist. Das Bild
von (a,b) unter g ist also ein Intervall der Form (3, 00). Setze

F=fog*':(80) —R.

Es gilt

Nun ist

lim F(y) = tim L5

Y00 z—bz<b ¢'(x)

Damit folgt aus dem Lemma

im ZW _
Y—00 y
Dann ist
-1
T ) R e ) T ) R 9
a—ba<b g(x)  y—oo Y y—oo
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Bemerkung 5.6.3 (Anwendungen der I’Hospitalschen Regel)
1. Wir betrachten fiir a > 0

lim M.
rz—o00 %

Die Voraussetzungen zur Anwendung des Satzes von 1’'Hospital sind erfiillt
und wir erhalten

1 1
lim 28 _ oy L
r—oo ¢ r—o00 %
2. Den Grenzwert
lim —_———
z—02#0 \ sin(x)
kann man erst durch die Umformung
1 1z —sin(x)

sin(z) x  wsin(z)

in die erforderliche Gestalt bringen und ausrechnen, dass nach einer zwei-
ten Anwendung von des Satzes von 'Hospital folgt, dass dieser Grenzwert
0 ist.

5.7 Stammfunktionen

Definition 5.7.1 (Stammfunktion)
Ist f: (a,b) — R stetig, so heifit eine Funktion F': (a,b) — IR Stammfunktion
von f, falls F'(x) = f(x) fiir alle x € (a,b) gilt.

Bemerkung 5.7.2 (Nichteindeutigkeit der Stammfunktion)
Eine Stammfunktion ist nicht eindeutig: ist F' eine Stammfunktion von f, so
gilt dies auch fiir F' + ¢ fiir jede reelle Zahl c.

Satz 5.7.3 (Differenzen von Stammfunktionen)
Sind F, Fy Stammfunktionen von der stetigen Funktion f auf (a,b), so gibt es
einc € R mit F} = F5 +c.

Beweis. Ist 29 € (a,b) und ¢ = Fi(xg) — Fy(z0) und = € (a,b), x # xy. Dann
gibt es ein £ € (x,zg) bzw. (x¢,z) mit

(Fi(z) = Fa(x)) — (Fi(zo) — Fa(wo)) = (Fi(§) — F5(6)(x — o)
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Dann ist
F1($) — Fg(x) = C.

0

Damit konnen wir die Stammfunktionen einer groflen Klasse von Funktionen
(jeweils bis auf Angabe einer Konstanten) angeben. Hier eine kleine Auswahl:

Funktion f | Stammfunktion F'
v 5
1
a -1 a+1
a7 a—+1
x~! log(|x[)
e’ e’
log(x) xlog(x) —z
sin — COos
cos sin
sinh cosh
: tan(z)
arctan(x
1+ a2
1 .
arcsin
e (y)
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Kapitel 6
Das Riemann-Integral

In diesem Abschnitt wollen wir einen Integralbegriff einfithren. Dieser
Integralbegriff geht auf Riemann! zuriick und beruht auf einer naheliegenden
Anschauung. Es wird sich zeigen, dass dieser Begriff fiir wichtige Anwendungen
nicht ausreichend ist und wir werden spéter einer weitergehenden Begriff
kennenlernen. Wir beginnen mit dem Begriff der Zerlegung eines Intervalls, eine
naheliegende Konstruktion, die zur Definition des Integrals benotigt wird. Die
Entwicklung des Integralbegriffes nimmt einige Konzepte, die meist erst bei der
Darstellung des Lebesgue-Integrales eine Rolle spielen, vorweg. Damit ist unsere
Darstellung etwas abstrakter, als es in der Literatur iiblich ist, andererseits
treten auch bei der Darstellung, wie sie normalerweise gegeben wird, einige
Probleme auf, die dort nicht explizit behandelt werden, deren sachgeméfe
Losung auf unseren Formalismus fithrt, der konsequent aus dem
Funktionsbegriff hervorgeht.

Inhalt
6.1 Zerlegungen . . . . . .. ... ... i 128
6.2 Ober- und Unterintegrale ... ............. 129
6.3 ExistenzdesIntegrals . ... ............... 141

6.4 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung144

6.5 Integration von Funktionenfolgen . ... ... ... .. 146
6.6 Integrationsregeln ... ... ............... 150
6.7 Ausblickundz .................0.0.0.0... 162

!Georg Friedrich Bernhard Riemann (17.9.1826-20.7.1866) gilt als einer der bedeutendsten
Mathematiker, seine wichtigsten Beitrige galten der Analysis und der Differentialgeometrie.
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6.1 Zerlegungen

Definition 6.1.1 (Zerlegung)
Es sei [a,b] C IR ein kompaktes Intervall. Eine geordnete Teilmenge

3-{¢

izO,...,n} mita=(<G<---<(=>b

heiBt eine Zerlegung von [a, b].
Das Maximum

A(3) = max {QH — G

i:Q”wn—l}

nennt man die Feinheit der Zerlegung.

Wir wollen nun zwei Zerlegungen vergleichen.

Definition 6.1.2 (Feinheit einer Zerlegung)

1. Eine Zerlegung 3, des Intervalls [a, b] nennt man feiner als eine Zerlegung
32 des Intervalls [a, b], falls

A(31) < A(32)-

2. Eine Zerlegung 3, des Intervalls |a, b] wird als Verfeinerung der Zerlegung
39 bezeichnet, wenn

32 C 31.

Bemerkung 6.1.3 (Verfeinerung ist feiner)
Ist 31 eine Verfeinerung von 35, so ist

A(31) < A(32),
d. h. 3, ist feiner als 3.

Lemma 6.1.4 (Existenz der gemeinsamen Verfeinerung)

Ist [a,b] ein kompaktes Intervall in R und sind 31,39 zwei Zerlegungen von
[a, b], so gibt es eine Zerlegung 33, so dass 33 sowohl eine Verfeinerung von 3,
wie auch eine Verfeinerung von 3o ist.
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Definition 6.1.5 (Gemeinsame Verfeinerung)
Jede Zerlegung 33 mit dieser FEigenschaft wird als gemeinsame Verfeinerung von
3, und 39 bezeichnet.

Das obige Lemma kann man also knapp so zusammenfassen: Zu je zwei Zerle-
gungen eines kompakten Intervalls gibt es eine gemeinsame Verfeinerung.

Beweis von Lemma 6.1.4. Betrachte
33=231U23

und ordne 33 entsprechend der natiirlichen Anordnung in R. U

Definition 6.1.6 (Treppenfunktion)

Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall, 3 eine Zerlegung von [a, b] und ¢; € R, i =
0,...,n — 1 eine Folge von n reellen Zahlen, dann nennt man eine Funktion
¢ :]a,b] = R, D(¢) D la,b] \ 3 mit

p(z) = ;i falls x € (¢, Gi1)

Treppenfunktion auf [a, b].

Eine Treppenfunktion wird durch eine Zerlegung und eine (endliche) Folge reeller
Zahlen definiert. Man beachte, dass die Werte der Treppenfunktion ¢ an den Stel-
len (; bei der Definition keine Rolle spielen. Wir gehen sogar noch einen Schritt
weiter und verlangen nicht einmal, dass ¢ an diesen Stellen definiert ist.

Lemma 6.1.7 (Algebraische Eigenschaften von Treppenfunktionen)
1. Sind ¢,v Treppenfunktionen auf |a,b], so ist ¢ + ¥ mit D(p + ¢) =
D(g) N D(®) mit (p +¥)(x) = () + ¥(x), & € D(g) N D) eine
Treppenfunktion.

2. Ist A € R und ¢ eine Treppenfunktion auf [a,b], so ist A¢ eine Treppen-
funktion.

Beweis. Siche Ubungen. 0

Definition 6.1.8 (Raum von Treppenfunktionen)
Den Menge der Treppenfunktionen auf |a,b| bezeichnen wir mit T'([a, b]).

6.2 Ober- und Unterintegrale

Wir beginnen hier mit den anschaulichen Begriffen von Ober- und Untersumme
und zeigen, wie der Integralbegriff, der auf diesen einfachen Begriffen basiert,
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dquivalent zu einer etwas abstrakteren Definition mittels Treppenfunktionen ist.
Fiir alle praktischen Zwecke reicht die anschauliche Herleitung aus, das abstrak-
tere Konzept gibt allerdings einen Ausblick und eine Vorbereitung auf die spéter
zu definierende Verallgemeinerung des Integralbegriffes. Um gewisse technische
Komplikationen auszuschlielen, benotigen wir einige Einschrankungen an die von
uns zu betrachtenden Funktionen.

Definition 6.2.1 (Raum der beschrinkten Funktionen)
Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall in IR, setze

F(la,b]; R) = {f 0B = R | D) = [a,0]\ Z,#(Z) € Ny, f ist beschréinkf;} .

Mit einfachen Worten, F'([a, b]; IR) ist die Menge aller beschréinkten reellwertigen
Funktionen, die an allen, bis auf endlich vielen, Stellen definiert sind.

Definition 6.2.2 (Ober-, Unter-, Riemannsumme)

Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Es sei 3 eine Zerlegung von [a,b]. Es
sei f € F([a,b],R) mit D(f) D [a,b]\ 3. Fiiri=0,...,n—1 sei ; € ({;, (iy1)-
Dann fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

n—

O(f,3) = 1 sup {f(x) ’ z € (G, Ci+1)} (Giy1 — G)

0

4F3) = Yt {f@) | e (GG} (G =)

~

3

R(f3) = f (@) (Gir1 — G)-

=0

O(f,3) nennt man die Obersumme von f auf [a,b] zur Zerlegung 3, entspre-
chend $(f, 3) die Untersumme und R(f, 3) eine Riemannsumme zur Zerlegung

3.

Bemerkung 6.2.3 (Riemannsumme)
Zu gegebener Zerlegung hingt der Wert einer Riemannsumme von der Auswahl
der z; € ((;, Gi+1) ab. Allerdings gilt fiir jede solche Auswahl:

U(f,3) <R(f.3) < O(f,3)

Man beachte, dass die Werte der Obersumme, Untersumme und Riemannsum-
me unabhéngig sind von den Funktionswerten an den Zerlegungspunkten.
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Lemma 6.2.4 (Treppenfunktionen als beschrinkte Funktionen)
Es gilt T'([a, b)) C F([a,b];R).

Beweis. Folgt sofort aus der Definition. 0

Definition 6.2.5 (Aquivalenz beschriinkter Funktionen)
Auf F([a,b];R) definieren wir eine Relation durch

f ~ g genau dann, wenn 37 C [a,b], #Z € NoVz € [a,b]\Z gilt f(x)—g(z) = 0.

Aufgabe 6.2.6 (Vektorrdume von Klassen beschrénkter Funktionen)
1. Man zeige: Die Relation f ~ g ist eine Aquivalenzrelation auf F'([a, b]; R).

2. Fiir f € F([a,b];R) sei [f] die Aquivalenzklasse mit f € [f]. Man zeige

§(a. b R) = {1f]| f € Flla.b). R)}
ist ein Vektorraum.

3. Es sei
(b)) = {I1| 1 € 7,0 }

Man zeige: T([a, b]) ist ein Untervektorraum von §([a, b], R).

4. Man iiberlege sich

(a) F([a,b],R) ist kein Vektorraum, T'([a, b]) ist kein Vektorraum.

(b) Man versuche eine Anderung der Definition von F([a,b],R) und
T([a,b]), so dass Vektorrdume entstehen. Vergewissern Sie sich, dass
die oben gewihlte Definition mittels Aquivalenzrelation eine einfache
Losung aller entstehenden Probleme ist.

Wir wollen nun F'([a, b], R) mit einer Ordnung versehen.

Definition 6.2.7 (Relation fiir Klassen beschrinkter Funktionen)
Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall in R und f, g € F([a,b],R). Wir definieren
eine Relation durch: f < g genau dann, wenn

37 C [a,b], #(Z) € Ng mit D(f),D(g) D [a,b] \ Z, fiir v ¢ Z gilt f(z) < g(x)
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Lemma 6.2.8 (Ordnungsrelation)
Die Relation < definiert eine Ordnungsrelation im Sinne der Definition 1.3.10
auf §([a,b],R).

Beweis. Zu zeigen sind Reflexivitit, Transitivitdt und Antisymmetrie. Ist f €
F([a,b],R), so ist f < f, denn fiir alle x € D(f) gilt f(z) < f(x), wobei das
letzte < fiir die Ordnungsrelation auf IR steht. Ist f < g, g < h, dann gibt es eine
Menge Z; mit f(z) < g(z) auBerhalb Z; und eine Menge Z, mit g(x) < h(x)
auBerhalb Z5. Sei Z = Z; U Z,. Dann ist Z endlich und fiir z ¢ Z gilt

f(x) < g(x) und g(x) < h(z),

also f(x) < h(x). Insbesondere haben wir gezeigt, aus

[f1 < [g] und [g] < [n] folgt [f] < [h].

Die Antisymmetrie beruht auf einem sehr dhnlichen Argument: [f] < [g], [g] < [f]
implizieren die Existenz von endlichen Teilmengen Z;, Z5 von [a, b] mit = € [a, b]\
Zy impliziert f(z) < g(x) und x € [a,b] \ Zy impliziert g(z) < f(x). Dann ist
Z1 U Zy endlich und fir x ¢ Z; U Z, gilt

f(z) < g(x) < f(a).

Damit ist [f] = [g]. 0
Wir beginnen nun die Definition des Integrals.

Definition 6.2.9 (Integral fiir Klassen)

Ist [a,b] ein kompaktes Intervall und ist ¢ eine Treppenfunktion, so dass
beziiglich einer Zerlegung 3 die Funktion ¢ auf jedem Intervall ((;, (;41) kon-
stant ist und dort den Wert ¢; wie in Definition 6.1.6 annimmt. Wir setzen

b

/ p(x)] dz = R(p, 3).

a

Lemma 6.2.10 (Wohldefiniertheit)

Fiir f € T([a,b]) ist
/ ()] de

a

wohldefiniert.

Beweis. Ist 3, eine Verfeinerung von 3; = {{} < --- < (}} und f Treppenfunk-
tion auf [a, b, die auf ((;, (1), i = 0,...,n — 1 jeweils konstant ist. Da 39 eine
Verfeinerung von 3; ist, wird ein Intervall

( 7,'17 z'l—i-l)
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durch 3, weiter zerlegt, jedoch nimmt f; auf jedem dieser Teilintervall den Wert
¢; an. Man rechnet leicht nach, dass der Integralwert, den man bei Berechnung
mit der Zerlegung 3, erhélt, der gleiche ist wie mit 3;.

Ist nun ¢ eine zu f dquivalente Funktion, so gibt es eine Zerlegung, so dass
auf jedem Intervall ({;, (;41) die Werte von f und ¢ gleich sind. Dann sind auch
die mit dieser Zerlegung berechneten Integrale gleich. U

Definition 6.2.11 (Ober- Unterintegral)
Fiir f € F([a,b],R) definieren wir Ober- bzw. Unterintegral durch

[ t@rde = ] [ @)z | ¢ € T(a )l = 11
[ r@yar = sl [let)ds | ¢ e (o). 6] < 11

Definition 6.2.12 (Ober-, Unterintegral fiir Aquivalenzklassen)
Wir setzen

/b *[f(ﬂf)]de /b *f(rv)dx
und
b b

/ [f (z)]dz = / f(z)dz.

Lemma 6.2.13 (Unabhéngigkeit vom Reprisentanten)
Ober- und Unterintegral der Klasse |f]| hédngt nicht von der Auswahl des Re-
préasentanten ab.

Beweis. Siche Ubungen. 0
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Satz 6.2.14 (Charakterisierung integrierbarer Funktionen)
Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f € F([a,b],R). Dann sind die
beiden folgenden Bedingungen gleichwertig.

1. Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir jede Zerlegung 3 von [a, b]
gilt
A(3) <6=9(f,3) —U(f,3) <e.

2.]%@M:]ﬂ@m

Beweis. ,1 = 2¢ Fiir die erste Richtung bemerken wir, dass die Obersumme und
Untersumme jeweils als Integral fiir eine geeignete Treppenfunktion gedeutet wer-
den koénnen, und daraus folgt, dass

b *
0(f.3) > / f(z) dz

und ,
U3 < / f(x) da.

Dabher gilt fiir jedes € > 0, A(3) < J, wobei § = §(g) geméf (1) definiert ist,

> 0(f,3) - U(f.3) > / f(z)dz - / f(z) dz.

Wir kommen zur Riickrichtung. Sei f € F([a,b],R), M > 0, so dass |f(x)| < M

fiir alle z € D(f). Es gelte
b * b
/ flz)dx = / f(z)dz.

Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es zwei Treppenfunktionen , ¢ mit

p<[f<p

mit
b *

/m@m—jg@M<§

a
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Die zugehérigen Zerlegungen seien
3 bzw. 3.

Sei 3 eine gemeinsame Verfeinerung von 3 und 3 mit

3:{@

i:Q”wn—lk

Setze

1 .
0y = g min {QH — G

und § = min{dy, d2}.

Ist nun 39 = {a=§ <& < -+ <&, = b} eine Zerlegung von [a, b] mit Feinheit
A(30) < 0. Wir betrachten die Intervalle der Form (&;,&;41) und unterscheiden
zwel Typen: Typ 1: (&, &i+1) enthélt keinen Punkt der Form (;

Typ 2: (&,&i+1) enthélt einen Punkt der Form (.

Wir berechnen die Differenz von Obersumme und Untersumme fiir die Intervalle
von Typ 1 und Typ 2 getrennt.

Es gibt hochstens n Intervalle vom Typ 2. In jedem solchen Intervall A gilt

i:Quwn—l}

—Mginf{f(x)‘xeA}gsup{f(x)‘xeA}<M

und sup {f(a:) ’ x € A} — inf {f(x) ‘ T € A} < 2M. Dann trégt dieses Intervall
zur Differenz von Ober- und Untersumme hochstens mit

c oM ==

01 2M =
! 4Mn 2n

bei, da es hochstens n solche Intervalle gibt, ist der Gesamtbeitrag der Typ 2

Intervalle hochstens
€ €

n—=—.
2n 2

Ist nun B ein Typ 1 Intervall, so ist B C ({;, Gi11) fiir ein i € {0,...,n —1}. Fiir

r € B gilt

o(z) < inf {f(:c) ’ e B} < sup {f(:c) ) e B} < 3(x).

Damit ist

@(x)—f(x)zsup{f(x)‘xEB}—inf{f(x)‘:EEB}.
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Insbesondere ist der Gesamtbeitrag der Typ 1 Intervalle zur Differenz von Ober-
summe und Untersumme abzuschétzen durch

b

/ dx<—

St~
GI

Definition 6.2.15 (Integrierbarkeit)
Ist fiir f € F([a,b],R) eine der beiden Bedingungen aus Satz 6.2.14 erfiillt, so
ist f integrierbar im Sinne von Riemann. Wir setzen

b *
/ f(z) do = / fo)ds = lim (7.3

und nennen dies das Integral von f.

Satz 6.2.16 (Eigenschaften des Integrals)
Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, f,g € F(|a,b],IR). Es seien f, g
integrierbar. Dann gilt:

1. Fiir € € [a, b] existieren die Integrale

£

j F@)dz, /b (@) dz und es gilt / Fz)dz + /b o) da = / (o) da.
a 13 3

a

2. f + g sind integrierbar und

b

/(f‘i‘g)(ﬂ?)dx:/bf(:v)d:c—i—/bg(:v)dx.

a

3. Fiir A € R ist A\f integrierbar und es gilt

/b(Af)(I) dz = /\/f(x) da.

a
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Satz 6.2.17 (Eigenschaften des Integrals (Fortsetzung))
4. Es sei

fr = max{f(x),0}, f-(2) = max{—f(z),0}.

Dann existieren die Integrale

/bf+<x>dx’ /bf@f)dw, /b\f(a:)\dx.

Beweis. (1) Wir zeigen zunéchst die Existenz des Integrals

'3
/ F(s)ds.

Fiir & = a gibt es nichts zu zeigen, fiir & = b ist es die Voraussetzung. Sei
nun a < ¢ < b. Nach dem Satz 6.2.14 zur Charakterisierung der integrierbaren
Funktionen gibt es zu € > 0 ein 0 > 0, so dass fiir jede Zerlegung 3 mit Feinheit
A(3) < 0 die Differenz von Ober- und Untersumme kleiner als € ist. Sei € > 0
beliebig und § > 0 zu § zugehérig gewéhlt. Sei 3; eine Zerleung von [a, ], 32 eine
von [£,b] und es sei 0(3;) < ¢ filr i = 1,2. Sei 3 = 31 U 35. Dann ist A(3) < 0.
Nun ist

O(f,3) = O(f,31) +9O(f, 32)
U, 3) = U(f,31) +U(f, 32)-

Also ist

€> D(faB) _i’l<f73) :D(fval) —Ll(f731) +D(f732) _i’l<f732)
Da beide Terme O(f, 31) — U(f,31) > 0 und O(f, 32) — U(f, 32) > 0 folgt

D(f,31>—ﬂ(f,31) <e

und damit folgt die Integrierbarkeit. Das Argument zeigt auch die Additionsfor-

mel
jf(x) dx+/f(m)da;:/f(a;) dz.
3

a a

(2) Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir Treppenfunktionen. Seien ¢,
zwei Treppenfunktionen mit Zerlegungen 34, 3, und zugeordneten Folgen ¢;, ;.
Wir betrachten eine gemeinsame Verfeinerung 3 von 31 und 3. Es gibt eine Trep-
penfunktion ¢’ mit D(¢') = [a,b] \ 3, so dass ¢ = ¢’ und eine Treppenfunktion
Y mit D(¢') = [a,b] \ 3 und ¢’ = 4. Die Treppenfunktionen ¢’ und v’ addiert
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man jetzt einfach durch Addieren der zugehorigen Folgenglieder. Damit erhélt
man sofort die Darstellung des Integrals als Summe der beiden Integrale.

Sind f,g € F([a,b],R) integrierbar, so sind fiir beide Funktionen Ober- und
Unterintegrale gleich, d.h. zu € > 0 gibt es Treppenfunktionen

Vp < f<@pthy < g <@g

mit
b b
[owa- [owae < 2
" b ab
/gog(m) dr — /@/)g(x) dr < %
Nun gilt
Ui+, < f+9< o5+ 0y
Addition der obigen Integrale ergibt dann
b b
[erre)@a= [ @+ v @ <.

Damit ist f + g integrierbar und es gilt die Additionsformel.
(3) ist klar.
(4) Wir betrachten fiir eine Zerlegung 3 = {(p < -+ < (.}

O(f4,3) —U(f+,3).

Fiir festes 0 <@ <n —1 gilt

sup fi(z)— inf fi(z)< sup flz)— inf f(z).
2€(GirGit1) 2€(Gisti+1) 2€(GirGit1) 2€(CiGit)

Daraus folgt sofort die Integrierbarkeit von f, nach Teil 1 von Satz 6.2.14. Da

f- = —(—f)4 folgt die Behauptung fiir f_ sofort. Mit (2) folgt die Integrierbarkeit

von | f]. 0

Korollar 6.2.18 (Schranken fiir Integrale beschrinkter Funktionen)
Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f € F([a,b],IR) eine integrierbare
Funktion mit Schranke M > 0, so gilt

b b

[ t@ae| < [1r@lde <21 a).

a a
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Beweis. Offenkundig ist fiir jede Zerlegung
(|1, 3) > U(f, 3)

und damit folgt die behauptete Ungleichung fiir die Unterintegrale und damit
auch fiir die Integrale. Fiir die Treppenfunktion

o(x) =M,z € [a,b]

gilt auf [a,b] p > |f]. Also ist

/blf(ﬂﬂ)ldfﬁ: /b*lf(fﬂ)ldfﬂS/bso(ft)deM(b—a)-

Damit ist auch die zweite Ungleichung gezeigt. U

Bemerkung 6.2.19 (Integral als Grenzwert von Riemann-Summen)
Wegen der Aquivalenz der beiden Aussagen in Satz 6.2.14 schreiben wir auch

b
[ @) de = Jim %(7.3)

Satz 6.2.20 (Integrierbare Funktionen bilden einen Vektorraum)
Es sei R([a,b],R) die Menge der integrierbaren Funktionen und

%([a,6), R) = {[f] | / € R(la,b). R)}

Dann ist R([a, b], R) ein reeller Vektorraum. (Man beachte

ist wohldefiniert.)

Beweis. Folgt, da §([a,b],R) ein Vektorraum ist und mit [f], [g] € R([a,b],R)
und A € R folgt

[f + 9] € R([a,b],R) bzw. A[f] € R([a,b], R).
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Satz 6.2.21 (Weitere Eigenschaften)
Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall.

1. Ist f integrierbar, so auch |f|P fiir p > 1.

2. Sind f,g € F([a,b],R) integrierbar, so gilt dies auch fiir f - g.

Beweis. (1) Es geniigt den Fall | f| < 1 zu betrachten, denn fiir beliebiges durch
M > 0 beschrénktes f, ist die Funktion g = |f|/M durch 1 beschrankt. Ist ¢?
integrierbar, so auch MPgP = | f|P.

Sei also |f| < 1. Dann gibt es zu € > 0 Treppenfunktionen ¢ < |f| < ¢ mit

b

Jw-oars

a

3
p

Fiir Treppenfunktion gilt, dass jede Potenz p > 1 wieder eine Treppenfunktion
ist, also hat man Treppenfunktionen

o < |fIP <P

Daraus folgt

/bSDP(:v)dxg /b |fIP(z) de < /b*‘f\p(ﬂf)dxé/bwp(x)dx.

Da wir uns auf den Fall |f| < 1 beschrinken, folgt aus dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung ((2?)" = paP~! < p)

PP (x) — P (x) < pY(z) — ¢(x))

und damit
b b

[wr—@ar<y [@-pede<pS ==

Damit sind Ober- und Unterintegral von |f|? gleich und |f|? ist integrierbar.
(2) Folgt sofort aus (1), denn

fa==(f+9°—(f—29)%).

AN
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Definition 6.2.22 (Vertauschte Integralgrenzen)
Bisher hatten wir immer Integrale der Form

/bf(x) dz

betrachtet, wobei [a,b] ein Intervall ist. Wir wollen nun Funktionen f €
F([a,b],R) betrachten und setzen fiir a < ¢ < d < b das Integral

/df(s) ds

in der gewohnten Form. Wir definieren

jf(s) ds = —/df(s) ds.

Bemerkung 6.2.23 (Integration komplexwertiger Funktionen)
Natiirlich kénnen wir mit dem entwickelten Integralbegriff auch komplex-
wertige Funktionen integrieren. Dazu setzen wir die Menge

F([a,0],C) = {f o, = € ‘ Re f € F([a,b],R),Im f € F([a, b],]R)} .

Eine Funktion f € F([a,b],C) heift genau dann Riemann-integrierbar, wenn
Re f und Im f Riemann-integrierbar sind. Demzufolge ist

R([a,b],C) = {f e F([a, 1], C) ] Re f,Im f € R([a, b],]R)}.

Wir setzen dann

b b

/ f(2)de = /b Re f(2)de + / Im f(z)dx.

a

a

6.3 Existenz des Integrals

In diesem Abschnitt geht es darum, die Existenz des Riemann-Integrals fiir ge-
wisse Klassen von Funktionen zu beweisen.
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Satz 6.3.1 (Integrierbarkeit stetiger Funktionen)
Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall, so ist f € C([a,b];R) integrierbar.

Beweis. Ist f € C([a,b];IR), so ist wegen der Kompaktheit von [a, b] die stetige
Funktion f gleichméafig stetig (Satz 4.3.9). Seie >0, L =0—a und § < . Sei
n > 0 so gewahlt, dass |z —2'| < n impliziert | f(z)— f(2’)] < § (unter Ausnutzung
der gleichméfigen Stetigkeit).

Sei 3 = {{p < -+ < (,} eine Zerlegung von [a,b] mit Feinheit A(3) < n.
Dann ist

n—1 n—1
O(f.3) - U(f,3) = Y sup f(@)(Ga—G)— Y inf  f@) (G —G)
i—0 IG(Ci,Cz#l) i—0 Ze(CivCi+l)
n—1
= Z sup  f(z) — inf  f(z) | (Ge1— G)
im0 \z€(GiCiv1) T€(Gi,Git1)
n—1 n—1 c
< D G —G) = 0) (Grn—G) < TL=e
i=0 =0
Daher existiert das Integral von f iiber [a, b] nach Satz 6.2.14, 1.Teil. 0

Satz 6.3.2 (Integrierbarkeit monotoner Funktionen)
Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall, so ist eine iiberall definierte monotone
Funktion f € F([a,b],R) integrierbar.

Beweis. Wir betrachten oBdA eine monoton steigende Funktion. Fiir eine mo-
noton steigende Funktion f und eine Zerlegung 3 = {(yp < -+ < (,} gilt fiir
1=0,....,n—1

sup  f(z) < f(G41) und inf  f(2) = f(G)-

€ (Ci5Ci+1) 2€(CirCit1)

Sei m = f(a) und M = f(b), { = M —m. Ist £ =0, so ist f konstant und damit
stetig und daher integrierbar. Sei also ¢ # 0.

Sei € > 0 gegeben und § = 5. Sei 3 = {¢o < -+ < (,} eine Zerlegung von [a, b]
mit Feinheit A(3) < 4. Dann ist

n-1 n—1
O(f,3) - 4(f.3) = Z sup [ (@) (Girr — ) — Z inf f(2)(Gi1 — G)
i—0 TE€(CiCit1) i—0 z€(CisGit1)

—_
[y

n— n—

P (f(Gir1) = f(G) (Gip1 = G) < (f(Giv1) = f(Gi)) 0

1

(f(Ci1) — f(G)) = %e S

I
o
Il
o

3
—

1M

(2

Il
=)
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Damit ist die Funktion f iiber dem Intervall [a, b] nach Satz 6.2.14 von der Cha-
rakterisierung integrierbarer Funktionen, erster Teil, integrierbar. U

Satz 6.3.3 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, f € C([a,b]) und ¢ € F([a,b],R) sei
integrierbar und ¢(x) > 0 fiir alle x € [a, b]. Dann gibt es ein £ € [a, b] mit

jf@M@NwzﬂO/w@Nm

a

Beweis. f¢ ist nach Satz 6.2.21 integrierbar. Es sei

= f
m xg[}l b}f( )
M = sup f(x).
z€a,b]

Dann ist fiir alle = € [a, b]

mp(z) < fz)p(r) < Mp(z).

Insbesondere folgt

o ftrae [ oo < [

Daher gibt es ein p € [m, M| mit

u/bw(w) dr = /bf(w)so(x) dz

Wegen des Zwischenwertsatzes fiir stetige Funktionen gibt es ein £ € [a, b] mit
f(§) = p. Daraus folgt die Behauptung unmittelbar. 0

Bemerkung 6.3.4 (Mittelwertsatz)
JExplizit wollen wir auf den wichtigen Spezialfall ¢ = 1 hinweisen, der den
Namen Mittelwertsatz rechtfertigt und fiir stetiges f die elementare Formel

b

/}mezﬂam—m

a

fiir ein £ € (a,b) liefert.
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6.4 Der Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung

In diesem Abschnitt betrachten wir Integrale als Funktion der oberen Grenze.
Wir untersuchen diese Funktion auf Differenzierbarkeit und beweisen einen fun-
damentalen Zusammenhang mit der Stammfunktion.

Satz 6.4.1 (Hauptsatz)
Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, f € F([a,b],R) integrierbar. Dann
existiert fiir jedes x € [a,b] das Integral

F(x):/f(s)ds (6.1)

Die Funktion

ist auf [a, b] gleichméBig stetig. Ist f im Punkt xo € (a,b) stetig, so ist F' in xg
differenzierbar und es gilt

F'(0) = f(wo).

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass aufgrund von Satz 6.2.16 Aussage (1) die
Existenz des Integrales

F(z) = / £(s)ds

fiir jedes x € [a, b] gesichert ist.
Fiir den Beweis der gleichméfligen Stetigkeit von F' sei ¢ > 0 gegeben, M > 0
eine Schranke fiir |f], d. h.

Vze[a,b] : |f(x)| <M

und § = e Sei nun ;7 < xe mit |x; — 25| < § gegeben. Nach Voraussetzung
haben wir

Flay) = 7f(s) ds und F(ay) = 7]‘(8) ds = F(a1) + 72f<s> ds.

Daraus folgt dann

F(zy) — F(zy) = /f(s) ds.
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Dies wird mit Korollar 6.2.18 durch

2
|F(z1) — F(x9)| = /f(s) ds| < M|xy — 2] < My =¢
z1
abgeschitzt. Damit ist F' gleichméfig stetig.
Fiir die Differenzierbarkeit ist zu untersuchen ob der Grenzwert

lim F(xo+ h) — F(xo)
h—0 h

existiert. Wir haben

xo+h zo xo+h

Flao+ h) — Flzg) = / f(s)ds—/f(s)ds: / £(s)ds.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein &, € (xg,zo + h) mit

zo+h

/ £(s)ds = hf ().

o

Fiir h — 0 konvergiert £, — z¢ und wegen der Stetigkeit von f auch

f(&n) = f(o).
Damit ist der Satz gezeigt. U

Satz 6.4.2 (Hauptsatz II)
Ist f € C(la,b],R) und G eine Stammfunktion von f, so gilt fiir ¢,d € [a, b]

/f(x) dz = G(d) — G(c).

Beweis. Zunichst ist klar, die Funktion

F(iU)Z/xf(S)dS

ist eine Stammfunktion von f ist und

/f(s) ds = F(d) — F(c).
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Ist nun G eine beliebige andere Stammfunktion von f, so gibt es nach Satz
5.7.3 eine Konstante C' € IR mit

Damit ist
G(d) —G(c)=F(d)+C - (F(c)+ C) = F(d) — F(c).
U

Wir wollen noch die iibliche Schreibweise erwahnen: Ist F' die Stammfunktion
von f, so schreibt man die Formel

auch oft in der Form ,
/f(x) dr = F’Z

Im fiinften Kapitel hatten wir bereits eine Liste von Stammfunktionen angegeben,
diese kann nun dazu benutzt werden, Integrale zu berechnen.

6.5 Integration von Funktionenfolgen

In diesem Abschnitt wollen wir uns iiberlegen, wie sich Integration und Grenz-
wertbildung bei Funktionenfolgen vertragen.

Satz 6.5.1 (Integration und Grenzwerte)
Sei {fn}new C R([a,b],R) eine gleichmiBig konvergente Folge integrierbarer
Funktionen mit D(f,) = |a, b] fiir alle n € IN. Dann ist

f(z) = lim fo(z)

integrierbar und
b b

lim [ f.(x) dx:/f(aj) dz. (6.2)

n—oo
a a

Beweis. Wir zeigen:
1. f ist beschrankt.

2. Ober- und Unterintegral sind gleich.
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3. Gleichung (6.2).

(1) f ist beschrinkt. Sei ¢ > 0 gegeben und N € IN so gewéhlt, dass n > N
impliziert: Fir alle x € [a,b] ist |f.(z) — f(x)| < e. W&hle n > N fest. Da f,
beschrénkt ist, gibt es ein M > 0 mit |f,(z)| < M fiir alle z € [a,b]. Dann ist
|f(z)] < M + ¢, insbesondere ist f beschrénkt.

(2) Sei e > 0 gegeben, L = b —a und N € IN so gewahlt, dass n > N impliziert

fal@) = (@) <

Seien ¢, ¢ Treppenfunktion auf [a, b] mit
< fo<W

und

/bw(x) da — /bgo(x) da < g

Wegen der Integrierbarkeit von f,, gibt es solche Treppenfunktionen. Dann ist fiir
alle x € [a,b] (bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen)

9 9 9

Weiterhin sind

Treppenfunktionen und

j(gp(ﬂ:)—i) dz = /bgp(x)dx—i
b

c ) de = /bw(a:)dxjti

g\
—~
<
O
+
W~
=

und
b b b
[ @+ ) do- [ (o) - ) do= [ @le) - ola)) dos§ < 545 ==

Damit sind Ober- und Unterintegral gleich und f ist integrierbar.
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(3) Zum Beweis von Gleichung (6.2) sei € > 0 gegeben, L =b—a und N € N, so
dass fiir alle = € [a, b] gilt

F(@) = fula)| < -

Dann ist fiir n > N

Beispiel 6.5.2 (Grenzwerte und einfache Konvergenz)

In diesem Beispiel wollen wir zeigen, dass einfache Konvergenz nicht ausreicht
um die Reihenfolge von Integration und Konvergenz zu vertauschen. Wir be-
trachten die Folge von stetigen Funktionen auf [0, 1]

0, fir = > %

L1 1

falz) =< 2n—2n%z, fir ;- <a<i
2n’x, fir =< %

Die Funktion konvergiert punktweise gegen 0, die Folge der Integrale

/ 1
/fn(x) dz = 5
0

ist konstant, also ist

1 1

. I
0= /nh_{rolo fol(z) do # 5= nh_g)lo fn(x) de.
0 0

Wir kommen nun zu einem Satz, der eine Aussage fiir die Vertauschbarkeit von
Konvergenz und Differentiation macht. Allerdings ist diese Aussage etwas kom-
plizierter als im Fall der Integration.
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Satz 6.5.3 (Differenzierbarkeit und Grenzwerte)

Es sei {f,}new eine Folge von Funktionen, die auf [a,b] stetig und auf (a,b)
differenzierbar sind, und deren Ableitungen auf [a,b] stetig sind. Wir setzen
voraus:

1. Es gibt ein xq € [a,b] mit {f,(z0)}nen ist konvergent.
2. {f}} ist eine gleichméfBig konvergente Folge (stetiger Funktionen) .

Dann konvergiert die Folge { f,(z)}nen fiir alle x € [a, b]. Setze

f(x) = lim f,(z).

n—oo

Die Funktion f differenzierbar und es gilt

f'(x) = lim f,(x)

n—0o0

fiir alle x € [a, b].

Beweis. Wir setzen g(z) = lim, . f} (). Dann ist g stetig, integrierbar und fiir
alle x gilt

x x x

[otsyas = [ tim i) ds =t [ £1(5)ds = lim (fula) = £ (o0))

zo Zo Zo

Damit existiert der Grenzwert rechts und es ergibt sich (mit der Vereinbarung

limy, 00 frn(z0) = f(20))

ggﬁm»:ggn@w+/MQ®=f@w+/mww.

Setze lim,,_, fn(x) = f(z). Nach Konstruktion ist f Stammfunktion der stetigen
Funktion g, also differenzierbar und

fi() = lim f(z).

n—00
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Beispiel 6.5.4 (Differenzierbarkeit und gleichmiflige Konvergenz)
Die Funktionenfolge { f,,(z)}nen definiert durch

1.
folz) = - sin(nx)
konvergiert auf jedem Intervall gleichméfiig gegen 0, jedoch ist die Folge der
Ableitungen durch

fala) = cos(nz)

gegeben. Diese konvergiert nicht gegen 0. An diesem Beispiel erkennt man, dass
gleichméflige Konvergenz einer Folge nicht die Vertauschbarkeit von Differen-
tiation und Konvergenz impliziert.

6.6 Integrationsregeln

In diesem Abschnitt entwickeln wir Techniken zur praktischen Berechnung von
Integralen bzw. Stammfunktionen. Aufgrund des Hauptsatzes ist klar, dass die
analytische Berechnung von Integralen im wesentlichen auf das Auffinden von
Stammfunktionen reduziert wird. Findet man eine Stammfunktion, so sagt man
auch, dass das Integral in ,,geschlossener Form*® gelost wird. Die erste Regel zeigt,
wie sich Integrale unter Transformationen des Intervalls verhalten.

Satz 6.6.1 (Substitutionsregel)
Es sei f € F([a,b],R) integrierbar und ¢ : [c,d] — la,b] stetig, auf (c,d)
differenzierbar mit stetiger Ableitung auf [c, d]. Dann gilt

»(d) d
/ f(x)dx =/(fo ©)(y)¢' (y) dy.
v(c) c

Beweis. Wir beweisen diesen Satz zunéchst fiir f € C([a,b]) und injektivem ¢,
da dieser Spezialfall deutlich zeigt, warum diese Formel richtig sein muss. Sei F'
eine Stammfunktion von f, so gilt fiir die linke Seite

Nun ist fir y € (¢,d) die Funktion F(p(+)) im Punkt y differenzierbar, da nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 6.4.1 die Stammfunktion
F in jedem Punkt in (a,b) differenzierbar ist und wegen der Injektivitat von ¢
der Punkt ¢(y) € (a,b) liegt. Es gilt dann

(Fo)(y) = fle)y'(y).
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Auf [c, d] ist also F o ¢ Stammfunktion von ((f o ¢)(y)) ¢'(y) und es ergibt sich
aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung 6.4.1

d

Flo(d)) — F(o(c)) = / ((F 0 ) (1)) ©'() dy.

[

Beide Gleichungen zusammen ergeben die Behauptung.
Der Beweis fiir die allgemeine Aussage ist ein wenig komplizierter. Da f inte-
grierbar ist, gibt es zu € > 0 Treppenfunktionen

1 < f <y

mit
b

[ ate) — i) av < e

a

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass vy, 1 auf
den gleichen Intervallen konstant sind. Sei (4 < (;--- < (, eine entsprechende
Partition des Intervalls [a,b]. Sei ¢ wie oben mit ¢(c) = a und ¢(d) = b und
oBdA ¢ < d, ansonsten muss man das Argument leicht modifizieren. Wir nehmen
nun an, ¢ sei injektiv. Dann gibt es (unter Ausnutzung des Zwischenwertsatzes)
c=1m < m-- < n, = dmit p(n;) = (. Betrachte eine Treppenfunktion

¢ - ¢1,2.

»(d) b
[o@ar = [v@a
©(c) a

1

= Z_:@/)(fj)(éjﬂ_@)
= S wlem) i) - o)
_ ijw«o(n))w’(m(nﬁl _

In der letzten Umformung wurde der Mittelwertsatz der Differentialrechnung ver-
wendet, da 1 o ¢ auf (n;,n;41) differenzierbar ist. Beachte: In der zweiten Zeile
kann §; beliebig gewdhlt werden, da die Treppenfunktion auf dem Intervall kon-
stant ist. Nun wird nach der Wahl von 7;, die man nach Mafigabe des Mittel-
wertsatzes zu treffen hat, & so gewihlt, dass ¢(7;) = ;. Die letzte Gleichung
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ist gerade die Riemannsumme fiir (¢ o ¢)¢’. Mit der Feinheit von der Zerlegung
von [a, b] geht auch die Feinheit der Zerlegung von [c, d] gegen Null und die Be-
hauptung ist gezeigt. Ist  nicht injektiv, so muss man das Argument noch etwas
ausfiihren. 0

In diesem Satz haben wir zum zweiten Mal die Voraussetzung benotigt, die be-
sagt, dass eine Funktion differenzierbar ist und die Ableitung stetig ist. Voraus-
setzungen dieses Typs werden wir noch oft brauchen, daher wird dafiir ein Begriff

gepragt.

Definition 6.6.2 (Stetig differenzierbar)

Eine differenzierbare Funktion f : (a,b) — R heifit stetig differenzierbar, wenn
I stetig ist. Wir nennen eine Funktion auf |a, b] stetig differenzierbar, wenn sie
auf [a, b] stetig und auf (a,b) stetig differenzierbar ist, und die Grenzwerte

li !
x—m,b,lr;?e(a,b) f (IL’)

existieren. Entsprechend definiert man k-mal stetig differenzierbare Funktionen.

Beispiel 6.6.3 (Substitutionsregel)
1. Mit ¢(s) = s + 7 wird aus

btr b
al f(x)d:c:a/f(s—l—T)ds.

2. Fir stetig differenzierbares ¢ : R — R mit 0 ¢ [p(c), p(d)] gilt

w(d) d .
() - - et

Satz 6.6.4 (Partielle Integration)
Es seien f, g € C([a,b]) stetig differenzierbar. Dann ist

/b F(2)g () dz = fg|" - / f(@)g(x) d.

Beweis. Esgilt (fg) = f'g+ f¢’ und der angegebene Satz folgt durch Integration
dieser Gleichung. 0
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Beispiel 6.6.5 (Partielle Integration)

b

/ sin(x) cos(z) dz = sin? | — /b cos(z) sin(z) dz.

a

Beispiel 6.6.6 (Partielle Integration IT)
Es gilt

b

b
/ex sin(x)de = €* sin(x)‘l; - /ez cos(x) dx

a
b
= e sin(x)‘z — e’ cos(x)|z - /em sin(x) dz.
a

Daraus folgt nun

b

/ex sin(x) do = % (e“ sin(:c)|z —e” cos(a:)|z> :

a

Eine wichtige Anwendung der partiellen Integration ist der folgende Satz, der auf
Riemann zuriickgeht.

Satz 6.6.7 (Riemann)
Es sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar. Fiir k € R gilt

klgg()/f(x) sin(kz) dx = 0.

Beweis. Wir wenden die Formel der partiellen Integration auf das gegebene In-
tegral an und erhalten

/b F() sin(kz) dg = — L) costhT) >C°S (ko)) / £() cos(z) d

Aufgrund der Stetigkeit von f, f’ sind diese Funktionen beschrankt, d.h. es gibt
M >0, K > 0 mit

|f(z)] < M, |f(z)| < K fiir alle z € [a, b].
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Da cos auf IR durch 1 beschrénkt ist, hat man

b

. M K(b-a)
[ stwysintheyasf < ¥4 KOZ0)

a

Daraus folgt sofort, dass der Grenzwert

k—o0

lim /b () sin(kx) da

existiert und 0 ist. U

Aufgabe 6.6.8
1. Furt € R, t ¢ 277 und jede Zahl n € IN gilt:

1 < sin((n + 3)t)
5 + ; cos(kt) = —oen(lf) (L)

sin(kr) m—x
Z =5 fir 0 < < 2.

1

(o]
k=

Wir wollen uns nun mit der Integration rationaler Funktionen beschéftigen, dabei
heifit eine Funktion rational, falls sie als Quotient zweier Polynome geschrieben
werden kann. Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel.
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Beispiel 6.6.9 (Partialbruchzerlegung)
Es sei

fla) = —

1= 2

Wir schreiben
1 A B

1— 22 1—x+1—|—x'
Daraus ergibt sich die Gleichung

Al+z)+B(l—z)=1
mit Losung durch Koeffizientenvergleich

A=Bund A+ B=1.

Also ist .
A=B=—-.
2
Nun findet man eine Stammfunktion von f, indem man Stammfunktionen von
1 1
und

2(1+xz) 21 —a)

angibt, also 3 log(|1+ z|) bzw. —3log(|1 — z|). Also ist die Stammfunktion von
f fiir x # 41 definiert durch

F(z) =

(log(|1 + z|) = log(|]1 — z|)) + C = %log (HiiD +C.

N | —

Dieses Beispiel zeigt das prinzipielle Vorgehen zur Integration rationaler Funk-
tionen, jedoch ist die allgemeine Situation etwas komplizierter. Eine allgemeine
Theorie basiert auf einer Untersuchung von komplexen Polynomen. Wir skizzieren
hier die Grundziige. Wichtigstes Hilfsmittel ist der sogenannte Fundamentalsatz
der Algebra. Wir wollen ihn ohne Beweis angeben.

Satz 6.6.10 (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes komplexe Polynom positiven Grades hat mindestens eine Nullstelle. Ist
Q(z) € C[z] ein komplexes Polynom und a € C eine Nullstelle, so hat () eine
Darstellung der Form

Qx) = (¢ — a)P(a)

und 1 4 grad P = grad Q.
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Korollar 6.6.11 (Lineare Faktoren eines Polynoms)
Ein komplexes Polynom () hat hoéchstens grad () Nullstellen und kann als Pro-
dukt von grad ) Faktoren der Form (x — a) und einer komplexen Zahl geschrie-

ben werden, d. h.
grad Q

Q) = qo H (x — a;).

Natiirlich kann ein Faktor mehrfach vorkommen.

Beweis. Folgt durch Induktion aus dem Fundamentalsatz der Algebra. 0

Ein reelles Polynom zerfallt demzufolge iiber € in Linearfaktoren x — a;. Da-
bei sind die a; entweder reell oder komplex, diese treten dann als Paare kon-
jugiert komplexer Linearfaktoren auf. Ist a; € C\ R so ist (z — a;)(x — ;) =
22 — 2Rea;x + |a;|* ein reelles Polynom. Damit kann man den Fundamentalsatz
der Algebra in einer reellen Form formulieren.

Satz 6.6.12 (Fundamentalsatz der Algebra, reelle Form)
Ist Q(z) ein reelles Polynom, so hat @) eine Darstellung

wobei Q;(z) entweder linear oder quadratisch ist.

Zur Erinnerung: Fiir Polynome sind die aus der elementaren Zahlentheorie be-
kannten Konzepte Vielfaches, Teiler, ggT, kgV, teilerfremd, Division mit Rest
sinnvoll. Die Rolle der Primzahlen wird von irreduziblen Polynomen iibernom-
men, das sind solche, die sich nicht als Produkt von Polynomen kleineren Grades
darstellen lassen. Die reelle Form des Fundamentalsatzes der Algebra besagt u. A.,
dass die irreduziblen Polynome linear oder quadratisch sind. Den gréfiten gemein-
samen Teiler zweier Polynome findet man mit dem euklidischen Algorithmus. Wir
stellen kurz gegeniiber, dabei seien p,q € Z und P, Q) reelle Polynome.

’ Konzept ‘ elementare Zahlentheorie ‘ Polynom
Vielfaches q=kp kel P =K - @, K Polynom
Teiler qlp: 3k :kq=p Q|P:3K : KQ =P
ggT k=ggT(p,q),alp,alg = alk | K =ggT(P,Q), AP, A|lQ = A|K
teilerfremd ggT(p,q) =1 ggT(P,Q) € R
Division Rest p=rkq+r0<r<|q P =KQ + R,grad(R) < grad(Q)
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Satz 6.6.13 (Euklidischer Algorithmus)
1. Gegeben seien zwei Zahlen p,q € #, q > 0. Dann existieren endliche
Zahlenfolgen p;, q;,r; mit py = p, qo = q und ro der Rest der Division von

p durch g, die induktiv definiert werden

Pit1 = Gis Git1 = Tis Pig1 = QQip1 + Tix1,0 <11 < @i

Ist m € Ny minimal mit r,, = 0, so ist ¢,, = ggT(p, q). Induktiv findet
man durch

Tit1 = Pi+1 — QG341

eine Darstellung von ggT(p, q) in der Form

geT(p,q) = mp+ng,m,n € Z.

2. Gegeben seien zwei Polynome P, ), grad((Q)) > 0. Dann existieren endliche
Folgen von Polynomen P;,Q;, R; mit Py = P, Qy = ) und R, der Rest
der Division von P durch @), die induktiv definiert wird

Pi1=Qi, Qi1 = Ri, Piy1 = AQiy1 + Rijq, grad(Riq) < grad(Qiy1)-

Ist m € N minimal mit R,, =0, so ist Q,, = ggT (P, Q). Induktiv findet
man durch
Riy1 = Py — AQipa

eine Darstellung von ggT(P, Q) in der Form

ggT(P,Q) = SP + T mit Polynomen S, T.

Beweis. Im ersten Fall ist r; aufgrund der Konstruktion eine streng monoton fal-
lende Folgen nichtnegativer ganzer Zahlen. Daher gibt es ein minimales m mit
rm = 0. Induktiv sieht man dass jeder gemeinsame Teiler von ;1 und ¢;; auch
ein Teiler von p;,; ist und damit von p und ¢. Da r,,_; ein Teiler von ¢,,_; ist,
teilt es p, g. Andererseits teilt jeder gemeinsame Teiler von p, ¢ auch rg und damit
rm. Damit ist die Behauptung gezeigt.

Die Darstellungsformel ist eine unmittelbare Konsequenz des Algorithmus.

Der Polynomfall ist eine Kopie des angegebenen Beweises und wird daher dem
Leser/der Leserin iiberlassen. U

Beispiele sind hier sehr instruktiv, wirkliches Verstédndnis erwéchst nur aus
dem Rechnen von Beispielen.
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Beispiel 6.6.14 (Euklidischer Algorithmus)
1. Wir betrachten den Fall p = 141, ¢ = 93. Wir erhalten aus

141 = 1-93448
93 = 1-48+45
48 = 1-45+3
45 = 15-3,

den ggT(141,93) = 3 und die Darstellung erfolgt durch das Schema
48 = 141 —-93

45 = 93— (141 —93)=12-93 — 141
3 = 48—45=(141—93) —(2-93 — 141) =2-141 — 3- 93.

2. Polynombeispiel: Es sei P(X) = X1-2X?4+1und Q(X) = X3+ X?+ X +1.
Dann ist

P(X) = QX)(X 1)+ (—2X*+2)
QX)) = (—2X*+ 2)(—%)( — 1) +2(X +1)

2
—2X?+2 = (2X +2)(-X +1).

Also ist X + 1 der groBte gemeinsame Teiler. Man erkennt die Produkt-
zerlegung von P(X) = (X — 1)*(X +1)? und Q(X) = (X + 1)(X? + 1)
und man findet (natiirlich) den gleichen grofiten gemeinsamen Teiler.

Satz 6.6.15 (Partialbruchzerlegung)

Sei

P(z)
Q(x)

eine rationale Funktion mit ggT (P, Q)) = 1. Die Funktion f hat eine Darstellung

Fle) = D Hy@) + ple),

fz) =

wobei p der polynomiale Anteil und H; sogenannte Hauptteile sind, die die

Form ( )
q',m €T
Hi(z)=) &
7,m

Q;(x)™

mit irreduziblen Polynomen (); und Polynomen g;,, mit gradgq;, < grad@);
haben.
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Beweis. Wir schreiben

P(z) = p(z)Q(z) + R(z), grad(R) < grad(Q).
Damit hat f die Darstellung
R(z)
Q(x)

OBdA ist ggT(R, Q) € R. p ist der polynomiale Anteil.
Wir betrachten den anderen Term

f(z) =p(z) +

R(x)
Qz)

Sei (); ein irreduzibler Teiler von () und s die maximale Potenz, so dass Q7 das
Polynom @ teilt. Dann ist Q) = Q;’Ql mit einem Polynom Q'. Es gilt

geT(Q5, Q") = 1.

Der euklidische Algorithmus liefert Polynome S, T mit

1=5Q5+TQ".
Damit 16st man die Gleichung

1_T .S
Q @ QU

Damit haben wir die rationale Funktion

RT | RS
Q; Q'

zu betrachten. Eine einfache Induktion liefert die Darstellung von

¢
RT = Z&(x)Q; + p; mit gradp; < grad @, li(x) = az + B;.
=1

Bei einem linearen @); ist o; = 0. Division durch @)} ergibt

RT <K ln(z) p
b ——~+ —, grad P < grad Q;, {,,(z) = apmr + Bpn.
@ mz_:l @t @y n)

Eventuell auftretende polynomiale Terme werden zum polynomialen Anteil hin-
zugenominen.
Da grad Q' < grad Q kann die gleiche Methode fiir einen weiteren irreduziblen
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Faktor angewendet werden. Induktion fithrt nach endlich vielen Schritten zur
vollstandigen Aufspaltung von @ in irreduzible Faktoren. 0

Um einen vollstéindigen Uberblick iiber die Integration rationaler Funktionen
zu erhalten, miissen wir die Stammfunktionen der verbleibenden Terme angeben.
Da wir Polynome bereits integrieren kénnen und auch Terme der Form

(07

T —p

kein Problem darstellen, verbleiben zwei Typen von Integralen:

1
(1) @, Qjirreduzibel, vom Grad 1 oder 2,
J

bzw.
ar +b

(2) Q—;”

, Qjirreduzibel, vom Grad 2.

Der zweite Fall ldsst sich weiter vereinfachen: Da @} ein Polynom vom Grad 1
ist, konnen wir bis auf Vielfache schreiben (und Vielfache sind bei der Integration
kein Hindernis)

ax—i—b:Q;A—c.

Damit wird

ax—l—b_Q} c

o QT Qr

Der zweite Ausdruck ist wieder vom Typ (1) (Grad 2), wéhrend der zweite durch
die Substitution t = @);(x) auf eine einfache Form zuriickgefiihrt wird.

Damit bleibt nur noch die Integrale fiir diese Funktionen anzugeben. Fiir den
Grad 1 ist dies eine einfache Substitution. Sei nun Q; = az? 4+ Sz + ~ ein irredu-
zibles Polynom vom Grad 2 und m > 1. Mit A = 4ay — 32 > 0 (Bedingung fiir
Irreduzibilitéit) erhélt man zunédchst folgende Relation

b
2m — 3 2« dz

T 1A Qr

/b 1 Ao — 2 + 3
J Q@) T A -y
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Diese Formel erhélt man aus folgenden Uberlegungen

Qj(x) = az®+pfr+7y

_ a(xugﬁzg)
- ((’Hfa) +%_%>
(56 )

A 2
= @(y +1)

fiir ein geeignet substituiertes y. Damit reicht es die Rekursionsformel fiir ein
Polynom der Form 1 + 3? zu beweisen und dies wollen wir nun tun:

b 1 b
— dy = 1- d
/<1+y2>m Y / 1+y Y

b

Y 2y
- 7 2
R +m/ 1+ g2 Y

oy Y+ 1 1
RO +2m/ 2ym+1 dy_Qm/(Hy?)m+1 W

b

_ Y| o ;d o [ 4
W+, 1+ 7 (1 + g2yt Y

a

Durch Umstellen ergibt sich

b
1 Yy b / 1
2 Y dy = ——— 2m —1 —— dy.
| G = e =) [

Auflésen und ersetzen von m durch m — 1 ergibt

b b

/ 1 dy — 1 Y |b 2m 3/ 1
oy T 2m = g 2m =2 ) )Ty

a a

Einsetzen ergibt die obige Rekursion. Damit bleibt das Integral fiir m = 1. Die
Berechnung dieses Integrals ist eine schone Anwendung der Substitutionsregel.



162 KAPITEL 6. DAS RIEMANN-INTEGRAL

Man beachte, dass die Irreduzibilitéit von @ bedeutet, dass 4ac > b%. Wir be-
trachten nun das Integral (OBdA sei a = 1) von

1 1 1 1

Pbrre” bt GF e (e fFre GAGP )

S5

Wie oben reduziert man auf das Integral von ﬁ und erhélt den Arcustangens,
einsetzen ergibt die Formel

b
/ 1 dx = i arctanM ’
I R

6.7 Awusblick und 7

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Zahl = befassen. Zunéchst zeigen wir
eine Reihendarstellung fiir 7, danach diskutieren wir weitere verwandte Resultate,
allerdings diese dann ohne Beweis. Wir beginnen mit einem einfachen Lemma.

Lemma 6.7.1 (Tangens von 7/4)

Es gilt:
tan (5) =1
an (— | =
4

arctan(l) = %

und daher

Beweis. Wegen cos(—m/4) = cos(m/4) (Symmetrie) und cos(—m/4) = sin(—n/4+
7/2) = sin(w/4) gilt sin(w/4) = cos(w/4). Dies impliziert tan(7/4) = 1 und damit
die Behauptung fiir die Umkehrfunktion. U

Damit ist es wiinschenswert eine Reihenentwicklung fiir arctan zu erhalten
um die Zahl 7 berechnen zu kénnen.

Satz 6.7.2 (Reihendarstellung von arctan)
Die Funktion arctan hat fiir x € (—1,1) eine Darstellung als Reihe in der
folgenden Form

- (_1)n 2n+1
t = .
arctan(z) 520 1%

3

Beweis.

arctan’(z) = = Z(—l)”x% fir |z| < 1. (6.3)
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Dann ist arctan eine Stammfunktion der angegebenen Reihe mit arctan(0) = 0.
Da

i p2n+l
(=" (6.4)
~ 2n+1

unter der Annahme von Vertauschbarkeit von Grenzwertbildung und Differen-
tiation eine solche Stammfunktion ist und diese eindeutig ist, stellt die ange-
gebene Reihe die Funktion arctan(z) dar. Wir wollen uns nun noch iiberlegen,
dass tatsdchlich die Reihe in Gleichung (6.4) eine Stammfunktion der Reihe in
Gleichung (6.3) ist. Die beiden Reihen sind auf jeder kompakten Teilmenge von
(—1,1) gleichméBig konvergent. Dazu beachten wir, dass beide Reihen auf (—1,1)
aufgrund des Leibniz-Kriteriums konvergent sind, daher der erste weggelasssene
Term eine Abschitzung fiir den Fehler darstellt (vergleiche den Satz Leibniz-
Kriterium 3.1.9) und dieser auf kompakten Teilmengen von (—1,1) gleichméfig
abgeschétzt werden kann.

Wir haben also auf jedem solchen Kompaktum die folgende Situation

gn — [ gleichméBig
g, — k gleichmiBig

mit
n $2n+1
w= (=1)" .
g =2 _(=1) on + 1

=0

In dieser Situation kénnen wir den Satz 6.5.3 anwenden. Er besagt, dass f diffe-
renzierbar und die Ableitung von f gleich k ist. Damit ist

> 2n+1

Z(_l)n2n+ 1

n=

eine Stammfunktion von ﬁ und ist bei x = 0 Null, also nach Satz 5.7.3 gleich
arctan. 0

Man beachte nochmals, dass die Reihe alternierend ist und die Reihenglieder
eine Nullfolge bilden, also hat man nach Leibniz Konvergenz und die im Beweis
des Leibniz-Kriteriums angegebene Abschétzung (die man durch Zusammenfas-
sung aufeinanderfolgender Glieder erhélt) ergibt fiir x € (—1, 1) die Abschéitzung

n 2j+1

arctan(zr) — Z(—l)j ’

2

|x|2n+3

~2n+3

Da arctan und das Polynom stetig in 1 sind, gilt die Abschétzung auch fiir z = 1

und man hat
n

arctan(1) — ' (—1)

1
2j + 1

1
< .
—2n+3
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Da arctan(1) = § folgt der folgende Satz.

Satz 6.7.3 (Reihendarstellung von 7)

o o) P R
2n+1 3 5 7

n=0

Diese Formel ist von {iberraschender Schonheit. Zur praktischen Berechnung von
m modifiziert man diese. Um eine verbesserte Darstellung zu erhalten, benotigen
wir das nachfolgende Lemma. Hier sehen wir zum ersten Mal die Bedeutung der
verschiedenen Zweige der Umkehrfunktion.

Lemma 6.7.4 (Additionstheoreme fiir Tangens/Arcustangens)
Es gilt
1.
tan(z) + tan(w)
1 — tan(z) tan(w)

tan(z + w) =

2. Fiir xy < 1 und x > 0 gilt fiir eine geeignete Zahl s € 7.

arctan(z) + arctan(y) = sm + arctan (136 +Y ) :
— 1y

Beweis.

1. Wir schreiben fiir z,w, z +w # § + km

tan(z + w) = :;r;(( )>
sin(z) cos(w) + sin(w) cos(z)
cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)
tan(z) + tan(w)

1 — tan(z) tan(w)

2. Nun schreiben wir z = arctan(z) + am, w = arctan(y) + br, wobei wir
beachten, dass a,b von z,w abhéngen und erhalten

tan(arctan(z) + arctan(y)) =

Da tan 7 periodisch ist, spielen hier die Werte von a, b keine Rolle. Anwen-
den von arctan auf beiden Seiten liefert, unter Beachtung, dass

arctanotan(z) = z + sw
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arctan(x) + arctan(y) + sm = arctan (130 Ty ) :

Den Wert von s kann man dabei noch genauer spezifizieren.

Unter Ausnutzung der zweiten Aussage aus dem Lemma

arctan(z) + arctan(y) = arctan (f Ty )

ergeben sich einige einfache Formeln:

tan (£ ) + arctan ( = tan(1) = =
arctan { — arctan | — — arcta = —.
2 3 retatt 4

damit hat man eine etwas bessere Konvergenz als bei der Darstellung von 7 mit
der alternierenden Reihe der Inversen der ungeraden Zahlen. Man kann diesen
Zugang noch systematisch verbessern: Fiir eine Zahl z € C schreiben wir z = re'?
und schliefen aus der Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion

21729 = rrgetP1tez)
und allgemeiner

n n
. n
— 1 i— j
| | zi = Hrje 2=,
=1 j=1

Nun ist

arct Im(z - 2n) +-+
ctan | ———— 2 | = R
Re(z1- - 2p) a1 7

Insbesondere ergibt sich aus
Im(z; -+ 2,) = Re(z1 -+ 2),
dass @1 + -+ + ¢, = 7. Wir priifen nach

(2+1)(3+1) =5+ 51,

) 1 ; 1 7r
rctan | = | +ar - =
arcta 5 arctan 3 1

Mit (54 1)*(—239+1) = —114244 — 1142441 folgt dann die Formel von Machin?

T 1 1
— =4arctan | - | —arctan { — | .
4 (5) <239)

also

2John Machin (1680-9.6.1751) war Professor fiir Astronomie in London.
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Aus der Machinschen Formel und der Reihenentwicklung des arctan ergibt sich
die folgende Formel fiir 7/4

o) _1\n 2n+1 [ee} _1\n 2n+1
1242(_” 1 _Zﬂ AT
4 — 2n+1 \ 5 o 2n+1 \ 239

Machin berechnete damit 100 Stellen von 7. Man rechnet damit nach
7 = 3.1415926535 + R

mit |[R| < 107", Formeln fiir 7, die man auf diese Weise erhlt, nennt man
Machinsche Formeln. Von Kikua Takano (1982) stammt die Formel

" I ! 1 1
i 12 arctan (E) + 32 arctan (ﬁ) —Harctan (%) +12arctan <110443) .

Die wohl leistungsféhigste Formel stammt von Hwang Chien-Lih(2003),

- 1 1 1
T~ ) 432 ) - ) 4 12arct
1 83 arctan (239) + 32 arctan (1023) 68 arctan (5832) + 12 arctan (
1 1
1 )12 .
U0 arctan (6826318) arctan (33366019650)

1
12 arct
Tisarctan (43599522992503626068)
mit der 1241100000000 Stellen von 7 berechnet worden sind.

Eine andere iiberraschende Formel fiir 7 geht auf Ramanujan?3

1 V8 X (4n)! (1103 4 26390n)

- 4 n
T 9801 < (nl) 396

n

zuriick.
Die Frage der Bestimmung von 7 fiihrt noch auf einen weiteren Fragenkomplex.

Definition 6.7.5 (Algebraische/Transzendente Zahl)

FEine irrationale reelle Zahl x heifit algebraisch, wenn es ein ganzzahliges Po-
lynom P gibt mit P(x) = 0. Ist eine Zahl nicht algebraisch, so nennt man sie
transzendent.

Es wurde lange Zeit vermutet, dass 7 transzendent ist, jedoch war kein Beweis in

3Srinivasa Ramanujan (22.12.1857-26.4.1920) war ein Autodidakt, der sich vornehmlich mit
Zahlentheorie beschiiftigte. Der englische Mathematiker G. Hardy lud ihn wegen seiner iiber-
raschenden Erkenntnisse ans Trinity College in Cambridge ein, wo er von 1914-1919 arbeitete.
Er konnte Formeln und Reihen in erstaunlicher Weise umformen und entdeckte tiefliegende
Zusammenhénge.

)
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Sicht. Die Irrationalitit von 7 wurde von Lambert? gezeigt, der bewies, dass fiir
eine rationale Zahl x die Zahl tan(z) irrational ist, damit ist wegen tan(§) = 1
die Zahl 7 irrational.

Die Transzendenz von 7 geht auf Lindemann® zuriick, der zeigte, ist z # 0 alge-

braisch, so ist e* transzendent. Wegen €™ = 1 und da 1 nicht transzendent ist,
folgt die Transzendenz von 7.

4Johann Heinrich Lambert (26.8.1728-25.9.1777) stammt aus einfachen Verhéltnissen und
war Autodidakt. Er gab Entwicklungen fiir die hyperbolischen Winkelfunktionen an und zeigte
damit die Irrationalitéit von 7.

°Carl Louis Ferdinand Lindemann (12.4.1852-6.3.1939) promovierte bei Felix Klein, einem
der bedeutenden deutschen Mathematiker, in Erlangen, lehrte lange Zeit an der Universitit
Konigsberg. Er arbeitete in verschiedenen Gebieten, wie Astronomie, Molekularphysik, Diffe-
rentialgeometrie, Zahlentheorie. Als seine bedeutendste Leistung gilt der Beweis der Transzen-
denz von .
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numerischer Wert, 74
m, 94
inf M, 51
sup M, 51
IRerwy 51
Aquivalenzklasse, 12
Aquivalenzrelation, 11
Uberdeckung

offene, 83

Abbildung
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Ableitung, 98
Abschluss, 82
absolut konvergent, 64
Additionstheoreme, 77

hyperbolisch trigonometrische Funk-

tionen, 108
algebraisch, 166
Algorithmus

euklidischer, 156
antisymmetrisch, 9, 10
archimedisch, 28
Assoziativgesetz, 22

Assoziativgesetz der Multiplikation, 22

Bernoulli, 30

beschrankt, 36
nach oben, 50
nach unten, 50

Betrag, 28
bijektiv, 13

Cauchyfolge, 35
ceil, 30
Charakteristik, 25

Dedekindscher Schnitt, 39
Differentialquotient, 98
Differenzenquotient, 97
differenzierbar, 98

in einem Punkt, 98
divergent, 34

e, 72
eineindeutig, 13
Element

invers, 22

neutral, 22
Elemente, 6
Eulersche Zahl, 72
Exponentialreihe, 72
Extremum

lokales, 109
Extremwerte, 109
Extremwertstelle, 109

lokale, 109
Feinheit, 128
floor, 30
Folge, 33

geschlossene Form, 33

Liste, 33

rekursiv, 33
formalen Reihe, 59
Fortsetzung, 56
Fundamentalsatz
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der Algebra, reelle Form, 156

der Algebra, 155
Funktion, 12

hyperbolisch trigonometrisch, 108

monoton, 48

monoton fallend, 48
monoton steigend, 48
rational, 154

stetig, 85

streng monoton, 48

streng monoton fallend, 48

streng monoton steigend, 48

Funktionalgleichung
Exponentialfunktion, 75
Logarithmus, 78

Funktionenfolge, 95
gleichméBig konvergent, 95
konvergent, 95

Funktionenraum, 96

Gauf-Klammer, 30
gleichméBig stetig, 92
Grad, 89

Grenzwert, 34

Héaufungspunkt, 44
Hauptzweig, 116
Hintereinanderausfithrung, 13

Identitét, 13

Imaginarteil, 53

Induktionsbegriffes, 3

Infimum, 51

injektiv, 13

Integral, 136

integrierbar, 136

Intervall, 50, 82
abgeschlossenes, 39
halboffenes, 50
offenes, 50

Intervallschachtelungsprinzip, 40

Korper, 22
angeordnet, 25

kleiner, 26

Koeffizienten
binomische, 17

Kommutativgesetz, 22

Kommutativgesetz der Addition, 22

konjugiert komplex, 53
konvergent, 34
Konvergenz

punktweise, 95

unendlich, 52
Kosekans, 116
Kosinushyperbolicus, 108
Kugel

e-, 80

Lénge, 39
Landau-Symbole, 105
Lebesgue-Zahl, 85
Leibniz—Kriterium, 63
Limesinferior, 52
Limessuperior, 52
Logarithmus, 77, 78
Lotto, 18

Méchtigkeit, 15
Machinsche Formeln, 166
Majorantenkriterium, 67
Maximum, 109
lokales, 109
Menge, 6
abgeschlossen, 80
offen, 80
Metrik, 32
Minimum, 109
lokales, 109
monoton, 43
monoton fallend, 43
monoton steigend, 43

Oberintegral, 133
Obersumme, 130
Ordnung
vollstandige, 26
Ordnungsrelation, 10
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periodisch, 94
Permutation, 16
Polynom, 89
Polynomfunktion, 89
Potenzmenge, 15
Prinzip der vollstandigen Induktion, 2
Produkt

kartesisches, 8
Produktregel, 99

Quadratwurzel, 50
Quotientenkriterium, 68
Quotientenregel, 99

Realteil, 53

reelle Zahlen
erweitert, 51

reflexiv, 9

Reihe, 59, 60
alternierend, 62
harmonische, 61, 62
konvergent, 60
verdichtete, 69

Rekursionsformel, 2

Relation, 9
inverse, 9

Restklasse, 12

Riemannsumme, 130

Satz
Bolzano—Weierstraf}, 44
Heine—Borel, 84

Schnitt, 7

Schranke
grofite untere, 50
kleinste obere, 50

Sekans, 116

Signumfunktion, 62

Sinushyperbolicus, 108

Stammfunktion, 124
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Steigung, 98
stetig, 87

gleichméfBig, 92

in einem Punkt, 85
stetig differenzierbar, 152
streng monoton, 43
streng monoton fallend, 43
streng monoton steigend, 43
Supremum, 51
surjektiv, 13
symmetrisch, 9

Teiler

groster gemeinsamer, 47
Teilfolge, 45
Teilmenge, 7
transzendent, 166
Treppenfunktion, 129

Umkehrfunktion, 14
Umordnung, 64
Umordnungssatz, 66, 67
Ungleichung

Bernoulli, 30
Unterintegral, 133
Untersumme, 130

Verdichtungssatz, 69
Vereinigung, 7
Verfahren
von Heron, 47
Verfeinerung, 128
gemeinsame, 129
Vergleichssatz, 67
vollstandig, 36
Vollsténdigkeitsaxiom, 36

Wert, 12

Wert der Reihe, 60
wohlgeordnet, 29
Wurzel, 50
Wurzelkriterium, 69

Zahl
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komplex, 53
Zahlbegrift, 3
Zerlegung, 128

feiner, 128
Zweige, 116
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