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Losungsskizzen zur Weihnachtsserie

1. a) Sei a € (0,27] der Winkel zwischen den beiden Halbkreisen, die den Sektor
beranden und sei F,, seine Flache. Aus der Rotationsinvarianz des Fliachen-

elementes auf der Sphére um die Achse die durch die beiden Spitzen des
Fo
fo —

Sektors (und den Ursprung) lduft, folgt, dass
der Sphére ist. Damit ist F,, = 2a.

5=, wobei 47 die Fliche

b)

¢) Sind «, 3,7 die Innenwinkel des Dreiecks, so wird die Sphére von jeweils 2
Sektoren mit Winkel «, § und v iiberdeckt, wobei das Dreieck jeweils von
einem der Sektoren mit Winkel «, S und ~ iiberdeckt wird, also dreifach,
das am Ursprung gespiegelte Dreieck von der restlichen drei Sektoren. Sei
Fa die Fliche des Dreiecks. Dann ist mit a) 4m = 2F, +2Fg +2F, —4FA =
4(a+ B+ ) — 4FA oder

FAiOé—Fﬁ—f")/—ﬂ'.



2.

a)

b)

Es ist day = dx Ady. Um die Einschrankung von oy auf M zu verstehen, be-
trachten wir die Projektion pr; : M — R? x {0} C R* und stellen fest, dass
pr, (M) C S C R?. Bezeichnet man mit ¢ : S* — R? die Einbettung, dann
ist *(dx Ndy) = 0, als Zweiform auf einer eindimensionalen Untermannigfal-
tigkeit, und damit gilt auch die Einschrankung da; |y = pri o*(dz Ady) = 0.
Sei 6 : [0,27] — M die durch 6(t) := (cos(t),sin(t),0,0) gegebene geschlos-
sene Kurve. Dann ist [;a; = fo% cos(t)dsin(t) = fOQW cos?(t)dt > 0. Wire
oy exakt, so miisste nach dem Satz von Stokes das Integral iiber eine ge-
schlossene Kurve verschwinden. «; ist also nicht exakt.

day = dxNdy+dwANdz = 0, denn der erste Summand verschwindet nach dem
Argument gerade eben und der zweite Summand verschwindet wie man mit
demselben Argument angewandt auf die Projektion pry : M — {0} x R? C
R* zeigt.

Es ist [;as = [5o4, also ap nicht exakt nach demselben Argument wie
eben.

dag = dy Ndz — de A dw # 0, denn im Punkt p = (1,0,1,0) € M ist

e} 0
. &‘p} und

der Tangentialraum von M gegeben durch 7,M = span e

0 0\ _
dOég (8_y’ $> = 1.
Ganz analog zeigt man, dass auch ay nicht geschlossen ist.

Da das Differential jeder exakten Form verschwindet (d* = 0), sind insbe-
sondere a3 und oy also auch nicht exakt.

Die Einschrankungen der «; auf C' sind Einsformen auf einer eindimensio-
nalen Untermannigfaltigkeit, insbesondere also automatisch geschlossen.
Die Einschrinkung von oy auf C ist nicht exakt, denn f7 o = [saq > 0.
Auf C gilt z = 2z und y = w. Es ist damit as|c = xdy — %(a:dy —ydx) =
s(xdy + ydx) = d(3zy), ao|c ist also exakt.

Es ist y*as = sin(t) d cos(t) — cos(t) dsin(t) = —sin(t) dt — cos? dt = —dt,
also f7 az # 0, und damit asz|c nicht exakt.

Wieder wegen = z und y = w auf C'ist au|c = xdz+ydy = Ld(2? +3?) =
0, denn 22 + y? = 1 auf M, insbesondere also auf C.

Zwei geschlossene Einsformen «, § reprisentieren genau dann dieselbe Aqui-
valenzklasse [o] = [B] in Hiz(M) wenn o — 8 exakt ist. Insbesondere ist
[a] = 0 genau dann, wenn « exakt ist. Fir a; und ay aus a) gilt da-
mit ;] # 0 und [ay] # 0. Die beiden Aquivalenzklassen sind auch line-
ar unabhéngig, denn anderenfalls gébe es ein A # 0 sodass [aq] — N[as] =
(1 — Aaw] = 0. In diesem Fall muss o = a3 — A = (1 — Nz dy +
Mzdw — wdz) = (1 = Ny + 3(zdw — wdz) exakt sein. Ist § die ge-
schlossene Kurve aus a), so ist [;a’ = (1 — A) [; a1, was genau dann ver-
schwindet, wenn A = 1, mithin o/ = }(zdw —wdz). Ist &' : [0,27] — M



die durch ¢'(t) := (0,0, cos(t),sin(t)) definierte geschlossene Kurve, so ist
0o/ = $(cos(t) dsin(t) — sin(t) dcos(t)) = (cos?(t) dt + sin®*(t) dt) = 1 dt.
Somit ist [, &' = m # 0 und o/ kann nicht exakt sein. [a;] und [a,] sind
also linear unabhéngig und spannen einen zweidimensionalen Unterraum in
Hig (M) auf.

Bemerkung: Es gilt sogar dim H (M) = 2, aber dies kénnen wir mit den
bisher erarbeiteten Methoden nicht beweisen.

Wegen diam()) = 0 folgt h,, (@) = 0 fiir alle € > 0 und damit auch i}, (0) =
0.

Ist A C B und zu gegebenem ¢ > 0 {B;}2, eine Folge von Mengen mit
B C |J;2, B; und diam(B;) < ¢, so ist auch A C |J;2, B; und somit

i=1 =1

{Z(dlam( )™ AC UAZ,dlam(A) < 5} >

D) {i(dlam( )™ | B C UBl,dlam(B) < 5},

=1 =1

woraus A, -(A) < hy,(B) folgt. Da € > 0 beliebig war, folgt auch A} (A) <
Rt (B).

Um das 3. Axiom fiir ein duferes Maf nachzupriifen, sei {4;}5°, eine belie-
bige Folge von Teilmengen A; C X und definiere A := J;2, A;. Zu zeigen
ist dann hY (A) < 377 hi(A;). Wegen A; C A fiir alle i € N, folgt aus
dem zuvor gezeigten, dass aus hj, (A;) = oo fiir ein beliebiges : € N und
e > 0 bereits hy,(A) = oo und damit auch h} (A) = oco. Man kann also
annehmen, dass h,, (A;) < oo fiir alle ¢ € N und € > 0.

Sei nun € > 0 beliebig. Wir werden zeigen dass fiir alle 6 > 0, hy,(A) <
Yoicy hme(A) +0.

Daraus folgt die Behauptung, denn zuerst folgt daraus by, . (A) < D7 b o(A;),
woraus wiederum h, (A) < 3, h¥ (A;) folgt. Fiir die zweite Folgerung ver-
wendet man die in ¢) gezeigte Behauptung dass fiir feste m und A h,, .(A)
monoton fallend ist in e, das Bilden des Supremums iiber ¢ > 0 also der
Limes ¢ — 0 ist und alle Summanden in der rechten Seite der Ungleichung
nichtnegativ sind.

Sei also & > 0 beliebig. Zu jedem ¢ € N existiert dann eine Folge von Men-
gen {AJ}%, mit diam(A4)) < ¢, 4; C Ui, Al und Z;’;l((diam(/ﬁ))m <
hime(4;) + 2. Die (Doppel-)Folge {AZ};";ZI erfiillt dann diam(A?) < & und



(Alle auftretenden Reihen haben nichtnegative Summanden, man kann also
beliebig umordnen und insbesondere sind die Doppelreihen wohldefiniert).

b) Zu e > 0 beliebig wihle ein N € N mit 2 < N < 2% 1.1, 0,1]" wird von
den N™ Wiirfeln mit Kantenléng

,,,,, b 1= (b g+ D] X 5l 5=+ 1)

mit 0 < k < N —1,1 = 1,...,n, iiberdeckt. Jeder dieser Wiirfel hat
Durchmesser \/ﬁﬁ = 5 < e. Damit gilt

hao(0,1]) < > (diam(Wh, .. x,))"

E\" 2y/n e\" e\"
) (2 )5) = ()
)= (B 1)3) = (v
Ist € < 4/n, so folgt hieraus h, ([0, 1]") < <3Tﬁ>n Da h, ([0, 1]*) monoton
fallend in ¢ ist (vgl. Teil c), folgt dann auch A% ([0, 1]") < (%ﬁ)n

c) Als Vorbemerkung bemerkt man einmal, dass eine Isometrie des metrischen
Raumes (X, d), d.h. eine bijektive Abbildungs f : X — X mit d(z,y) =
d(f(x), f(y)) fur alle z,y € X, h}, erhilt, d.h. b’ (f(A)) = hl,(A) fir jede
Teilmenge A C X. Dies folgt direkt aus der Definition, da eine Isometrie
den Durchmesser erhilt und eine 1-1 Beziehung zwischen Uberdeckungen
von A und f(A) herstellt. Insbesondere gilt dies also fiir Verschiebungen auf
dem R”, d.h. ist x € R” und A C R", so ist h},(A) = h' (A + x), mit
A+z:={a+ze€R"|ac A}

Des weiteren zeigt man, dass auf dem R™ die Beziehung h (rA) = r™h},(A)



fir r € (0,00), A C R" und rA := {ra € R" | a € A}. Dies zeigt man
folgendermafen:

Sei ¢ > 0. Ist {A;}2, eine Folge von Teilmengen mit A C [J;°, A; und
diam(A4;) < ¢, so ist rA C | J;2, rA; und diam(rA;) = r diam(A4;) < re. Sei
nun ¢ > 0 beliebig und wihle eine Folge {4;}5°, wie eben so dass auferdem
>, (diam(4;))™ < iy (A) 4 -2 Dann folgt aus dem eben gesagten

hmre(rA) < Z (diam(rA;)

= mz diam(A

< rmhm@(A) +9
und somit, da § > 0 beliebig,
Punre (T A) < 7™ him e (A)
woraus wiederum folgt, dass
hr (rA) <r™hr (A).

Wendet man dies nun auf die Menge A ersetzt durch die Menge r A und auf
r ersetzt durch 1 an, so ergibt sich h¥,(A) = hi(3(rA)) < (%)mhfn(rA),
also auch r™h’ (A) < h’ (rA). Zusammen also h (rA) = r"h’ (A).

Daraus folgt unmittelbar, zusammen mit b), dass fiir z € R", r € (0,00)
die Menge = + [0,7]" = = + r[0,1]" endliches n-dimensionales Hausdorft-
Mafk besitzt. Da jede beschrinkte Menge in einer Menge von dieser Form
enthalten ist, folgt aus dem Monotonie-Axiom fiir dufere Mafe dass auch
jede beschriankte Menge endliches n-dimensionales Hausdorff-Mafs besitzt.
Seien 0 < € < ¢’. Aus der offensichtlichen Inklusion

{Z(dlam( )™ AC UAZ,dlam(A) < 5} C

C {i(dlam( )" AC UAz,dlam(A) < 5’}

folgt e (A) > hy o (A), die Funktion € — h,, .(A) ist also monoton fallend.
Somit ist b}, (A) = sup,~g Ame(A) = lim._0 by c(A). Sei nun M > m. Dann



d)

ist

hare(A) = inf {i diam(A;))M | A C UAl,dlam(Ai) < oo}

=1 =1

— inf {Z(diam(A )™ (diam(A4;))M™ | A C UA,,dlam(Ai) < oo}

| /\

inf { M~ mz (diam(A;))™ | A C UAZ,dlam(Ai) < oo}
i=1
J\/[ mh

< M- mh,*n(A).

Somit ist h},(A) = lim. 0 hare(A) < lime_0e™™™h% (A) = 0, falls b}, (A) <
.

Sei m = }E—g Wir werden zeigen, dass i}, (C) =1 gilt, woraus die Behaup-

tung folgt.

Um A} (C) < 1 einzusehen, erinnert man sich an die Konstruktion der
Cantor-Menge. Man konstruiert C' bekanntlich als Durchschnitt von abge-
schlossenen Teilmengen C, C [0,1], Wobei C,, gerade aus 2" disjunkten
abgeschlossenen Intervallen der Lange besteht. Zum Beispiel ist

1 2 1 2 1 2 7 8

=[0.2lul=.1 —fo.21ulZ 21ure. Hure

Bezeichnet man die Teilintervalle von C,, mit C,;, 1 < k < 2" so gilt
offenbar

2" 2n
1
Cc| JCnr und diam(Cp )" =2" - —= = 1.

Da wir zu jedem € > 0 ein n € N mit 5 < € finden, folgt A (C) < 1.
Um R}, (C) > 1 zu beweisen, beginnen er mit einer Voriiberlegung. Ist A C
R eine beliebige Teilmenge von R mit diam(A) < oo, so gilt diam A = ¢ — s,
wobei

s=inf A und ¢t =supA.

Wegen der Stetigkeit der Funktion x — 2™ findet man zu jedem n > 0
offene Umgebungen (s,¢’) von [s, ] (und damit von A), so dass

(t' =< (t—s)" +n.



Nun beginnen wir unseren eigentlichen Beweis'. Ist h*, (C) < 1, so gibt es
insbesondere eine Uberdeckung [ J A; von C| so dass

> (diam A)™ < 1. (1)

1>1

Mit der Voriiberlegung kénnen wir annehmen, dass die Mengen A; offene
Intervalle sind, ohne die Ungleichung zu verlieren (wéhle fiir die Vergrofe-
rung von A; die Konstante 7; = & mit 7 klein genug). Da C' kompakt ist,
geniigen bereits endlich viele A;, um C' zu iiberdecken.

Sei nun eine Uberdeckung A; U ---U A, von C mit einer minimalen An-
zahl r € N von offenen Intervallen gewidhlt, welche (1) erfiillt. Schneidet
jedes der Intervalle 4; nur eine der beiden Hilften C'N [0, 5] und C' N [2,1]
von C, so wird eine dieser Hilften von C' durch " < r der Mengen A; mit
Z:l:l(diam A;)™ < L iiberdeckt. Skaliert man diese Mengen um den Faktor

3, so erhilt man eine Uberdeckung von C mit r" < r offenen Mengen und

7,,/

r’ 1
di A)m=3" diam A4;)" < 3™ - - = 1.
Z( iam 3A4;) 3 ZZI( iam A;)™ < 3 5

=1

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl der Uberdeckung A; U- - - U A, mit einer
minimalen Anzahl von Intervallen.

Also miissen p > 1 der r Intervalle A; beide Hélften von C' schneiden. Da
man alle bis auf das am weitesten links startende und das am weitesten
rechts authorende der p Intervalle weglassen kénnte, muss p < 2 gelten. Da
fiir 0 < s,t < % die Funktion

f(s,t):(s+%+t)m—sm—tm

nichtnegativ ist (denn f (%, %) = 0 und die partiellen Ableitungen sind nega-

tiv), konnen wir jedes dieser p Intervalle A; durch die beiden Teilintervalle
1 2
{a:EAi|x§§} und {xGAi|x2§},

und erhalten wieder eine Uberdeckung von C mit 7 + p Intervallen A%, s0

dass immer noch
r+p

Z(diam A < 1.

i=1
Nun kénnen wir wieder die neuen, nichtoffenen Intervalle durch etwas gro-
fsere offene ersetzen, ohne die Ungleichung zu verletzen. In dieser offenen

lygl. S. 140/141 in: F. Morgan, Geometric measure theory, A beginner’s guide, 2. Auflage,
Academic Press, 1995



Uberdeckung trifft wieder jedes Intervall nur eine der beiden Hélften von
C, und der Skalierungstrick produziert eine Uberdeckung durch T’LT” offene
Intervalle.

Da die urspriingliche Uberdeckung die minimale Anzahl Intervalle benutzte,
muss nun aber % > r gelten. Damit bleiben nur die Fille r = p = 1, was
aber diam A; = 1 bedeutet und somit zum Widerspruch ) (diam A;)™ > 1
fiihrt, oder r = p = 2, so dass diam A; > % gelten muss, was ebenfalls zum
Widerspruch ) (diam A;)™ > 1 fiihrt.

Insgesamt folgt also h' (C') = 1, so dass wir gezeigt haben, dass C' die
Hausdorff-Dimension m = }E—g besitzt.



