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1. a) Es genügt, den Fall p = 0 zu betrachten. Da W eine o�ene Umgebung von
p ∈ Rk ist, existiert ein δ > 0, so dass B(0, δ) ⊂ W . Für ε = δ

2
√
n
gilt dann

[−ε, ε]k ⊂ IntB(0, δ) ⊂ W . Ist nun η : R → R die im Hinweis angegebene
Funktion, so hatt η1(t) := η(t+ ε)) · η(ε− t) als Träger gerade das Intervall
[ε, ε]. Die Funktion

%(x1, . . . , xk) :=
k∏
i=1

η1(x
i)

hat dann die gewünschten Eigenschaften.

b) Sind die Karten gegeben, so wählen wir zu jedem Punkt p ∈M einen Index
i = i(p) ∈ {1, . . . , N} mit p ∈ hi(Wi). Nach Teil a) können wir zu jedem
Punkt p ∈M nun eine Funktion %p : Wi(p) → [0,∞) mit kompaktem Träger
inWi und %p(h−1(p)) > 0 konstruieren. Die Funktionen %p := %p◦h−1i(p) haben
dann kompakten Träger in Ui(p) := hi(p)(Wi(p)) und setzen sich somit zu glat-
ten Funktionen auf ganz M fort, welche auÿerhalb von Ui(p) verschwinden.
Wie im Beweis des Satzes von der Zerlegung der Eins bilden die Mengen
%p
−1((0,∞)) eine o�ene Überdeckung von M , so dass man endlich viele die-

ser Mengen auswählen kann, welche M bereits überdecken. Seien p1, . . . , pL
die zugehörigen Punkte. Wir setzen nun

%̃i :=
∑
i(pj)=i

%pj und %i :=
%̃i∑
%̃i
.

Dies ist die gesuchte Zerlegung der Eins.

c) IstM orientierbar und kompakt, so existiert nach Satz 7 ein endlicher Atlas
aus positiv orientierten Karten hi : Wi →M . Sei {%i} die Zerlegung der Eins
zu diesem Atlas wie in Teil b). Ist nun ωi := (%i◦hi) ·dy1∧· · ·∧dyk ∈ Ω(Wi)
die mit %i ◦ hi multiplizierte Standardvolumenform auf Wi, so setzen sich
die Formen ηi := (h−1i )∗(ωi) durch 0 glatt auf ganz M fort. Die Summe
η :=

∑r
i=1 ηi ist dann eine nirgends verschwindende k-Form auf M , denn in

allen Punkten q ∈ hi(Wi)∩hj(Wj) sind die Formen ηi(q) und ηj(q) nichtne-
gative Vielfache voneinander (hier benutzen wir die Positivität der Karten),
und in jedem Punkt p ∈M ist mindestens ein Summand ungleich 0.
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Ist umgekehrt ω ∈ Ωk(M) eine nirgends verschwindende k-Form, so de�nie-
ren wir eine Basis (b1, . . . , bk) von TpM als positiv, falls ω(p)(b1, . . . , bk) > 0
ist. Dies de�niert eine Orientierung auf M , denn in jeder zusammenhän-
genden Karte h : W → M ist h∗ω ein nirgends verschwindendes Vielfaches
von dy1 ∧ · · · ∧ dyk, und somit sind die Standardvektorfelder ∂

∂yi
in jedem

Punkt gleich orientiert (d.h. entweder stets positiv oder stets negativ für
alle q ∈ W .

2. a) Die Formel für die stereograp�sche Projektion p∗ : Sn \ {N} → R
n lautet

p+(x1, . . . , xn+1) =

(
x1

1− xn+1

, . . . ,
xn

1− xn+1

)
.

Die kürzeste Begründung ist, dass diese Formel in der (x1, xn+1)-Koordina-
tenebene richtig ist (sie stimmt da mit der in der Vorlesung angegebenen
Formel für S1 ⊂ R2 überein), und auÿerdem invariant unter Rotationen in
der (x1, . . . , xn)-Hyperebene ist.

b) Die Formel für h+ : Rn → Sn \ {N} lautet

h+(y1, . . . , yn) =

(
2y1

1 + ‖y‖2
, . . . ,

2yn
1 + ‖y‖2

,
‖y‖2 − 1

‖y‖2 + 1

)
.

c) Zunächst untersuchen wir, ob h+ eine positiv orientierte Karte ist. Da es
genügt, dies in einem Punkt zu untersuchen, wählen wir dafür den Punkt
q = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rn, da dort die Ableitung die besonders einfache Form

Dh(q) =



0 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . . 0

...
...

. . . . . . 0
... 0 · · · 0 1
1 0 0 · · · 0


besitzt. Insbesondere wird die Standardbasis ∂

∂y1
, . . . , ∂

∂yn
von TqRn auf die

Basis ∂
∂xn+1 , ∂

∂x2
,. . . , ∂

∂xn
von T(1,0,...,0)Sn abgebildet. Da der äuÿere Norma-

lenvektor im Punkt h(q) = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rn+1 gerade N(h(q)) = ∂
∂x1

ist,
sieht man leicht, dass h+ genau dann positiv orientiert ist, wenn n ungerade
ist (man muss ∂

∂xn+1 mit den (n − 1) nachfolgenden Vektoren permutieren,
um die Standardbasis für Th(q)Rn+1 zu erhalten).
Die Koe�zienten der Metrik gij in der Karte h+ haben die Form

gij =
4

(1 + ‖y‖2)2
δij.
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d) Mit der Formel aus Satz 11 der Vorlesung erhalten wir

h∗+(µSn) = (−1)n−1
√

det(gij) dyn ∧ · · · ∧ dyn =
(−1)n−12n

(1 + ‖y‖2)n
dyn ∧ · · · ∧ dyn,

wobei das Vorzeichen die Orientierung korrigiert.

3. a) Es genügt zu zeigen, dass TpM ⊂ TpH gilt. Sei L : Rn → R eine a�ne
Funktion mit H = L−1(0). Nach der ersten der äquivalenten Bedingungen
aus Satz 1 besitzt p eine Umgebung U ∈ Rn mit einer Funktion f : U → R,
so dass Df 6= 0 auf U und M ∩ U = f−1(0). Sind grad f und gradL im
Punkt p linear unabhängig, so de�niert die Funktion F : Rn → R

2 mit
F (x) = (f(x), L(x)) lokal in einer kleinen Umgebung U ′ ⊂ U von p eine
(n − 2)-dimensionale Untermanngifaltigkeit F−1(0) = f−1(0) ∩ L−1(0) ∩
U ′ = M ∩H ∩ U ′ von Rn. Da wir n > 2 angenommen haben, besteht eine
solche Untermannigfaltigkeit aus mehr als einem Punkt. Dies widerspricht
der Annahme, dass M ∩H = {p}.

b) Nein, denn zum Beispiel fürM = R×{0} ⊂ R2 erfüllt jede GeradeH welche
nicht parallel zu M ist die Voraussetzung, aber keine von diesen Geraden
erfüllt die Behauptung.

c) Die Verallgemeinerung der Aussage aus a) lautet: Ist M ⊂ Rn eine Un-
termannigfaltigkeit der Dimension k mit 1 < k < n, und ist H eine a�ne
Hyperebene mit H ∩M = {p}, so gilt TpM ⊂ TpH.
Der Beweis wird analog zu a) geführt: Ist der Gradient der de�nierenden
Funktion von H im Punkt p linear unabhängig von den Gradienten der
Komponenten einer lokalen de�nierenden Funktion f : U → R

n−k von M ,
so ist der Schnitt H ∩M lokal nahe p eine k − 1-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von Rn, besteht also für k > 1 aus mehr als einem Punkt.
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