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1. a) Der Beweis ist eine direkte Kopie des Beweises im eindimensionalen Fall: Da
f O — R stetig und B kompakt ist, finden wir Konstanten m, M € R mit

m=min{f(z) |z € B} und M = max{f(x) | x € B}.

Dann gilt aber

mz@émdmﬁ@éf(m)dmﬁ@éde:M.

Da B zusammenhéngend ist, muss f(B) = [m, M] gelten, und somit gibt es
einen Punkt p € B, welcher die Behauptung erfiillt.

b) Der Beweis benutzt nur, dass

(i) B kompakt ist (damit das Minimum m und das Maximum M auf B
angenommen werden, und aufserdem B endliches Volumen hat),

(ii) B Jordan-messbar ist und positives Volumen hat (damit die rechte Seite
des Ausdrucks definiert ist; die Positivitdtsannahme kann man durch
Multiplikation beider Seiten mit vol(B) vermeiden), und

(iii) B zusammenhéngend ist (damit der Punkt p € B existiert).

Die Aussage gilt also fiir jede Teilmenge B C O mit diesen drei Eigenschaf-
ten.

2. Gilt Au = Awv, so ist v — v harmonisch. Nach Voraussetzung ist u — v auf dem
Rand des Balls nicht positiv. Wire u(z) > v(x) fiir ein z € B*(0,7), so wire
das Maximum von u — v auf B2(0,r) positiv, wiirde also im Inneren von B%(0, r)
angenommen. Dies steht im Widerspruch zum Maximumsprinzip.

3. a) Wir betrachten das Katenoid K, als Urbild von 0 unter der Abbildung
F:R?®— R,
z
F(z,y,2) = 2* +y* — a® cosh?(%),
a



und berechnen
DF(z,y,z) = ( 2z 2y —2acosh(Z)sinh(Z) ).

Da cosh(t) = 1(e+e") > 1 fiiralle ¢t € R, erfiillen alle Punkte (z,y, z) € K,
die Bedingung x?+3? > a* > 0, so dass x und y nicht gleichzeitig verschwin-
den konnen. Also ist DF in allen Punkten von K, regulér, und somit ist K,
nach dem allgemeinen Kriterium (1) von Satz 1 eine Untermannigfaltigkeit
der Dimension 2 in R3.

b) Eine einfache Rechnung zeigt, dass h(R?) C K,. Ist umgekehrt (x,y,2) €
K,, so liegt der Punkt (x,y) € R? auf dem Kreis um 0 vom Radius r =
acosh(2). Jeder solche Punkt ist von der Form (7 cos(ws), r sin(ws)) fiir einen
geeigneten Winkel w, € R. Diese Uberlegungen zeigen, dass h(R?) = K,,.
Als néchstes berechnen wir die Ableitung

sinh(*) cos(wz) —acosh(*!) sin(wy)

Dh(wi,wy) = | sinh(*%)sin(wy)  acosh(%*)cos(ws)
1 0

s g

und stellen fest, dass die zweite Spalte wegen cosh(t) > 1 niemals verschwin-
det, so dass Dh iiberall vollen Rang (d.h. Rang 2) hat.

Da h beziiglich wy die Periode 27 besitzt, muss man fiir die Karten zwei
Intervalle (aq,b;) und (ag, be) fiir we so auswéhlen, dass b; — a; < 27 (damit
die Einschrénkung von h auf W; = R X (a;, b;) injektiv wird) und anderer-
seits z.B. [0,27) C (a1,b1) U (ag, be) gilt! (damit die Karten insgesamt K,
iberdecken). Wir kénnen also zum Beispiel

Wy =R x (—m,m) und Wy=TR x (0,2n)

wahlen.

Um schliesslich einzusehen, dass h die beiden offenen Mengen W; und W,
homoéomorph auf ihr jeweiliges Bild abbildet, kann man entweder explizite
Umkehrabbildungen angeben (was etwas umstéandlich ist), oder bemerken,
dass die Fortsetzung H : R* — R3,

(acosh(*) + w3) cos(ws)
H(wy,wy, w3) = [ (acosh(*) + ws) sin(wy)
w1

Umgebungen V; = W; x (—¢, ) von W; x {0} C R? diffeomorph auf offene
Umgebungen U; von h(W;) C R? mit der Eigenschaft U; N K, = h(W;)
abbildet, woraus ebenfalls die Behauptung folgt.

!Die genaue Bedingung an die Intervalle lautet: Fiir jedes t € [0,27) gibt es ein k € Z so dass
t + 2km € (a1,b1) U (ag, be), was etwas schwicher ist.



4. Zunichst bemerken wir noch einmal, dass die Tangentialvektoren (x,v) € T,S?
an die Sphére im Punkt x tatsichlich durch die Eigenschaft (x,v) = 0 charakte-
risiert sind, denn 7,5% = ker Do(z) (wobei o(x', 2% 23) = (2')? + (2%)? + (23)?
das Quadrat der Radiusfunktion auf R? ist), und es gilt

Do(z) = (22! 22 22%)

und somit Do(z)(v) = 2(x,v). Also ist v € ker Do(x) genau dann, wenn (x,v) =
0.

Wir betrachten nun die Abbildung G : R3 x R?® 2 R® — R?, gegeben durch

_ [ (=)
G(z,v) = ( (.v) )
Die Ableitung dieser Abbildung hat die Matrix

20 0 201 222 223 0 0 0
DG(x,v)—( v x>_( vt w2 3 b a? :c3>'
In allen Punkten (z,v) € T'S? = G71(1,0) hat diese Matrix vollen Rang, so
dass wieder nach dem Kriterium (1) von Satz 1 die Teilmenge T'S* C RS eine

Untermannigfaltigkeit der Dimension 4 ist.

5. Wir betrachten die Abbildung F : C? — €, gegeben durch F(z,w) = w" — f(z),
und stellen fest, dass diese komplex differenzierbar ist, mit komplexer Ableitung?
D¢eF(z,w) : C* — C von der Form

DeF(z,w) = (—f'(2) nw™ ).

In den Nullstellen (z,w) € ¥ = F71(0) gilt entweder w # 0, oder z ist eine
Nullstelle von f. Da f nur einfache Nullstellen besitzt, ist in letzteren Punkten
f'(z) # 0. In beiden Féllen hat also DgF : C? — C vollen Rang iiber C.
Interpretiert man nun F als Abbildung R* — R?, so wissen wir aus der Analysis
IT (oder rechnen einfach nach), dass die reelle Ableitung D F(z,w) : R* — R?

die Form
DrF(z,w) = ( CbL _2 ccl _d)

C

besitzt, wobei —f/(2) = a + bi und nw"™! = ¢ + di die Eintrige der komplexen
Ableitung sind. Da nach obiger Uberlegung eine dieser komplexen Zahlen von
Null verschieden ist, hat der entsprechende 2x2-Minor nicht verschwindende De-
terminante (a* 4 b® bzw. ¢ +d?), und somit hat auch DgF in allen Punkten von
Y vollen Rang. Die Behauptung folgt nun wieder aus Satz 1, Kriterium (1).

2Die hier verwendete Notation D¢ F und DgrF ist nicht allgemein iiblich, sie wurde nur hier
zur Verdeutlichung verwendet.



