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1. a)
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b) f*(a1) =dp, f*(az)=rdr

Man beachte, dass as Ay = dx Ady und f*(as) A f*(a1) = 7 dr Ady, konsistent
mit der Transformationsregel fiir Integrale in diesem Beispiel.

2. a) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass fiir [ = (i; < --- < i) und J = (j; <
-+ < jg) die Beziehung

dz’(

) 0 y_[1 fals I=J
Ozt Ogin

0 sonst
gilt. Ist also j ¢ I, so gilt fiir eine beliebiges (k-1)-Tupel L = (I} < +-+ < lx_1)
g0 0 0

Oxd” Qb7 Ol

da’ ( ) =0,

denn der Multiindex (7,11, ...,lx_1) ist keine Umordnung von /. Ist ande-
rerseits j € I, so gilt fir L= (I3 < -+ < lp_1)

d1<a 0 3} ) 0 falls I\ {j} # L

:E _'7 _7 ) a 7. . = . . . - .
Oxd’ Oxh Oxle—1 (=11 falls j =i, und L = (4y,...,%5,...,101),
wobei (—1)*~! gerade das Signum der Permutation ist, welche (i, 7y, . . . R L k)

wieder in die Reihenfolge (74, ..., i) bringt. Da eine (k — 1)-Form durch ih-
re Werte auf den Tupeln 8%1, e W% fir beliebige L = (I; < +++ < lx_1)

charakterisiert ist, folgt die Behauptung.



b)

Wegen der Multilinearitdat gentigt es, die Behauptung fiir V' = a - w = da!
und 7 = da’ mit |I| = k zu beweisen. In diesem Fall gilt aber nach Teil a)

iv(wAn) =
(=1 tda A+ Adais A - A date A dat falls j =i, und INL =9
D)t Adatt Ao Adate Ao Adat falls j =L und INL =2

(
0 sonst.

Die Bedingung I N L = & ist notig, damit w A n # 0 gilt.
Andererseits gilt

(—1)>"dat A Adzis A -+ Adat Ada® falls § = i,

0 sonst

(ivw) Am = {

und

(1w Ay = {(—1)k+t—1dxf Ada A Adal A Adatn o falls § =1,
0 sonst.

Damit die angegebenen Formen von Null verschieden sind, muss also im
ersten Fall (I'\ {j}) N L = @ und im zweiten Fall I N (L \ {j}) =
gelten. Um die Behauptung zu beweisen, miissen wir also noch den Fall
I'NL = {j} betrachten, in dem die linke Seite der Gleichung verschwindet
(weil w A = 0), wihrend beide Terme auf der rechten Seite nichttrivial
sind. Man priift nun aber nach, dass diese sich genau um ein Vorzeichen
unterscheiden, so dass ihre Summe verschwindet und die Behauptung auch
in diesem Fall folgt.

Aus Teil a) folgt

diiyde' A--- ANdz") = d )V dat A - Ad/x\s/\~~/\da:”>
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= dm Adet A Adazs A - A da”
371
= aV)dxl/\---/\dx”,
— oxs

wobei im zweiten Schritt benutzt wird, dass alle anderen Beitrdge zu dV*
nichts beitragen, weil die zugehorigen Differentiale dz’ fiir j # s bereits
unter den schon vorhandenen dx! auftauchen. Die Behauptung folgt nun
direkt aus der Definition.
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was zur ersten Behauptung dquivalent ist. Die zweite Behauptung ergibt

sich durch Einsetzen direkt aus c).

Fir n > 2 bemerken wir zunéchst

oxs
so dass!
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woraus durch Summation iiber s sofort div(V') = 0 folgt.

Im Fall n =1 haben wir V' = i
ebenfalls div(V') = 0 ergibt.

Aus 2. a) folgt sofort

Trot(V) dzt A dz? A da?
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und andererseits gilt auch
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Lin (2*%)? ist das s ein Index, die 2 ein Exponent

—i——dx A dx? —l—aaldm /\dx

— auf R4, womit sich iy dr = 1 und somit

oVt
0x?

und durch Zusammenfassen und Koeffizientenvergleich erhélt man die Be-
hauptung.

Adzs A - A dz"
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b)

d)

Sei fy die 1-Form zum Vektorfeld V' wie in Teil a). Dann gilt
d (ivor(vy(da' A dx® A da®)) = d(dBy) = 0,
und somit folgt aus der Definition der Divergenz div(rot(V)) = 0.

Die erste Gleichung folgt aus der Kommutativitat der zweiten partiellen Ab-
leitungen fiir glatte Funktionen, die zweite aus einer sorgfiltigen Rechnung
direkt aus den Definitionen: Einerseits gilt £,.v = h - By und somit

dByy = hdpy + dh A By,

wobel

dh A By = (Z gjg dﬁ) A (Z vt dazt>

B oh ., Oh_ s .

s<t

Andererseits gilt

oh oh 0
(gradh) x V' = <%-V2_@.V1> =

0
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woraus sich
igradhxvdl‘l N dl‘Q VAN d$3 =dh A ﬁv

ergibt. Mit der obigen Rechnung und a) folgt nun die Behauptung.

Ist rot(V) = 0, so folgt aus a) auch dfy = 0. Mit dem Poincaréschen
Lemma schliessen wir nun gy = df fiir ein geeignetes f : O — R. Durch
Koeffizientenvergleich sieht man aber, dass in diesem Fall V' = grad f gilt.

Ist div(V) = 0, so ist die 2-Form w = iy (dz! Adx? Adz?) geschlossen. Wieder
mit dem Poincaré-Lemma erhilt man eine 1-Form o = ay dz' + as dx? +
as dr? mit do = w. Definiert man nun

0
W .= Zai%,

so gilt @ = By im Sinne von a) und somit wegen da = iy (dz' A dz? A d?)
auch rot(WW) = V. Hier benutzt man, dass die Zuordnung V — iyda' A
dz? A dx3) € Q*(R?) injektiv ist. Insbesondere ist also die Rotation durch
die Gleichung in a) eindeutig bestimmt.



