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1. Gesucht ist das Quadrat des Abstandes der Funktion 23 zum Unterraum E C
L*([-1,1]), welcher von den Funktionen 1,z und z? aufgespannt wird. Dies lisst
sich mit Hilfe der Projektion pry : L? — E schreiben als

d = [|2* — pry(®)|3

Da 23 ungerade ist, ist es orthogonal zu den geraden Funktionen 1 und z? (dies
kann man natiirlich auch direkt nachrechnen). Also gilt (vgl. den Beweis des
Satzes iiber die orthogonale Projektion im Hilbert-Raum)

proe?) =
das heisst
5 f_ll ztdx 2 3
prE(x):W- :g-x:g:ﬁ.
Es folgt
1 1
d:/l(:p3—gx)gdm:/lx6—gx4+%x2dx:%—%—I—%:%.

2. a) Die Abbildung P ist differenzierbar, und es gilt DPy,(g) = 4f3 - ¢ fiir jedes
fo € C([0,1]) (wie man leicht vermutet). Fiir den Beweis bemerken wir
zunichst, dass diese Abbildung in der Tat stetig ist, denn es gilt

145 - glloe < 4l1follZ - gl

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass die Supremumsnorm des
Produkts zweier Funktionen nicht grofer ist als das Produkt der Supre-
mumsnormen. Somit ist die Operatornorm der Abbildung g — 4f3 - g nach
oben durch 4| fo||* beschrinkt. Andererseits gilt

0 < [[P(f) = P(fo) = 4S5 (f = fo)lls If* = fo =450 = fo)llso
= 1(f = fo)(f*>+ f2fo+ [ 15 =3[l 1 = fo)?(f* + 2 fo + 3/5) |l
< \If = follZ 2+ 2f fo + 315 lloo-



b)

b)

Daraus folgt aber

1P(f) = P(fo) = 4f5(f = fo)lls
I1f = follso

und somit ist die Behauptung bewiesen.

0< <= FolloollF242F fo+312]1e =50,

Fiir diese Abbildung kann man vermuten, dass DQy,(g9) = 2(g, fo)r2 gilt.
Um zu beweisen, das die angegebene Vermutung wirklich die Ableitung von
@ beschreibt, geniigt folgende einfache Rechnung (wir schreiben (., .) fiir
das L2-Skalarprodukt):

o < 1QU) = QU) = 2(F = fou 1o
- 1F =l
() = o fo) =20 = fou f)l _ I1f = foll

- = — _ f=fo
- If = foll2 = ol If = follz — 0.

Ist f € C.(R), so ist f gleichméfig stetig, d.h.
Ve>036>0: |[r—y| <d=|f(x)— fly)] <e
Da man ¢ falls notig verkleinern kann, ist dies gleichbedeutend mit
Ve>030< 0 <1VI|h| <d: ||[Thf — flleo <€

Ist [a,b] C R ein Intervall, so dass der Tréager von f in [a+1,b— 1] enthalten
ist, so enthélt [a,b] den Trager von Ty, f — f fir alle h € R mit || < 4.
Zusammen mit der obigen Abschitzung folgt daraus

Ve>030>0V|h| <6:||Thf = fllorm < (b—a)e
Dies ist aber gleichbedeutend mit der behaupteten Konvergenz.

Wir betrachten nun g € L*(R) und € > 0. Da C.(R) dicht in L'(R) liegt,
finden wir f € C.(R) mit ||g— f|l1 < €. Da aber T}, eine Isometrie von L'(R)
ist, folgt hieraus auch ||T,g — Thf|l1 < € fiir alle h € R. Wihlen wir nun
d > 0 so klein, dass wie in Teil a) die Ungleichung |7}, f — f||1 < € fiir alle
h € R mit |h| < § gilt, so erhalten wir fiir diese h € R die Ungleichung

1Thg = glly < |Thg — Thflly + 110 f = flls + 1f — gl < 3e.

Da dies fiir jedes € > 0 funktioniert, ist die Konvergenz gezeigt.



4.

a)

b)

Ist f € L'(R) und g € L>®(R), so gilt fiir jedes z € R und fast alle t € R
die Ungleichung |g(z — t)| < ||g]|cc < 00. Daraus folgt aber

/R FOgx — )] dt < |lgle - /R F@O1dt = lglloe - 1 £

Also ist die Funktion f(¢)g(z — t) absolut integrierbar, so dass das Integral
von f(t)g(xz — t) selbst ebenfalls fiir alle z € R existiert und offenbar durch
lglloo - || f]l1 uniform beschrénkt ist. Aukerdem gilt

|fxg(x) = fxg(y) =

[ st =vgwai— [ 100 dt‘
< [ 1@ =19t = (Ty-. (e = 0g(0)
< gl - /}R () = Tya f (1)) dt

Yy—x

<lgllso - [If = Ty—afll1 — 0,

wobei wir das Ergebnis der Aufgabe 3. b) benutzt haben. Damit ist auch
die Stetigkeit von f x g gezeigt.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir 0 < ¢(E) < oo anneh-
men, so dass nach Teilaufgabe a) die Faltung xg * x_g definiert ist. Es
gilt

Yo X (0) = /R V(DX () dt = /R ve(t)?dt = ((E) > 0.

Da die Faltung xg* x_ g nach Teilaufgabe a) stetig ist, gilt also xg*x_g > 0
in einer ganzen Umgebung U von 0 € R.

Ein Punkt z € R ist aber genau dann in der Menge £ — E enthalten, wenn
z =zx—ymitz,y € F, d.h. falls der Integrand h,(t) = xg(t)x_g(z—1t) in der
oben betrachteten Faltung xg * y_g(z) fiir mindestens ein ¢t € R (ndmlich
zum Beispiel fiir ¢ = ) positiv (d.h. gleich 1) ist. Nun muss aber fiir jedes
z € U der Integrand h,(t) in mindestens einem Punkt (genau genommen
sogar auf einer messbaren Menge mit positivem Maf) positiv sein, und somit
ist die ganze Umgebung U in der Menge I/ — E enthalten.



