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1. Zunichst iiberlegen wir uns, dass (E, ||.||) ein normierter Raum ist. || f]| ist of-
fenbar nichtnegativ, und aus || f|| = 0 folgt || f||cc = sup, | f(¢)| = 0, woraus f =0
folgt. Die Dreiecksungleichung folgt aus dem Fakt, dass (f+g) = f'+¢’, zusam-

men mit der Dreiecksungleichung fiir die Supremums-Norm || . ||oo. Schlieflich ist
die Eigenschaft | Af]| = |A| - || f]| ebenfalls offensichtlich, so dass || .|| eine Norm
ist.

Sei nun {f,},>1 eine Cauchy-Folge in E. Dann bilden sowohl die f, als auch
die Ableitungen f/ Cauchy-Folgen in C(]0,1]) beziiglich der Supremumsnorm,
konvergieren also gleichmifig gegen Funktionen f und ¢ in C([0,1]). Es bleibt
zu zeigen, dass f differenzierbar mit f’ = g ist. Dazu konnten wir uns auf einen
Satz aus Analysis I berufen (die Ableitungen konvergieren gleichmifig und die
Funktionswerte konvergieren in mindestens einem —sogar in jedem— Punkt), wir
wollen dies aber noch einmal direkt zeigen.

Zunéchst bemerken wir, dass wir fiir jedes € [0,1] und alle m € N mit dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
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0
schreiben kénnen. Da wegen der gleichméfigen Konvergenz der f! die Abschét-

zung f/ (t) < g(t) + 1 uniform in ¢ fiir hinreichend groke m € N gilt, erhalten
wir mit dem Satz iiber die dominierte Konvergenz
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Hieraus sieht man wieder mit dem Hauptsatz der Differential-und Integralrech-
nung, dass f stetig differenzierbar mit Ableitung g ist.



2.

a) Gilt ||z|| = v/ (2, x) fiir ein Skalarprodukt (., .), so haben wir fiir z,y € E

lz+yl?+llz—yllP = (@+y,2+y)+ (@ —y,2—y)
= (v,7) +2(z,y) + (v, y) + (z,2) — 2(z,9) + (y,9)
= 2(z,2) + 2(y,y)
= 2([[=]1” + [ly[1*).

Gilt umgekehrt die Parallelogrammgleichung fiir alle x,y € E, so definieren
wir

1 1
(.y) = 5 (e +yl* = ll2l* = lyl*) = 5 (= + 91" = lz = )

Dies ist offenbar symmetrisch in z und y und erfiillt ||z|| = /(z, x) sowie
(x,—y) = —(x,y). Es bleibt zu zeigen, dass dies in der Tat ein Skalarpro-
dukt definiert, d.h. linear in beiden Variablen ist. Dazu folgern wir aus der
Parallelogrammgleichung zunéachst fiir alle x,y;,y, € E

(z, 1/1) + (2, y2)

(Ill’ +yl® + 2+ g2l = (lz =l + llz — wl)
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Andererseits folgt direkt aus der Definition (z,0) = 0, so dass mit y =
und y» = 0 aus dieser Gleichung (z,y) = 2(z, %) fiir alle 2,y € E folgt.
Daraus ergibt sich nun

(I>y1) + (l‘,yg) = (zayl + y2)a

woraus mit y = y; = yo per Induktion (x,ny) = n(z,y) fir alle n € N
folgt, was aber dquivalent ist (betrachte z = ny) zu i(z,z) = (z, 12) fiir
alle n € N. Nun folgt aus diesen beiden Gleichungen (z, 2y) = £(z,y) fiir
alle positiven rationalen Zahlen, und mit der eingangs erwahnten Beziehung
(x,—y) = —(z,y) und der Stetigkeit der Norm folgt nun (z, \y) = A(z,y)
fiir alle A € R. Damit haben wir Linearitit in der zweiten Variablen gezeigt,
und Linearitdt in der ersten Variablen folgt nun aus der bereits bewiesenen

Symmetrie.

b) In LP([0, 1]) betrachten wir die Funktionen f(¢) = 1 und g¢(¢) = ¢. Dann gilt

1 1 % 2p+1_1 %
=10l =17 =gl = (35 )"+ W+l =(2557)



b)

Also folgt

ortl 1\ > 1\’
IF gl +1f = gl = 20051 + 112 = (Z77) =2 (37)

Nun kann man leicht nachrechnen, dass die rechte Seite nur fiir p = 1 und
p = 2 verschwindet. Alternativ argumentiert man, dass der Grenzwert des
Ausdrucks auf der rechten Seite fiir p — oo gleich 1 ist, so dass zumindest
fiir alle groken p € R die Parallelogrammgleichung fiir diese Funktionen
nicht gilt. Um ein Gegenbeispiel in L'(]0, 1]) zu konstruieren, kann man die
Funktion g durch 2¢ ersetzen.

Ahnliche Argumente funktionieren auch in C([0,1]) mit der Supremums-
norm, oder auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen mit Maximums- oder
p-Norm mit p # 2.

Fiir den Exponenten p erhalten wir
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wobel wir benutzt haben, dass p > 1 > 1. Also liegt f in L?((0,1)).
Andererseits zeigt man (z.B. mit der Regel von L’Hospital), dass fiir a, 8 > 0
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Sei nun r > p gegeben. Wir setzen o = % und [ := 27, und erhalten wegen

der Konvergenz ein 6 > 0 so dass t 7 In%" (£) < 1fiir t € (0,6). Dann folgt
aber
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Also liegt f nicht in L" fiir r > p.

Um die Endlichkeit der Integrale zu untersuchen, betrachten wir jeweils die
beiden Teilintegrale

/ Ne@Fde baw. | lator e

Fiir das erste Integral erhalten wir

/ R R
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Ist > p, so finden wir analog zum Teil a) ein ¢ > 0 mit t%(l —In(t))" <1
fiir t € (0,9), und wir erhalten wieder

1 ) 61
/ g(0)]" dt > / g dt > / Lt = o,
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so dass das Integral nicht konvergiert. Fiir r = p > 1 gilt

/0 g(0)]P dt = / mdtz—ﬁu—ln(w)”

und somit g € LP((0, 1]). Nun erhalten wir aus einem Satz aus der Vorlesung
g € L"((0,1]) fiir 1 <r < p. Insgesamt sehen wir also, dass g € L"((0,1])
genau dann, wenn r < p.

Fiir das zweite Integral stellen wir fest, dass fir r=p > 1

/100|g(t)|pdt:/100t( ! dt ! (1+1In(t))?
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Da g(t) < 1 fiir t € [1,00), folgt |g(t)]" < |g(t)|P fiir r > p, so dass g €
L"([1,00)) fiir 7 > p. Schlieflich betrachten wir noch r < p. Dazu iiberlegen

wir uns zunéchst (z.B. wieder mit der Regel von L’Hospital), dass fiir a, § >

0
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Mit @« =1 — £ und 8 = r erhalten wir also ein 7" > 1, so dass fiir alle t > T’
die Ungleichung
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gilt. Dann folgt aber
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so dass g ¢ L"([1,00)) fiir r < p. Insgesamt folgt also g € L"([1,00)) genau
dann, wenn r > p.

Da L"((0,00)) aber gerade aus den Funktionen besteht, deren Einschrénkun-
gen sowohl in L"((0, 1]) als auch in L"([r, 00)) liegen, erhalten wir aus den
obigen Uberlegungen die Behauptung, nimlich dass g € L"((0,00)) genau
dann, falls » = p.



c¢) Fiir die Funktionen f, : [0,1] — [0, 1] gilt
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Fir 1 <r <p gilt % <0, so dass nw < 1 und somit
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Also konvergiert die Funktionenfolge fiir » < p in L"([0,1]) gegen die Funk-
tion f = 0. Ist » > p, so haben wir Tr;pp > 0, und somit (L’Hospital)
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so dass die || f,|| keine Cauchy-Folge in R bilden. Dann kann die Funktion-
folge in L™ aber nicht konvergieren.



