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Hohere Analysis

Wiederholungsaufgaben

Diese Aufgaben sind als Anregung bei der Aufarbeitung des Stoffes gedacht — sie
sind also explizit nicht in erster Linie als Vorschau auf die Klausuren gemeint.
Einige der folgenden Aufgaben waren allerdings Teil der Priifung in vergangenen
Jahren. Der zweite Teil besteht aus einer Liste von Verstdndnisfragen, von denen
fast alle bei Beherrschung des Stoffes einfach sein sollten.

1. Sei ) )
A= R | L 2.2 <
{p eR [ +y + 51y,
und sei das Vektorfeld V' auf R? gegeben durch

V(z,y,2) = 337%% + (y* — Qx)% + 23%.

Berechnen Sie

/ (V(p), N(p)) poa,
0A

wobei N das duflere Normalenvektorfeld zu A entlang des Randes 0 A bezeichnet.
Hinweis: Wenn Sie Symmetrien geschickt ausnutzen, lasst sich der Rechenauf-
wand klein halten.

2. Wir betrachten die Menge
M :={(z,y,2) e R® | 2* +¢y* +2* = 6,2y° + 2° = 3} C R’
a) Beweisen Sie, dass M eine Untermannigfaltigkeit des R? ist!

b) Bestimmen Sie den Tangentialraum 7, M/ und den Normalraum N, im
Punkt p = (2,—1,1) € M!

c) Zeigen Sie: Die Einschrankung «|y der 1-Form
a = 2rdr —2ydy € Q' (R?)

auf M verschwindet, d.h. fiir jeden Punkt p € M und jeden Tangentialvektor
ve T,M gilt a(v) = 0.

Bitte wenden!



. Sei B"(0,1) € R™ der Einheitsball in R™, n > 1. Weisen Sie nach, dass das
Integral

1
R >
/Bwo,l) V1= [z]]?

endlich ist, und bestimmen Sie fiir n € {1,2, 3} seinen Wert!

. Betrachten Sie die Fliche
S:={(z,y,2) eR*| || =1 —a2® —¢*,2® +y* < 1}.
a) Beweisen oder widerlegen Sie: S ist eine Untermannigfaltigkeit des R3.

b) Sei ST :={(x,y,2z) € S| z > 0}. Beweisen Sie, dass ST eine zweidimensio-
nale Untermannigfaltigkeit des R3 ist!

c¢) Berechnen Sie den Flicheninhalt von S!

. Sei C' € R, und sei {g;};>1 eine Folge integrierbarer Funktionen g; : R" — R,
so dass fiir alle z € R™ der Grenzwert f(x) = lim;_,, g;(z) existiert.

a) Zeigen Sie: Gilt |g;(z)| < C fiir alle z € R™ und alle j € N, so ist f {iber
jede kompakte Teilmenge K C R” integrierbar.

b) Finden Sie hinreichende Bedingungen an die g;, so dass f € L'(R")!

. Sei A C R eine Lebesgue-messbare Teilmenge, so dass fiir jedes offene Intervall
I C R die Ungleichung

HANT) < %E(I)

gilt. Zeigen Sie, dass A eine Lebesgue-Nullmenge sein muss!

. Sei (X, A,m) ein Makraum. In der Vorlesung wurde erwéhnt, dass man unter
den messbaren Funktionen mit Hilfe der Norm

[flloo := inf{t € (0,00) [ m({z € X [ f(z) > t}) = 0} € [0, 0]

einen Raum L>(X) = {f : X — R | ||f]lce < o0} auszeichnen kann, wobei
wir wie immer Funktionen, welche paarweise fast iiberall iibereinstimmen, zu

Aquivalenzklassen zusammenfassen. Beweisen Sie die in der Vorlesung gemachten
Aussagen iiber L>(X):

a) (L*(X),|.]ls) ist ein Banachraum.

Siehe nichstes Blatt!



b) Ist m(X) < oo, so gilt L>®(X) C LP(X) fiir jedes p > 1.

c¢) Ist (X, d) ein metrischer Raum mit mindestens einem Haufungspunkt, so ist
der Raum C(X) der beschrénkten stetigen Funktionen nicht dicht in L>°(X).

Antworten zu den Rechnungen:

(t- %s)% ©F ‘g g ‘e (g v (1

Bitte wenden!



Viele der folgenden Verstandnisfragen sind (zum Teil mit leichten Abwandlun-
gen) den Ubungsblittern von Herrn Lauterbach aus dem WS 2009/10 entnom-
men. Bei jeder Aussage ist zu entscheiden, ob sie wahr oder falsch ist. (Idealerwei-
se sollten Sie auch eine Begriindung oder ein Gegenbeispiel angeben konnen...)
Sorgfiltiges Lesen und Uberlegen sind wichtig!

8. (Differential- und Integralrechnung auf Untermannigfaltigkeiten)

a) Die Zuordnung

h)

J)

k)

D

F((xbe)? (yla y2)) = T1Y2 — T2U1

ist eine alternierende 2-Form auf dem Vektorraum R

Jede exakte Differentialform vom Grad k& > 0 auf R™ ist geschlossen.
Jede geschlossene Differentialform vom Grad k£ > 0 auf R"™ ist exakt.
Jede exakte 1-Form auf R? \ {0} ist geschlossen.

Jede geschlossene 1-Form auf R? \ {0} ist exakt.

Jede Differentialform vom Grad k& > n auf R" verschwindet.

Die durch die Formel

Y Xz
= _dz 4 ———d
« $2+y2 x+x2+y2 Yy

definierte 1-Form auf R? \ {0} ist geschlossen.

Die Einschrinkung der 1-Form « aus der vorherigen Teilaufgabe auf R? \
{(0,y) | y > 0} ist exakt.

Der Wert des Integrals einer 1-Form auf R” iiber eine Kurve hingt nur vom
Anfangs— und Endpunkt der Kurve ab.

Verschwindet das Integral einer 1-Form auf U C R" iiber jede geschlossene
Kurve in U, so ist die Form exakt.

Das Bild einer stetig differenzierbaren Kurve in R" ist eine 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit.

Das Produkt M x N zweier Untermannigfaltigkeiten M, N C R" ist eine
Untermannigfaltigkeit von R?".

Der Durchschnitt M N N zweier Untermannigfaltigkeiten M, N C R" ist
wieder eine Untermannigfaltigkeit.

Siehe nichstes Blatt!



n) Zwei Sphéren unterschiedlicher Radien in R” sind nicht homéomorph.

o) Sind X C R™, Y C R™ offen und gibt es einen Diffeomorphismus F : X —
Y, so gilt n = m.

p) Die Untermannigfaltigkeiten [0,1] x {0} € R? und S' C R? sind nicht
diffeomorph.

q) Offene Teilmengen einer Untermannigfaltigkeit sind selbst Untermannigfal-
tigkeiten.

r) Jeder k-dimensionale Unterraum ist eine Untermannigfaltigkeit des R™.

s) Fiir einen k-dimensionalen Unterraum ist die Gramsche Determinante eine
konstante Funktion.

t) Jede Untermannigfaltigkeit des R" besitzt eine Orientierung.

u) Jede zusammenhéngende Untermannigfaltigkeit des R™ hat hochstens zwei
Orientierungen.

v) Der topologische Rand einer nichtleeren Teilmenge in R" ist nicht leer.
w) Jede beschriankte Teilmenge im R™ hat nichtleeren topologischen Rand.
x) Man kann die Sphire S* C R? durch eine Karte parametrisieren.

y) Ist V ein C'-Vektorfeld auf U C R", so ist div(V) eine reellwertige Funktion
auf U.

z) Ist V ein C'-Vektorfeld auf R mit div(V) = 0, so existiert eine Konstante
c € R, so dass z(t) = zo + ct das Anfangswertproblem & = V' (z), 2(0) = zg
16st.

9. (Mafi— und Integrationstheorie)
a) Fir X = Q und & := {{z} | z € Q} gilt A, (&) = P(X).
b) Fir X =R und &€ := {{z} | z € R} gilt A4,(€) = P(X).

c¢) Sind A;, ¢ € N messbare Teilmengen in (X, .4, m), so gilt

1—00

d) Sind A;, i € N messbare Teilmengen in (X, .4, m), so gilt

m(ﬂie]NXi) = hm m(ﬂZ":lXZ)
i—00

Bitte wenden!



e)
f)

g)
h)

i)

J)
k)

D)

m)

n)

o)

P)

Jede Lebesgue-Nullmenge in R ist abzdhlbar.

Existiert der punktweise Grenzwert einer Folge messbarer Funktionen, so ist
dieser messbar.

Der Abschluf einer Borelmenge ist eine Borelmenge.
Jede Lebesgue-Nullmenge ist eine Borelmenge.

Eine Funktion f: X — R auf einem metrischen Raum, welche iiberall den
Wert unendlich annimmt, ist Borel-messbar.

In einem Mafraum ist jede Teilmenge einer Nullmenge messbar.

Eine beschrankte Funktion f : X — R mit f(X) C N ist eine einfache
Funktion.

Sind f und g einfache Funktionen, so sind fiir m,n € N auch f"-¢™ einfache
Funktionen.

Die Menge der einfachen Funktionen auf einem Mafkraum bildet einen Vek-
torraum.

Ist {f,.} eine punktweise konvergente Folge einfacher Funktionen, so ist f =
lim f,, eine einfache Funktion.

Ist {fn} eine gleichmifig konvergente Folge einfacher Funktionen, so ist
f =lim f,, eine einfache Funktion.

Die in der Vorlesung konstruierte nicht Lebesgue-messbare Teilmenge A C
[0,1] C R ist auch als Teilmenge von R? nicht messbar.

Eine monotone Funktion f : [a,b] — R ist (Lebesgue-)fast iiberall stetig.

Ist f : R — R uneigentlich Riemann-integrierbar auf R, so ist die Ein-
schrinkung auf jede kompakte Teilmenge K C R in L'(K).

Abzahlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.
Lebesgue-Nullmengen in R" sind beschrankt.

Es gibt in R unbeschrinkte, offene Teilmengen mit endlichem Lebesgue-
Mafs.

Wir betrachten die Funktion f: R — R,

Fa) = {0 fiir = ¢ (0, 1]

a, fir z € (5, 5 .

Siehe nichstes Blatt!



(i) Mit «, = n ist f eine einfache Funktion.

(ii) Fiir beliebige Konstanten a,, € R ist f (Lebesgue-)messbar.
(iii) Mit a,, = nist f € LY(R).

(iv) Mit a,, = v/n ist f € LY(R).

w) Es gibt eine Funktion f : [0,1] — R welche nicht integrierbar ist, so dass f?
integrierbar ist.

x) Es gibt eine stetige Funktion f : [0, 1] — R welche nicht integrierbar ist, so
dass f? integrierbar ist.

y) R ist ein Banach-Raum.

z) R™ ist mit dem iiblichen Skalarprodukt ein Hilbert-Raum.
a) Der Vektorraum LP([0, 1]) ist nicht endlich-dimensional.
B) L*([0,1]) ist beziiglich || . ||; dicht in L'([0,1]).

7) Einfache Funktionen liegen dicht in L'(R).

9)

Wir bezeichnen mit ¢,, das Lebesgue-Maf auf R".

(i) Ist X,, € B"(0,1) C R™ der grokte einbeschriebene Wiirfel (beziiglich
der Standardmetrik), so gilt

lim ¢,(X,) = oo.

n—o0

(ii) Ist Y, = B™(0,1) C R" der Einheitsball (beziiglich der Standardmetrik),

so gilt
lim ¢,(Y,) = co.
n—o0
(iii) Ist Z, = B™(0,1) C R™ der Einheitsball (beziiglich der Maximumsnorm
|- lloo), sO gilt

lim ¢,(Z,) = cc.

n—oo



