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1. (4 Punkte) Sei (X,A,m) ein Maÿraum. Sei Â ⊂ P(X) die Familie aller Teilmen-
gen E ⊂ X, so dass Teilmengen A,B ∈ A mit A ⊂ E ⊂ B und m(B \ A) = 0
existieren.

a) Zeigen Sie, dass Â eine σ-Algebra ist!

b) Wir de�nieren m̂ : Â → [0,∞] durch

m̂(C) =

{
m(C) falls C ∈ A
m(A) falls A ⊂ C ⊂ B mit A,B ∈ A,m(B \ A) = 0.

Zeigen Sie, dass m̂ wohlde�niert ist, und dass (X, Â, m̂) ein vollständiger
Maÿraum ist!

2. (4 Punkte) Sei (X,A,m) ein Maÿraum und f : X → [0,∞] eine messbare Funk-
tion. Zeigen Sie:

a) Durch

m1(A) :=

∫
X

f · χA dm

wird ein neues Maÿ m1 : A → [0,∞] de�niert wird.

b) Für jede A-messbare Funktion g : X → [0,∞] gilt∫
X

g dm1 =

∫
X

g · f dm.

3. (4 Punkte) Sei (X,A,m) ein Maÿraum mit m(X) < ∞. Zeigen Sie, dass eine
messbare Funktion f : X → [0,∞] genau dann integrierbar ist, wenn die Reihe

∞∑
n=1

m({x ∈ X | f(x) ≥ n})

konvergiert.


