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1. (4 Punkte) Auf R?\ {0} betrachten wir die 1-Formen

rdy —ydx

P und s :=xdr + ydy.

Q=

a) Rechnen Sie nach, dass beide Formen geschlossen sind!

b) Seinun f: (0,00) x R — R*\ {0} die Polarkoordinatenabbildung f(r, ) =
(rcosp,rsing). Bestimmen Sie f*(c;) und f*(aw)!

2. (6 Punkte) Sei O C R" eine offene Teilmenge, V' ein Vektorfeld auf O und
w € QF(O). Durch “Einsetzen von V als erstes Argument” erhalten wir aus w
eine (k — 1)-Form iyw € QF1(0):

iVW(P)((pa Ul)a SRR (p, Uk‘—l)) = W(p)(‘/(p)a (p7 Ul)? R (p7 Uk—l))'
Beweisen Sie:

a) FﬁrV:%undw:dxil/\n-/\dxikmitil<~--<ikgilt

: (=1)>"dat A--- Adzis A--- Ada falls j = i
Tyw =
0 sonst.

b) iv(wAn) = (ivw) An+ (=1)*w A (iyn), falls w € QF(O).

Sei nun p = dz' A--- Adz™ € Q"(O) die Standard-n-Form. Jede andere n-Form
hat die Gestalt f - u fiir eine geeignete Funktion f : O — R. Also wird fiir jedes
glatte Vektorfeld V' auf O durch die Gleichung

d(ivp) = fv - p

eine glatte Funktion fy : O — R definiert, welche wir die Divergenz von V
nennen und mit div(V') bezeichnen. Beweisen Sie:

Bitte wenden!



so gilt

J_Z
oxd?

c) Ist V=31 Vi

d) Ist h: O — R eine glatte Funktion, so gilt
div(h - V) =h-div(V) 4+ dh(V)
und
div(grad h) = Ah,
wobei grad h der Gradient von h und A : C*°(O) — C*(O) der Laplace-
2 2 .

Operator A = (62—1)2 —+ -+ (8(3—")2 1st.

e) Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes

1 L 0 0
_ . n_Y fR" ‘
1% R (m 91 44 835”) auf R™\ {0}

3. (6 Punkte) Sei O C R® offen und V = V2 + V2.2 4 V3.2 ein glattes
Vektorfeld auf O. Wir definieren dessen Rotation rot(V') als das Vektorfeld

rob(V) 1= 8V3_8V2 0 N oVt _8V3 0 N 8V2_8V1 0
o\ 022 023 ) Oxt or3  Ox! ) Ox? ort  0x2 ) 03

Beweisen Sie:

a) Definiert man die 1-Form Sy € Q'(O) als
By = Vida' + V2da?® + V3da?®,

so gilt
dpy = imt(v)(dxl A dz? A dx?).

b) div(rot(V)) = 0.
c) Ist h: O — R eine glatte Funktion, so gelten
rot(gradh) =0 und rot(h-V)=h-rot(V)+ (gradh) x V,
wobei x das Kreuzprodukt auf R? bezeichnet.

d) Ist O sternformig und ist rot(V) = 0, so existiert eine glatte Funktion
f:O — R mit V = grad f.

e) Ist O sternformig und ist div(V') = 0, so existiert ein Vektorfeld W auf O
mit rot(W) = V.



